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HL Bericht über den gegenwärtigen Stand der Invarianten - 
theorie. 

Von Profe^?<or Dr. Franz Meyer ID 



Vorwort 



Als ich TOT nanmehr anderthalb Jahren seitens des Vorstandes der 
Deotachen MathematUcer-Vereinigang den Aoftrag übernahm, einen Be- 
richt ^über die Fortschritte der projectiven iQvariantentheorie im letz- 
ten Viertefjahrhnndert'' zn verfassen, glatbte ich eine nngefihre Vorstel- 
lung von den Schwierigkeiten der Aufgabe zu haben. Diese Schwierig- 
keiten sind aber im Laufe der wirklichen Durchfahmng in einem Hasse 
gestiegen, dass mich mehreremale das ermSdende Oefilhl beschlichen 
hat, einer solchen Last nicht gewaclisen zu sein. 

Bas vorliegende Werk leidet demgemlss an manchen Unvollkommen- 
heiten. 

In erster Linie wird man linden, dasa die Besprechungen der ein- 
zelnen Untersucliuniren der nötii^t n Kritik entbehren, ick habe aber 
geglaubt, dem mathematischen Publicum einen grGsseren Dienst zn er- 
w^n, wenn ich unter ZnrSckhaltung der eigenen Persönlichkeit im Zu- 
sammenhange darlegte, was die verschiedeuen torscher im wesentlichen 
gelebtet haben, und nicht, was dieselben hStten lösten sollen. Zudem 
habe ich versucht, Lücken in unserem gegenwärtigen Wissen durch die 
Art der Anordnung des Stoffes, wie in der Form von Aufgaben hervor- 
treten zu lassen. 

Dass die ciürte Litteratur, trotzdem ich gerade auf sie viel zeitrau- 

Jahntber. (1. Deuucbeu llubcm -Vereinigniig. I. 5** 
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IV Vorwort 

bende Hohe verwandt habe, aof VoUstSndigkeit noch immer keinen An- 
sprach machen kann, wird die Fülle des Stoffes entscliuldigen. Die 
Utkeiator der aUernenesten Zeit insbesondere ist mir sam Teil nicht zo- 
gäuglicli gewesen. 

In der Verteilung des Materials auf den knappen, mir zu Gebote 
stehenden Raum habe ich mir manche Froiheit gestattet. Auf den In- 
halt mancher Abhandlung sind mehrere Seiten verwendet worden, auf 
den von mancher andern, vielleicht ebenso wichtigen oder noch wichti- 
geren, nur einige Zeilen. 

Man möge das einmal einer gewissen parieüschen Liebhaberei zu 
Onte halten, andererseits aber auch berücksichtigen, dass es nahezu un- 
möglich erscheint, etwa den Gedankengang einer sjnnbolischen Rechnung 
zn zergliedern, wenn man vit^i geradezu einen, mit dem Wesen jener 
KechnuDg völlig vertrauten Leser voraussetzen will. 

Aufiichtig bedauere ich, aus Mangel an Raum von den so zahhcei- 
eben und anregenden Anwendungen der Fürmeutheurie auf die Geometrie 
üast gar keine Notiz genommen zu haben^ sodass ein Abschnitt, wie der 
über CombinanteD, ein sehr emseitiges Gepräge erhalten hat. 

Möchte dieser Bericht zu einer gesammelten Bearbeitung der gemein- 
ten Anwendungen Anlass geben, die, wie ich glaabe, von den Algebrai- 
kern wie Geoinetern mit gleicher Freude bcgrüsst werden würde. 

Bezügüch der Nemenclatur habe ich noch Einiges zu bemerken. . 

Die Wörter „Grad^ und „Ordnung** werden nach dem vorwiegenden 
Sprachgehrauch dahin geschieden, dass das eistere sich auf die Dimen- 
sion einer Form bezuglieh gewisser Coefficie»ten,'das letztere auf die- 
jenige bezüglich gewisser Vaiiabeln beziehL 

Ich habe mir hndessen auch die weitere Consequenz gestattet, bei 
algebraischen Gleichungen mit einer Unbekannten die bisher übliche Bo- 
zeichnung «Giad'' durch „Ordnung*^ zn ersetzen. 
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Vorwort. V 

In der Formentheorie betxtchtet man gewisse Formen als gegeben, 

was denen dann eine unbegrenzte Reihe weiterer durch invariante Pro- 
cesse abgelötet wefden. 

Die ersteren nenne ich durchweg „Ur-" oder „Stanm^formen, wäh- 
rend ich das sonst prondscne gebrauchte Wort ^Grundformen*' für die 
Individnen eines „vollen Systems*^ in Gordan^schem Sinne reservirt habe. 

HinsichtUch der abgeleiteten Formen habe ich es bei der etwas um- 
ständlichen Benennnng «invariante Bildung** bewenden lassen, da das 
von Sylvester vorgeschlagene Wort „Concomitante'' bisher nicht rechten 
Eingang gefhnden hat, die kürzere Bezeichnung ^^Invariante^ hingegen in 
dieser Verallgemeinerung leicht zu Missverständoissen fuhrt. 

Eine binäre Form nter Ordnung bezeichne ich durchweg mit f. oder 

ein« temSre mit C», eine qaatemSre oder höhere mit F«. 

Auf ein Autorenregister ist aus naheliegenden Gründen Verzicht ge- 
leistet -worden; ein Sachregister erschien fiberflüssig, mit Rficksicht auf 
das Inhaltsverzeichnis, sowie die Kückvei Weisungen im Texte, nament- 
lich zu Anfang jedes einzelnen Abschnittes. 

Noch habe ich mit Dankbaikeit der vielfoehen Unterredungen zu ge- 
denken, welche ich über das vorliegende Thema mit den Herren Klein, 
Gordan, Brill und vielen andern gepflogen habe, sowie der wertvollen 
Unterstützung, welche mir durch bereitwilligste Ueberlassung von Litte- 
ratar seitens zahlreicher Facbgenossen und der GSttinger Universitäts- 
bibliothek zuteil geworden ist, endlich auch der Mühe, welche sich Herr 
Lampe um die Ueberwachung der Gorrectnr und um die geschäftlichen 
Verhandlungen mit der stets entgegenkommenden Verkigsbnchhandlung 
gegeben hat. 

Clausthal, August 
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Wir eiVffiien die Chronik der Deatsehen Hathematiker-Yeieinigung 
mit dem Abdruck des Einladongsseliieibens, mit welchem die auf der Yer- 

sammlung deutscher Naturforecher und Aerzte in Bremen 1890 infs Lc- 

beii getretcno Vereinigung die Facligenosscn zum Beitritt aufgefordert liat. 
Zusammen mit dem in der Anlage dieses Schreibens abgedruckten „Hei- 
delberger Aufruf" und den „Bremer Beschlüssen" bezeichnen sie die 
Entstehungsgeschichte der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, welche 
nunmehr auf der Versammlung in Halle eine feste Organisation gewon- 
nen hat. 

Mögen die in unseren Statuten, wie in jenen ersttui Aufforderungs* 
schreiben zum Ausdruck gelangten Wünsche und Ziele in unserer Vei^ 
einiguDg alleieit Vertretung und Förderung finden I 



December 1890. 

Der Wunsch, einen engeren wissenschaftiiclien und persönlichen Zusam- 
menhang unti'i den (leutsclien Mathematikern hcr/.ustelh'n. Ixvsteht seit vielen 
Jahren, und es t>iud wiederholt Versuche gemacht worden, eiue Form für die 
Verwirklichung diesM Wunsches zu finden. Anfangs der dreissiger Jahre 
tagte in Berlin eine Mathemati][er-Versammlung, an welcher unter Anderen 
C. G. J. Jacobi, Minding und die beiden Bruder Ohm teilnahmen; in den 
Osterferien des Jahres 1873 fand eine solche in Göttingen statt Zu einer 
dauernden Einrichtung hahen heide Yersainmlungen nicht geführt Bezeugt 
dies auch die Schwierigkeit, eine solche Organisation zu schaffen, so liegen 
doch keine triftigeu Gründe vor, sich durch die bisher missglückten Versuche 
▼OD einem Vorhahon abschrecken zu lassen, dessen 

Zweck es isi: in gemeinsamer zielbewubster Arbeit die Wissen- 
schaft nach allen Richtungen zu fördern und auszubauen, ihre 
verschiedenen Teile und zerstreuteu Organe in lebensvolle Ver- 
bindung und Wechselwirkung zu setsen, ihre Stellung im getsti« 
gea Leben des deutschen Volkes nach jGlebuhr zu heben, ihren 

!• 
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Chronik. 



Vertretem und Jüngern Gelegenheit zu ungezwungenem colle- 
gialisc ht n Verkehr und zum Austausch von Ideen, Brfahrungen 

und Wünschen zu bieten. 

Von dieson Gosichtspunkton ausgehend, eiitsclilossen sich am 21. Sepfeiuber 
1889 zu II e i (1 c 1 Ii e r <; /w anziii' auf der dortigen Naturforscherversamiulung ver- 
einigte Mathematiker zu eiiu iii Aufruf an die deutscheu Fachgenosseo, welchen 
wir als Anlage I im Wortlaute unten folgen lassen. 

Dieses Rundscbrelbon, welches nach Möglichkeit allgemein zur Versendung 
gelangt ist, wurde in zustimmendem Sinne von mehreren Fachgenossen beant- 
wertet, unter denen wir besonders die Herren Brill, Kiepert, F. Klein, 
Kronecker, Lampe, Lurotb, Schubert, Weierstrass zu nennen haben. 

Die auf der Natnrforschenreroammlung dieses Jahres in Bremen zusammen- 
gekommenen Mathematiker sind der in dem Heidelberger Aufruf gegebenen 
Anregung gefolgt und nach eingehenden Beratungen am 18. September 1890 
zu einer 

„Vereinigung deutscher Mathematiker** 

zusauuneiigetreten. 

I)ie Hiklung der Vereinigung erfolgte, unter vorläufigem Verzicht auf ge- 
schriebene Satzungen, durch ünterseiolmung einesSchrif tstückes, in welchem 
die leitenden Ctosichtspunkte und Grundsätze in Form von Beschlüssen aus- 
gesprochen worden sind. Wir geben diese „Bremer Beschlösse** unten als 
Anlage II, versehen mit den Unterschriften der Zustimmenden der in Bremen 
versammelten Abteilung; zur Orientirung mögen aber einige Punkte hier noch 
besonders bervoigehoben werden. 

Die „Voreini^ing deutscher Mathematiker" hat sich an die „Gesellschaft 
deutsi lier Naturforscher und Aerzte" äussci iirh so angeschlossen, dass die fünf 
Mit<j^lieiier ihres Vorstandes gleicli/.eitig Mitf,'lie(ler der „(r. d. N. u. Ae." sein 
müssen; hier bilden sie den nach § lü der Statuten dieser Gesellschaft zu 
wählenden Vorstand der ersten Abteilung für das laufende Geschäftsjahr. 

Die idUAstliegende Aufgabe dieses Vorstandes besteht in der eingehenden 
Vorbereitung und zweckmftssigen Ausgestaltung der wissenschaftlichen Verhand- 
lungen in der Abteilung für Mathematik und Astronomie der „0. d. N. u. Ae.** 

Die „Vereinigung deutscher Mathematikei'* setzt sich auch die thatkräftige 
Forderung des in Berlin bei Reimer erscheinenden n^Ahrbuches über die Fort» 
schritte der Mathematik" zur Aufgabe. 

Bei der am 18. September erfolgten Wahl des Vorstandes der Vereinigung 
wurden gewählt die Herren: 

G. Cantor (Halle), zugleieli als Vorsitzender, VV. Dyck (München) Si hrift- 
fübrer, E.Lampe (Berlin), Th. Reye (Strassburg), H. Schubert (Hamburg). 

Wir erlauben uns, alle deutschen Fachgenosseu, welche den 
Zweck der „Vereinigung deutscher Mathematiker** billigen, hier- 
mit aufzufordern, sich derselben anzuschliessen, und ihren Beitritt 
dadurch zu erkltren, dass sie den Mitgliederbeitrag von zwei Mark for das 
laufende Geschäftsjahr an Herrn W. Dyck, Mönchen, Hildegardstrasse P/s» 
einsenden. 

Von den laufenden Angelegenheiten der „Vereinigung deutscher Mathe- 
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matiker** werden alle ihre Mitglieder rechtzeitig durch den Vorstand in Kenntnis 
gesetzt werden, insbesondere wird derselbe im Jannar 1891 ein erstes Hit* 
gliederverzeichnis zur Versendung gelangen lassen. 

Im Autlia;: <lfi in HiriiUMi i''Mi>ti(uirteii 

„V er einig ung deutscher Mathematiker." 

Der V 0 r s t ;i 11 (I : 
G. Cantor. W. Dyck. E. Ijampe. Tit. Beyo. H. Sohubert. 



"* ^Heidelberger Aufruf." 

Heidelberg, den 21. September 1889. 

Hochgeehrter Herr! 

Auf der 63. Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte in Heidel- 
berg gelangte in der matheroatisch<astronomischen Section der Wunsch nach 
einer engeren Vereinigung der deutschen Mathematiker zum Ausdruck. Die 

Unterzeichneten glauben, auf diesen Zweck gerichtete Beratungen am besten 
dadurch einleiten zu können, duss sie mit gogonwrirtin;!'!!! Cimilur die übrigen 
Facho^onosson ersuchen, sich möglichst zahlreich an der nrichsljahrigoii Natur- 
forschorversammhing zu Bremen zu bcteiligon, um dort dor Frage niiher zu 
treten, in weK-her Weise eine auf jenes Ziel gerichtete Organisation verwirk- 
licht werden könnte. 



Ij. Burmester (München), 

Cr. Cantor (IlaHe), 

M. Cantor (Heidelberg), 

W. Dyck (Manchen), 

L. Heffter (Glessen), 

C. Köhler (Heidelberg), 

L. Königsberger (Heidelberg), 

M. Krause (Dresden), 

E. iNetto ((iiessen), 

M. Nöther (Krlangen), 



K. Pap |»e ritz (Ünstleii), 
A. PriiijTsheim (MiiuchenJ, 
C. R e u s c h 1 e (Stuttgart), 
Th. Aeye (Strassburg), 
H. Schapira (Heidelberg), 
A. Schönflies (Göttingen), 
E. Schröder (Karlsruhe), 
A. Voss (München), 
H. Weber (Marburg), 
M. Wolf (Heidelberg). 



Anlage II. 

„Bremer Beschlüsse.^ 

Bremen, am 18. September 1890. 
1. Abteilung 
für XatheniKtik und Aitronoinie 

der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Aerzte. 
Die in der mathematisch-astronomischen Abteilung der Gesellschaft deut> 
scher Naturforscher und Aerzte am 18. September versammelten Herren be- 
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schliessen, auf Grund der in Heidelberg gegebenen Anregung zur Herbeifab» 
rung einer encreren Vcreini|E^un» dor deutschen Ifatbematikcr, was folgt: 

1) Ks soll der Plan einer Vereiniguno; der deutschen Mathe- 
matiker im Anscliluss an die Organisation der Gesellschaft deut- 
scher Naturforscher und Aerzte zur Verwirklichung gebracht 
werden. 

2) Die mathcmutisch-asti'uiiomiäche Abteilung der Gesellschaft soll dem- 
entsprechend einen erweiterten Kreis ihrer Bethätiguag erhalten, 
welcher die gesamten wissenschaftlichen Interessen der Mathe- 
matik nmfasst. 

Es sollen die Verhandlungen der Jahr es» Versammlung wissen- 
schaftlich in eingehenderer Weise als bisher vorbereitet und der Abteilung 
bleibende Aufj^aben zugewiesen werden. 

Tn erster iiiclitung scheinen beispielsweise eine Eröffnungs- 
rede . sowie ausführliche Referate ü b e r gemeinsam i u t c r e s s i r e n d e 
(ie biete der Math em all k besonders wünschenswert. In lel/terer 
Hinsicht wird unter Anderem eine enge B e zu !;m ali m e zu dem 
«Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik' in Aussicht 
genommen werden können. 

3) Die Abteilang beauftragt mit den hieraus sich ergeben- 
den Aufgaben den nach 1 10 der Statuten der Gesellschaft all- 
jährlich zu wählenden Abteilnngsvorstand, dessen Mitglieder der 
Gesellschaft deutscher Naturforsclur und Aerzte als Mitglieder angeboren 
müssen, eventuell bei Annahme der Wahl die Mitgliedschaft erwerben. 

4) Dieser Vorstand soll alle Vollmacht haben, im Einzelnen die im Vor- 
stehenden ausgedrückten Absichten der Abteihmg in !.''^'« i(,nu'ter Weise zur 
Ausführung zu bringen, und kann sich, wenn erforderlich, durcli Cooptation 
verstärken. 

5) Die Abteilung spricht den Wunsch aus, dass der von ihr zu wählende 
Ausschuss mit dem Vorstände der Gesellschaft in eine goregelte geschäftliche 
Beziehung tritt Es soll ober die Form derselben in der (morgigen) dritten 
allgemeinen Sitzung eine Verhandlung eingeleitet werden, etwa mit dem Vor- 
schlage an die Gesellschaft, es möge der Vorstand derselben sich durch einen 
Gentral-Ausscbuss ergänzen, l)cstehend aus je einem Delegirten jeder Abteilung. 

(Bemerkung.) Der hier ausgesprochene Wunsch wurde (durch 
Herrn F. Klein) in der erwähnten allgemeinen Sitzung zur Sprache ge- 
Itracht uiul fand dort vielseitige Zustimmung; es wird Hesdilussfassung 
darüber auf die Tagesordnung iler TKichstjährigen, Hallenser Versamm- 
lung gesetzt werden (vgl. Verhandlungen der »G. d. N. u. Ae." zu Bre- 
men, I. Teil, pag. XXXI). 

6) Fnr erwachsende Auslageu stellen die Znstimmesden dnen Beitrag 
von je 2 Mark zu Händen des zu wählenden Vorstandes* 

7) Der von der AbteUung zu wählende Vorstand hat den deutschen 
Facbgenossen durch einen Bericht von den gegenwärtigen Verhandlungen und 
Beschlüssen Kenntnis zu geben« 
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Die unteneiöIuieteiL Teilnehmer der mathematiech-astrononiiAchen Abteilung 
der 63. Versammlung der Oesellscbafk deutscher Naturforscher und Aerate er- 
klären ihre Zustimmung au den obigen Beschlossen. 

F. 8. Archenhold (Gharlottenburg), Fr. Meyer (Clausthal), 



Die zahlreichen Beitrittserklärungen, die auf diese Einladung hin Ton 
Seiten der Lehrer an Hoch- und Mittelschulen erfolgten, bewiesen die Zu- 
stimmung, welche die Zwecke und Ziele der Vereinigung allseitig fanden. 

Das erste im März 1891 ausgegebene llitgliederverzeichnis weist 160 Ma- 
nien auf. 

Für die im Herbst 1891 zu Halle angesetzte V( i.saiiiinlung konnte ein 
reiches rrogramm von wissenschaftlichen Vurtrageu auf die Tagesordnung 
gesetzt werden. 

Herr L. Kronecker sollte einen Eroffnnngsvortrag halten, in dem er ein- 
mal die Erwartungen, die sich an die Vereinigung knüpfen könnm, bezeich- 
nen wollte, und der weiter eine Gedächtnisrede auf Eisenstein beabsichtigte. 

Leider traf Kronecker im August ein schwerer Schicksalsschlag durch den 
Tod seiner Gattin: so war es ihm unmöglich, nach Halle zu kommen; in 
einem Schreiben an Herrn G. Cantor aber gab er seinen Anteil an der Versamm- 
lung und in kurzen Umrissen den Plan seines Vortrac^es kund. — Nun beab- 
sichtigte er, in breiter Ausführung diesen Vortrag der Vereinitrunfr als <lio 
Einleitung des ersten Jahresberichtes zu überlassen — es sollte iiitlit da/.u 
Jcommeu. Am 29. Dezember 1891 wurde die wissenschaftliche Welt durch die 
Nachricht von dem Tode Eroneeker*a ersdinttert. Die Influenza und eine dazu- 
tretende Lungenentzündung hatten in wenigen Tagen seinem reichen, frucht- 
bringenden Leben ein Ende gemacht. Wir verzichten hier, näher einzugehen 
auf die Grösse und Bedeutung dieses Verlustes für die Wissenschaft. Eine 
auf der kommenden Versammlung in Nfimberg zu haltende Gedächtnisrede 



n. Hurkhardt (Göttingen), 

G. Cantor (Halle), 
W. Dyck (München). 
P, (i 0 rdan (iirlanpen), 
L. H e f I t e r ((ii essen), 

1.. Ilenneberg (Darmsladt), 

D. Hilbert (Königsberg), 
R. Hoppe (Berlin), 

B. Jürgens (Aachen), 

H. Kasten (Bremen), 
L. Kiepert (Hannover), 
F. Klein (Güttingen), 
F. K I e in in (Bremen), 

E. Latn p e (Herl in), 
A. Mayer (Leipzig), 



G. Meyer (Bremen), 

H. Minkowski (Bonn), 

R. M n 1 1 p r fl^raunsohweig), 
K, P a [) p e r i t z ( [)resden), 

A. Ki 1 1 er (Aachen). 

C. Rodenberg (Hannover), 
C. Runge (Hannover), 
C. Schilling (Bremen), 
E. Schröder Karlsruhe), 
H. Schubert (Hamburg), 

B. Study (Harburg), 
R. Sturm (Münster), 
H. Weber (Marburg), 

H. W e 1 1 m a n n (Bremen), 
H. Wiener (Halle), 



E. Wiitheiss (Halle). 
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soll vou Kronecker's Wirkt ii bandeln.' Hier geben wir Ausdruck den Gefühlen 
aufrichtigen Dankes, welchen unsere junge Vereinigung, deren Plänen und 
Zielen er \on Anfaiij^ an «»in warmes Interesse ontjrefroiiV»r:t(hte, ihm schul- 
det. An (lor Spit/.o der Vdrträge «Icr Versaininluiig in Halle aber stehe» als 
ein Vcrniriclitiiis an unsrre Vereiniguntf. der erwähnte Briet. — 

Von den in Jlaüo gehaltenen Vorträgen sei hier besonders der umfang- 
reiche Bericht des Herrn Franz Moyer hervorgehoben: „üeber die Fort- 
schritte der [»rojcctivai Invariantentheorie im letzten Yierteljahrhundert*. 
Er verwirkliebt den scbon in Heidelberg ausgesprochenen Wunsch, eine Haupt- 
aufgabe der Vereinigung in ausfnbrlieben Referaten über gemeinsam inter- 
essirende Gebiete der Mathematik zu suchen. Der dritte Teil des gegenwär- 
tigen Herichtes umfasst das weiter ausgeführte Referat, für dessen opferwillige, 
den Interessen des (lanzcn dienende Abfassung^ namens der Vereinigung an 
dieser Stelle dem Verfasser der frebührende Dank ansfresprochen sei. 

Uober die weiteren in Halle L'thaltenen Vorträge ist im /weiten Teil 
durch die Verfasser kiir/.er lieri'lit «i stattet. Die Herren ('. Ni umann und 
H. Dedekind waren am persönlichen Erscheinen vcrhmtlerl; über ihre Vor- 
träge wurde von Seiten Herrn G. Cantor^s referurt. 

Bezuglicb der geschäftlichen Sitzungen verweisen wir auf das am Schlüsse 
des Berichts abgedruckte Protokoll, welchem auch die Statuten und die 6e- 
Rchäftsordnung der Deutschen Mathematiker^Yereinigung, wie sie in Halle be- 
schlossen wurden, beigedruckt sind. 

I 

Wir haben die traurige Pflicht, unsere Mitleilungen mit den Nekrologen 
zweier NHttrlieder zu schliessen, welche unsere junge Vereinigung im ver- 
lio.ssenen Jahre verloren hat. 

Herr Benno Klein, Professor a. d. Universität Marburg starb am 26. 
Härz 1891 zu Schöneberg bei Berlin. Ihm widmete G. Ganter in seiner Er- 
öffnungsrede in Halle Worte des Andenkens und der Anerkennung. Der nach- 
folgende Nekrolog ist dem Jahresbericht der Universität Ibrburg entnommen. 

Herr Paul Gunther, Privatdocent an der Universität Berlin erlag am 
37. Se|>teu)bor 1891 zu Berlin einem schweren Leiden. Die ihm gewidmeten 
Zeilen rühren von der Hand seines Freundes K. llensel her. 

Des Todes von T-eopnId Kroncckcr haben wir schon oben gedacht. 
Der Anfang des neuen Jahres fütrte vm diesem V'erluste den von Heinrich 
Schröter, der am 3. Januar gleichfalls vorzeitig aus einer reichen wissen- 
schaftlichen Thätigkeit abberufen wurde. Seinem Andenken soll, wie dein 
von Kronecker, auf der Versammlung in Nürnberg eine Gedächtnisrede gewid- 
met werden. 

Endlich verschied am 3. Februar 1892 im 62. Lebenqahre Herr Heinrich 
Gretscbel, Bergrat und Professor der Mathematik an der Bergakademie zu 
Freiberg in Sachsen. Ein Nekrolog vrird im nächsten Jahresbericht gegeben 
werden. 
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Benno Klein. 

Benno-Klein ist am 5. OctoWer 1846 in Stolp in Pommern j^ehorcn, wo 
sein Vater Rabbiner war. Er l»estichte das dortifro (lymnasium, bis die Eltern 
im Jahre 1859 nach (.ilut^au übersiedollL'U. Dort besuchte er das Gymnasium 
weiter bis zum Jahre 18(i8 und verliess es ein halbes Jahr vor dem AliitiiriiMi- 
tenexamen um auf Wunsch der Eltern sich lieni Kaufinannsstaudt; zu widmen. 
Er fühlte sich aber in diesem Berufe so ungläcklich und unbefriedigt, dass 
er noch spät den Entschiusa hsstty zu stodiren* Von 1871 an bereitete 
er sich mit Hilfe Ton Freunden sur Haturitätspruiung to^, die er su Ostern 
1872 am Gymnasium zu Guben bestand. 

Er betrieb nun eifrig das Studium der HathMnatik und Physik zunächst 
in Berlin, dann in Marburg und zuletzt in Strasshurg, wo er im Juli 1876 
zum Doctor promovirt wurde. Da er sich noch nicht hinreichend reif füliltf, 
um die akademische Lehrthätiofkeit zu beginnen, so kehrte er nach Herlin 
zurück, wo er bis zum Jahre 1881 privaten Htudieii nlda^r. Im Jalirc 1881 
habilitirte er sich in Marburg und wurde hier am K>. Dt/,. 181)0 /.um ausser- 
ordentlichen Profes.sor ernannt. Seit dem Jahre 1874 hatte Klein mit einem 
Augeuleiden zu kämpfen, das der Anfang und Vorbote einer tieferen Erkran- 
kung war, der er am 26. März 1891 erlegen ist. Trotz der Schwierigkeiten, 
die ihm aus diesem Leiden erwuchsen, und die ihm den Gebrauch von frem* 
der Hilfe notig machten, war Klein in der Wissenschaft und als Lehrer un« 
ausgesettt und mit Erfolg tbätig. 

Schriften von B. Klein. 

Ueber die geradlinige Fläche dritter Ordnung und deren Abbildung auf 
einer Ebene. Inaugnral-Dissertation, Berlin 1876. 

Theorie der trilinear-symmetrischen Elementargebilde. Habilitationsschrift, 

Marburg, El wert, 1881. 

Ucbcr das Doppelverhältnis von vier Punktepaaren einer involutorischen 

Punktreih, erster Ordnung. Schlüinilch Z. Bd. 28. 1883. 

L'eber den Fundamentalsatz der Geometrie der Lage« Sitzber. d. Harb. 
Ges. V. 1. Fehn 1887, 4. Sept. 1887, 27. Jan. 1888. 

Theorie der Elemententripel einstutiger Elementarij^obiide. Teil 1, An- 
nali di Matematica, ser. 11» tomo XVllI (1890). Teil Ii, ebenda, torao XIX 
(18J1). Teil HI, ebenda, tomo XIX (ISül). 
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Pavl Oftnther* 

P.'iul (iiiiifluT ist am "2. April in lieniburg gi''oi en, wo soin Vater 

(TymnasiaMir« ' tor war. Naclidcai er in s<Mii»'r Vatfrstadf das < iyrnnasium ab- 
snlvii i hatte, kutn er im l'nilijahr 1884 na» Ii Heriiu, wo i-r baupttiächlich unter 
lAiluug von Kronecker, Weiorstrass und Fuchs studirte; auch von Hambur- 
ger hat er viele wisseDschafUiche und persönliche Anregung empfangen. Im 
Jahre 1889 promovirte er auf Oruad seiner im Journal fnr Mathematik Bd. 105 
veröffentlichten Arbeit ,Deber lineare Differentialgleichungen, deren Integrale 
nur einen singul&ren Punkt im Endlichen besitzen nnd im Unendlichen sich 
regulär verhalten". 

Seine weiteren (ehenfulls im Journal f. die reine und angew. Vath. ver- 
öffentlichten Arbeiten) simi: 

Ueher eine Methdde. die zu einem Nin<:iilrn r u Punkte einer linearen ho- 
mogenen DifTercntialgleichuug gehörige Fundamentalgleichung zu bestimmen 
(Bd. 106, 1890). 

Ueber die Bestimmung der Fundamentalgleichungen in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen (Bd. 107, 1891). 

Zur Theorie der elliptischen Functionen (Bd. 108 nnd Bd. 109, 1891). 

Ueber die eindeutigen Functionen von zwei durch eine algebraische Glei- 
chung verbundenen Veränderlichen (Bd. 109, 1892). 

lieber das Additionstheorem der elliptischen Fuiu tionen (Bd. 109, 1892). 

Die letzten Aufsät/e sind erst nach <|etn Tode des Verfassers erschienen. 

Im Sommer ISr'O haldlitirte sieh (iüntlier an der Berliner l'niversität, 
konnte jedoch nur im daraiiffolgend«n WinterserneNtcr lesen: ilenn seilen im 
Frühjahr 1891 erkrankte er an einer l»r^l•^engesl■hw'ulst so bedenklich, dass 
seine Freunde »chnell ihre zuerst gehegten ilolVuuugen auf baldige Besserung 
seines Zustandes schvindmi sahen. Er suchte in Tölz, dann in Gndowa Hei» 
lung, kehrte jedoch im September in einem so hoffiiungslosen Znstande zu- 
rück, dass auch ein operativer Eingriff nicht mehr gewagt werden konnte. 
Am 37. September 1891 starb er. 

Die Wissenschaft verliert in Günther einen vielseitig und reich begabten 
jungen (ielchrten, der zu den < Ii ' nsten Hoffnungen berechtigte; seine Freunde 
betrauern den Verlust eines luuteren, rein empfindenden und geistig hoch- 
stehenden Menschen. 



I 
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Berieht 

fiber die geiehiltUchen Sitsungen der Venammlimg zu Halle 

mit Rechnungsablage des Vontaades. 

1. In dor Sitzunfr vom 24. Sepiciiilter legt der .Schriftfüliter, Herr l)yok, 
(las neu gegründete A rchiv der Vereinigung vor und erstattet den Kassen- 
bericht über das vertlosseue Vereinsjahr, der hier folgt: 

Kasseub ericht. 



EJunihmen 



Ausgaben 



Pf. 



Bitol von der Broner 
Versammlung . . . 

BfiUpge von 179 Mit- 
^SImwiii (darunter ein 
Beitrag for SVs Jahre) 



1 

364 



10 



365 



10 



Driicksaclioii . . . . 
V e r z e i « ' 1 1 n i s ;i 11 f e f t i 'j 1 M I 'jt 
und Schreibart>cxleu . 
Buchbinder . . . . 
Papier und Utensilien 
Adressliücher . , . . 
Postporto 



57 

60 
16 

II 

10 
44 



30 



86 

70 
70 
38 



200 94 



Kassenbestand pro 1892: H. 164.16. 
W. Dyck als Kassenfahrer; K. Röhn, G. Hettner als Revisoren. 

2. In den Sitzungen vom 24. und 26. Scpteml»er werden die vom Vor- 
stande ausgearbeiteten Statuten, die Geschäftsordnung und notwendige Ueber- 
gaugsbestimmnngen beraten, welche in der beschlossenen Fassung nnten folgen. 

3. Schon im Vorjahre hat der Vorstand der Vereinigung einleitende 
Sehritte gethan betreffs der auf die Tagesordnung der Versammlung im Herbst 
1892 (zu Nürnberg) zu setzenden Referate. Die hieftir entworfenen Pläne 
werden eingehend besprochen, und von Seiten der Versammlung der Wunsch 
ausgedrückt, es sollen nach Möfrlichkeit in Aussicht genommen werden: 

a. Referate und Uel>er.>iciiten über moderne Arbeiten aus den Gebieten 
der angewandten Mathematik, die sich einmal auf technische Me- 
chaiiik, dann auf Astronomie und auf moderue physikalische 
Fragen beziehen. 

b. Aus dem Gebiete der reinen Kathematik, Referate über die Theorie 
der algebraischen Functionen und der Modulsysteme. 

c. Mit der Nürnberger Versammlung soll femer eine um&ssende Aus- 
stellung von mathematischen und mathematisch^physika- 
lischen Modellen und Apparaten verbunden werden. 

4. Die vorgenommene Neuwahl des Vorstandes ergiebt als Vorstands- 
mitglieder folgende Herren: G. Cantor, W. Dyck, P. Gordan, L. Kron- 
ecker, E. I^arape, IT. Schubert. 

Der Vorstand wählt von diesen für 1892 die Herren: G. Cantor zum 
\ cirsitzendeu, W. Dyck zum Sclirüilührcr, sowie die Herren G. Cantor, 
W. Dyck, E. Lampe als Redactionscommissiou für den Jahresbericht. 
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Statniem 
d0r Dentufaen Matii«ii«tiker-Vereinigimg. 

(Nach den auf ^er Veraammlung zu Halle, 24. September 1891 gefutten 

Bescbloasen.) 

§ 1. 

Zweck der Vereinigung. 

Die Deutsche Mafhcmatikor-Vcroinifi^iing slollt sich die Aufgabe, in ge- 
meinsamor Arbeit die VVissensrtiaft nach allen Riclituogen zu fördern und 

aiis/iiltaiieu, ihre verschiedenen Teile und zerstreuten Organe in lehen«iv«ille 
Verbindung und Wechselwirkung zu setzen, ihre Stellung im geistigen Le- 
ticn der Nafinti nach (rebnhr zu htlHu, ihren \ rrtretern und .Ifingorn (Jeb>- 
genheit zu un^e/.wungeuem kulU'gialischi'ii Verkehr und zum Austausch von 
Ideen, Erfahrungen und Wünschen zu bieten. 

§ 2. 

Jahres- Versa mm lung. 
Die Vereinigung hält alljährlich eine Versammlung ab, in Gemeinschaft 
mit der ,1. Abteilung für Mathematik und Astronomie der Gesellschaft deut- 
scher Naturforscher und Aerzte". 

§3. 

Vorstand der Vereinigung. 
In der JahresTersammlung wählen die dort anwesenden Mitglieder der 

Vereinigung «inen Vorstand von sechs Mitgliedern. Derselbe darf sieb 
nötigeufall.s durch Cooptalion auf sechs ergänzen. 

I'Ia W.dil dtT Vr r^tMudsinitglieder geschieht je auf droi .Irihr»'. 

I'a*" i >. hl iiini ;ill);ihrlich zwei Mitglieder aus und werden durch Neuwahl 
ersetzt. i'as A usm hcidon geschieht in der Reihenfolge des Kintritts. hie. 
Ausscheidenden k(»nnen erst nach zwei Jahren wieder gewühlt werden — nur 
der Schriftfahrer (§ 5) ist sofort wieder wählbar. Der Amtsautritt fällt auf 
den 1. Januar. 

§4. 

Aufgaben des Vorstandes. Jahresbericht. 
Der Vorstand ist beauftragt mit der Vertretung der gesamten Interessen 
der Vereinigung. 

Im Einzelnen hat er die Aufgabe, die Jahresversammlung Tonubereiten 

durch Aufstellung eines ausföhrlichen Programms, in welches womöglich 
Hefe rate über die Entwickelung einzelner Gebiete der Wissenschaft aufzu- 
nehmen sind. 

Weiter vernlTentli< ht der Vorstand deu Jahresbericht der Vereinigung 
über den wissenschaftlichen Teil der Verhandlungen. I>erselbe ist den Mit- 
gliedern zu ermässigtem Preise zugänglich zu machen; die Liste der Mit- 
glieder und die Jahresrechnung sind ihm beizndrucken. 

§5. 

Gesch&ftsffihrnng im Vorstande. 
Der Vorstand wählt jährlich aas seiner Mitte: 

a) den Vorsitzenden, in jährlichem obligatoriscben Wechsel. Derselbe 
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leitet die Sitsungen des Yontandefl und die gescbiftliebeii Sitzungen 
der Vereinigung; 

b) den Schriftfüln ci . gleichzeitig mit der Führung der Kasse und 
des Archiv» der Verelnigiiiic: beauftragt; 

c) die engere Com missiou für die Redaction des Jahresberichtes. 

§ 6. 

Mitgliedschaft. 

Dif Mit}jli(Hlschaft zur Vereinigung wird orworlten duicii Aiiincldung bei 
dem Sein itttülii t'r. Mit ihr ist die Verpflichtunsx zur ZabbuiL'' eines Jahres- 
beitrages von zwei Mark für das laufende Ivaleialerjaln- vei buudcn. Der jähr- 
liche Beitrag kann durch eine einmalige Zahlung vun 30 Mark abgelust werden. 



Goscliäftsordiiii iier 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 

(Nach den auf der Versamiuhing zu Halle, 24. September 1Ö91 gefassteu 

Beschlüssen.) 

§ 1- 

Die Redaction des «Jahresberichts der heutschen MatheuKitikcr-Vereini 
gung" übernimmt der Vorstand, welcher mit der speziellen Auslübruug die 
in § 5 der Statuten erwähnte engere Comraission beauftragt. 

Alle auf den Jahresbericht bezüglichen Zusendungen sind an den Schrift- 
fttbrer der Vereinigung zu richten. 

§2. 

Im Jahresbericbte sind zu unterseheiden : 

a) Die Hitteilungen über die in'der Jabresrersammlung gebaltenen Spe- 
zialforträge. 

b) Die grösseren wissenschaftlicben Referate. 

a) Die ersteren dürfen den Raum von zwei Druckseiten für einen Vor* 
trag nicht überschreiten; sie sind noch auf der Jahresversammlung 

selbst der Redactionscommission einzuhändigen. 

b) Der Umfang der wissenseliaftliolieu Referate ist innerhalb der 
mit dem Vorleger einzuhaltenden Verträge nicht beschränkt. Für die 
Einsendung der Manuscripte dieser Referate wird ein Zeitraum vun 
sechs Wochen nach ScUuss der Versammlung festgesetzt 

§ 3. 

Das vom Veileger für die Pnblication des Berichtes gezahlte Honorar 
fliesst in die Kasse der Vereinigung. Die wissenscbaftlicben Referate (§2b) 
werden den betreffenden Berichterstattern gemäss dem vom Verleger pro Bo- 
gen gezahlten Betrage bonorirt. Jeder Referent und ebenso die Autoren der 
übrigen Mitteilungen erhalten ausserdem 25 Separatabzfige ibres Berichtes. 
Weitere Separatabzüge können sich dieselben auf ihre Kosten, nach Verein- 
banmg mit dem Verieger, machen lassen. 



Digitized by Google 



14 



Chronik 



üebergrangsliesttiDiiiiiii grell* 

(Nach den Festsetzungen der Oeschäftssit/.nng vom 24. September 1891 
mit den Ergftnsongen vom September.) 

1. Wahl des Vorstandes für die n&chsten beiden Jahre. 

In den nScbsten beiden Jahren wird das Ausscheiden je zweier Mitglie- 
der des Vorstandes durch das Los geregelt 

Nachdem die am S4. September 1891 vorgenommene Vorstandswahl ein- 
mal die Herren: 

Cantor, Dyck, Lampe, Schubert 
des bisherigen Vorstandes und weiter die ITerren 

Gor da II, Krouccker 
als Noueintroteude orgcbeu hat, »mU die letztereu beideu als auf drei Jahre 
gewählt zu betrachten. 

Im Jahre 1892 bestimmt das Los unter den vier erstgenannten die bei- 
den durch Neuwahl zu Brsetaenden. Im Jahre 1893 scheiden die letzten bei- 
den Hitglieder des bisherigen Vorstandes ans. 

"2. \ e r ö f f e n 1 1 i c h u n g des .1 a h ro s b o r i c Ii t e s. 

Der Vorstand wird ermru liti^t, betrolTs der Herausgabe des Jahresberich- 
tes mit einem Verleger einen Vertrag ab/.uschliesseu auf Gmnd der in den 
Statuten und der Geschäftsordnung enthaltenen Bestimmungen. Und zwar 
sollen die Verbandlungen sunlehst mit der Verlagsbuchhandlung von 0. Reimer 
in Berlin, dem Verleger des Jahrbuches über die Fortschritte der Mathematik, 
geführt werden. 



Zusätze 

xn dm Tontehenden gefchilUiehen ICttiiliiiigtii. 

1. Nachdem durch den Tod von L. Krön eck er die Vorstandsmitglieder 
sieh auf 5 redueirten, beschlossen diese einstimmig, von dem Rechte der Goop- 
tation Gebrauch machend, ITerrn Th. Reye zum Wiedereintritt in den Vor- 
stand aufzufordern. Wir sind Herrn Reye Dank schuldig, dass er unserem 
Ansuchen willfahren hat. 

2. Von den vorstellend ahjE^od ruckten üel>( rf,r;iiigsbestiminiingen ist die 
erste, auf die Vorstaiiil>\\ ahltMi der närhston lu iden Jahre bL/üi(liche, durch 
einen in Nürnberg zu lassemleu liesclduss entsprecbend abziiauilern. 

3. Bezüglich der Uerausgabe des Jahresberichts wurde der Vertrag mit 
Herrn Emst Reimer, dem Inhaber der Verlagsbuchhandlung Georg Reimer 
in Berlin, in der ersten HUfte des Monats Mai 1892 i^geschlossen. 
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MitgliedeivVerzeichiite 

to Dentsehra ][iatheiiiatiker-Y«reiiiig^ng 

iiacli ilem Staiiik- vom i. Juni 18i)l. 

Archen ho 1(1, F. S., Charlott(!iil)urc^. 
Bacharach, J., Reallehrer an der Kealsrhule, Erlangen. 
Bauer, O., Professor an der Universität, Müuchou. 
Beck, A., Professor am Polytechnicuiu, Riga. 

Binder, W., Professor an der Fachschule für Uaachinenwesen, Wiener- 
Neustadt 

Boger, Oberlehrer an der höheren Bürgerschule, Hamborg. 
Boltzmann, L., Professor an der Universit&t, Hanchen. 

Braunmühl, A. v., Professor an der technischen Hochschule, Manchen. 

Brill, A., Professor an der Universität, Tübingen. 
10. Brunn, H., Privatdoccnt an der Universität, München. 
Bruns, H., Professor an der Universität, Leipzifir. 

Buka, F., Professor ara Real^yinnasium, Charlottenburg, und au der 

technischen Hochschule, Borliu-Charlottenburg. 
Burkhardt, H., Privatdocent an der Universität, Güttingen. 
Bnrmester, L., Professor an der technischen Hochschule, Hauchen. 
Busche, B., Oberlehrer an der Hansaschule, Bergedorf bei Haoiburg. 
Gantor, G., Professor an der UniTersitftt^ Halle. 
Cäntor, H., Professor an der Unirersitilt, Heidelbeig. 
Carajianides, A., Glöttingen. 

Czuber, E., Professor an der technischen Hochschule, Wien. 
20. Dantsoher v. K oll es borg, Professor an der Universität, Gra/.. 

r)ing''ldey, F., Privatdocent an der technischen Uochscliule, Darmstadt. 
Döhle mann, K., Privatdocent an der Universität, München. 
Dörgens, R., Professor au der technischen llocbschule, Berliu-C liarlot- 
tenburg. 

Dyck, W., Professor an der technischen Hochschule, Hänchen. 
Dziobek, 0., Privatdocent an der technischen Hochschule, Berlin'Chai^ 
lottenburg. 

Eberhard, Privatdocent an der Universität, Königsberg i. Pr. 
Emmerich) A., Oberlehrer am Gymnasium, Mülheim a. d.Ruhr. 
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Mitglieder- Verzeichnis. 



Engel, F., Professor an der Universität, Leipzig. 
Fürher, C, Lehrer an der Lnisenstädtischen Oberrealschule, Beriiil* 
30. Finger, J., Professor an der technischen Uochschule, Wien. 
Fink, K., l'rofessor an der Realschule, Tübiiipcn. 

Finstervvalder, S., Professor an tlrr technisch^ u lloili.si hule, Münclien. 
Franklin, F., Professor au der Johns Hopkins Uiiivorsitül, Baltimore. 
Franz, J., Privatdocaiit an der Dniversit&ti Königsberg i. Pr. 
Fricke, R., PrIvMdoeent an der UiÜTersität, Kiel. 
Frobenius, Q,, Professor am Polytechnicum, Znricb. 
Fuchs, L., Professor an der UniTersitiLt, Berlin. 
Fuhrmann, A., Professor an der technischen Ilochschule, Dresden, 
(ierhardt, K.J., Gymnasial-Direotor a. D., Halle a. S. 
40. Gierstcr, J., Studicniohrer am Wilhelms-riymnasium» München. 
Gotting, E., Lehrer am Gymnasium, Göttingen, 
(iordan, P., Professor an der Universität, Erlangen. 
Graefe, F., Professor an der technischen Hochschule. Darmstadt. 
Grassmann, II., Oberlehrer am Gymnasium, Uallu a. iS. 
Günther, S., Professor an der technischen Hochschule, München. 
Outzmer, A., Berlin. 

H&ntzschel, E.» Oberlehrer an der dritten höheren Bürgerschule, Berlin. 
Hamburger, M., Professor an der technischen Hochschule, Berlin^Cbar« 

lottenbnrg. 

Hartwig, K., Director der Sternwarte, Bamberg. 
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Auszug 

aus einem Brirro von L. Kronccker 
an Herrn Prof. G. Cantor*). 

Jugenheim a. d. Bergstrasse, 18. IX. 91. 
Geehrtester Freund and Gollegef 

Gleich nach dem schweren, schweren Schlage, der das Gluck meines 
Lohens zerstört hat, habe ich Ihnen geschrieben, dass ich nun natürlich 
nicht im Staude bin, am 21, d. M. den übernommenen Erüffnungsvortrj^ 
in der Abtcihini: für Mathematik und Astronomie zu halten. Aber ich 
will Ihnen heule docli noch ein Paar Worte über dasjenige Thema sagen, 
was ich in dem Vortrage zu behandeln gedachte. 

Einleiten wollte ich den Vortrag mit einigen Bemerkungen über 
das, was meiner Meinung nach von der „Vereinigung deutscher Mathe- 
matiker'' erwartet werden kann. Denn, nachdem ich den ehrenvollen An- 
trag, den Sie mir gestellt haben, angenommen habe, glaabte ich, dem 
reinen FachTortrage die Darlegung meiner Ansichten dber Mathematiker- 
Vereinigangen gerade deshalb Torausschicken zn sollen, weil deren Be- 
deutung notwendig dne ganz andere sein muss, als die der Vereinigun- 
gen anderer Fachgenossen. Während andere Disdplinen mancheilei Ar- 
beiten erfordern, die den Bearbeitern „aufgegeben*' werden können, und 
aucb solche, die geradezu von vereinten Kräften geleistet werden müssen 
(die Astronomie bietet ja hierfür viele Beispiele), während es also in fast 
allen anderen naturwissenschaftlichen Disciplinen vorkommt, dass, „wenn 
die Könige bauen, die Kärrner zu thun haben'*, muss bei uns jeder Forscher 
König und Kärrner zugleich sein. Damm <;cben wir Mathematiker eigent- 
Hcli das Beispiel einer echten Gelehrtenrepubiik, in welcher jeder ein- 
zelne seine volle Forschcrselbständigkeit bewahrt Ich mag auch deshalb 
bei uns nicht den Ausdruck „Schüler'^ gern; wir wollen und brauchen 
kdne Schale, sondern wir gehen nnr in den Wegen fort, die uns dn 
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Lehrer oder Voig&nger geebnet ond gewiesen hat, wenn wir meinen, auf 
diesen Wegen weitere Ziele erreichen zn IcSnnen. „Wir wollen ond braa- 
chen keine Schule**, wdl in unserer absolut klaren Wissenschaft jede 
' neue Entdeckung die bisherige Schulweisheit wertlos machen kann. Das 
hat uns ja die Geschichte unserer Wissenschaft oft genug gezeigt. Wir 
können desbalb aber auch durchaus nichts Förderliches von einer in der 
Weise „gemeinsamen Arbeit* erwarten, die — wie die andern Discipli- 
nen — sich mit spcciellen Thematen beschäftigt. Im Oocrcntcil, solcher- 
lei Arbeit kann nur den Fortschritt der Mathematik hindern. Der Mathe- 
matiker muss frei von jeglichem Vorurteil sich gedanklich in seiner 
Forschiingsspliiiit' heimisch machen, darin frei Umschau halten nnd Knt- 
deckungen nachgciien; — eine Gesellschaft, etwa irar geführt von einem 
noch so trefflichen Lehrer, wird niemals im Stande sein, das Gebiet 
unserer Kenntnis merklich zu erweitem. So sehr ich hiemach „Ver- 
einigung von Mathematikern^ zu spcciellen Arbeitszwecken pcrhorrcs- 
ciren möchte, so sehr möchte ich einer allgemein freien Vereinigung das 
Wort reden. Deren Erfolg kann freilich nicht genau prSdsirt werden, 
und auch an der Wort&ssung der „Zwecke'* in Ihrer Publication vom 
December 1890 Mrürde ich manches modifidrt wünschen. Aber es kommt 
wenig darauf an. Die Hauptsache ist die Gelegenheit zur Einleitung per- 
sönlicher Verbindungen, zur mfindlichen Discussion, zum lebendigen Aus- 
tausch der in der Forschung gemachten Erfahrungen, zur gegenseitigen 
Mitteilung der auf Gmnd von Untersuchungen erlangten Ansichten. Nie- 
mand wird ja Wert und Bedeutung der mündliclien Vorträge in der 
Mathematik auf den llociisdailcn unterschätzen, wie sehr auch die Studi- 
rendcn daneben auf das Studium der Lehrbücher, Originalwerke und Ab- 
handlungen zu verweisen sind; denn in diesen fehlt es z. ß. stets an 
den Angaben, welche Irrwege und „llolzw ( l^c" v.w vermeiden sind. Nun 
hört ja der Mathematiker nicht zu studiieu auf, wenn seine Studentenzeit 
abgelaufen ist; aber er ist dann ausschliesslich auf die litterarische Be- 
iehrung angewiesen, falls ihm nicht besonders gluckliche Umstände noch 
die Fortsetzung mündlicher Belehrung durch persönlichen wissenschaft- 
lichen Verkehr gestatten. Das^löck eines solchen habe ich in reich- 
lichem Masse genossen und weiss es also aus Erfahrung zu schützen; die 
etwa 20 Jahre von 1856 bis nahe 1876, in denen wir drei, Kummer, 
Weierstrass und ich, des engsten nnd lebhaftesten wissenschaftlichen 
Verkehrs uns erfreuten, haben nicht bloss uns selbst, sondern auch vielen 
andern, die ab und zu an unserem Verkehr teilnahmen, reiche Früchte 
und den Segen wahrer geistiger Erbauung gebracht. Ich sehe den 
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Haoptsweck der „Vereinignng deutscher Mathematiker** darin, dass sie 
nach solchem Muster persdnlichen wissenschaftlichen Verkehr ermöglicht. 
Wie verschieden whr drei Berliner Mathematiker anch in unseren Arbeits- 
richtungen, ja selbst zum Teil in unseren Ansichten über Begründung 
lind Zielpunkte gewesen und geblieben sind, der gegenseitige Einfluss war 
stets heilsam und wohlthuend. 

Doch genutr davon! Sie orsohcii ja ans Vorstehendem den unge- 
fähren Inhalt der einleitenden Bemerkungen, die ich meinom Kröffnungs- 
vortrage vorausschicken wollte. Der Vortrag selbst sollte kurzweg den 
Titel haben ^Ueber Eisenstein** oder auch „Zum Gedächtnis von Eisen- 
stein". Ich wollte darin nur ganz kuiz über die Zeit berichten, in 
der ich mit ihm persönlich bekannt war, anch einige Briefe wissenschaft- 
lichen Inhalts, die ich von ihm besitze, mitteilen und danach — wie 
etwa in einer Gedenkrede — fiber seine Arbeiten sprechen. Dabei muss- 
ten dann ausser den rein arithmetisehen und analytisch -arithmetischen 
noch ganz besonders seine rein analytischen Untersuchungen nber ellip- 
tische Functionen hervorgehoben werden, welche dem Bewnsstsein der 
Jextzdt ganz abhanden gekommen sind, auf welche ich aber bei meinen 
neuesten Arbeiten habe zurückkommen müssen. Jetzt in diesen meinen 
Arbeiten haben sich die eigentlichen Ursachen der „Cm l»enheiten^ gefun- 
den, welche Eisenstein in seiner Theorie — wie sich deutlii ii nktnuen 
lässt — unangenehm aufgefallen sind. Auch hierauf wollte ich iiiilier 
eingehen. Ich hoffe, die Ausarbeitung des iranzen VortniL's. für den ich 
bis jetzt nur einige vorläufige Aufzeichnungen gemaclit habe, noch diirch- 
föhreu zu können. Falls dies geschieht, kann der Vortrag vielleicht, wenn 
es Ihnen and der mathematischen Abteilung, welcher Sie präsidiren, an- 
gemessen erocheint, mit den wirklich gehaltenen Vorträgen (unter Uinzu- 
fttgung einer geeigneten Vorbemerkung) gedruckt werden. Anch stelle 
ich Ihnen anheim, ans diesem BriefiB, soviel Sie davon lOr geeignet hal- 
ten, der mathematischen Abteilung auszugsweise mitzuteilen. Jedenfalls 
bitte ich, meine coUegialischen Grfisse in einer der Verhandlungen aus- 
zurichten und dabei meinem tiefen Bedauern Ausdruck zu geben, dass ich 
durch mein Unglnck am persönlichen Erscheinen verhindert bin. . . . 
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EinllMher Beweis eines F. Neamaan'selien Saties*') 

e. leuUBB (Leipzig). 

Es sei ein Magnet gegel)en von beliebiger Gestalt nnd Beschaffen- 
heit. Wir stellen uns die Aufgabe, im Innern und an der Oberfläciic 
des Magnoten oin System elektrischer Strome zu constrniren. welches auf 
jedweden ausserhalb des Magneten befindlichen Magnetpol genau dieselbe 
Wirkung ausübt, wie der Magnet selber. 

Zuvörderst niag eine gewisse Umgestaltung des Riot-Savart'schen 
Gesetzes ausgeführt werden. Bezeichnen x, y, z den Ort, und dx, dy, dz 
die Componenten eines linearen Stromelementes von der Stromstärke J, so 
werden nach jenem Gesetz die Componenten X, Y. Z der von diesem Ele- 
ment auf einen Magnetpol (x,, y,, z^) aasgenbten Kraft die Werte haben: 




wo r'=(x-x,)'-f-(y-y,)'-4-(z-Zj)' ist, und wo A eine Constante vorstellt, 
deren Wert verschieden ist je nach dem zn Grunde gelegten Mass-Sj^m. 
Dabei ist voransgesetzt, dass der Magnetpol (x„ y,, z^) die magnetische 
Masse Eins hat, nnd dass das angewendete Coordinatensystem ein positives ist. 

An Stelle von r mögen nun drei Functionen f, g, h eingeführt wer- 
den, die zu r in der Beziehung stehen: 



d — 

T 


dh 






ay 


dz ' 


. 1 






r 


df 


^'h 




dz 




3 

r 




df 



*) In Verhinderung des Verfassers durch Herrn G. Cantor vorgelegt. 
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Denitige Fonctionen existiren uneudlich viele, so z. B. folgende: 

wo c. r,, C zur Abkürznnp: stehen für x — x,, y — y\. 7. — z, . Bei «lieser 
besondern Wahl der Functionen f, g, h haben, wie man aus (2) er- 
sieht» die Ableitungen derselben nach x die Werte: 

= 0, — — 



ax öx — öx dj ' 

so dass also die erste der Formeln (1) auch so darstellbar ist: 
X = Aj(.^<lx4-^d, + -^d.), 

oder auch so: 

(4) X - - -g^ |AJ(fdx+gd,-f-h(ta)|. 

In analoger Weise sind offenbar auch die zweite und dritte der Formeln 
(1) darstellbar; nur sind dabei statt der speciellen Functionen f, g, h 
(3) jedesmal andere specieile Functionen f, g, h anzuwenden. 

Nimmt man statt des bisher betrachteten linearen Stromelementes 
irgend ein körperliches Stromelement vom Volumen dt und mit den 
StrSmungseomponenten u, so eihilt man an Stelle der Formel (4) 
folgende Formel: 

(4a) X = - |A(fiH-g¥^-hw)dT|. 

C/X, 

Desgleichen eigiebt sich für ein fl&chenhaftes Stromelement die Formel: 
(4b) X = — {A(f iH.g^-|-hw)d(i|, 

wo da die Fl&che des Elementes und u, t, w die in demselben enthal- 
tenen FlSchenstrOmungen vorstellen. 

Dies vorausgeschickt, gehen wir jetzt über zu unserer Aufgabe. 
Das Potential des gegebenen Magneten auf einen Susseren Magnetpol 
(xj, z^) hat bekanntlich den Wert: 



(5) 
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die Integration ausgedehnt gedacht fiber alle Voinmenelemcnte dt des Mag- 
neten. ' Dabei sind a, b, « gegebene Functionen von x, z. Und zwar 
reprSsentiren a, b, c die magnetischen Momente in dengenigen Punkte 
(x, y, z), in welchem das Element dr sich befindet. Ueberdies bezeich- 
net r den Abstand dieses I*iinktes vom Pole (x,, y^, z,). 
Substituirt man in (.'>) die Ansdrückc (2), so folgt: 

«--/[(t-t'>r]'-/['(g-^)-]". 

d. i. 

(6) Q = H-j[f(c{)-bT)+-]d«+ /[f( - 2 

In dieser letzten Formel ist das erste Integral ausgedehnt über alle Ober- 
flSehenelemente der des Magneten. Dabei bezeichnen a, ß, y die Rieh- 
tungscosinus der auf da errichteten inneren Normale. 

Wir fuhren jetzt sechs neue Functionen ein: v, w, u, v, w, de- 
finirt durch die Gleichangen: 

Au ss= cß — b^y Au : 

(7^ Av = — CO, Av : 

Aw = ba — aß, Aw: 

Alsdann gebt die i^ormei (ö) über in: 

(8) Q = A j'*(fu-i-gv-i-hw)dof-|-Aj\fu-Hgv4-iiw)di. 

Hieraus ergicbt sich z. B. für die x-Componente der von dem Magneten 
auf den Pol (x,, y, , z,) ausgeübten Kraft der Wort: 

— = ^^{^ J'(fu+gv-{-hw)da-hA J*(fu-hgv-+-hw)di| . 

Und hieraus ergiebt sich in Anbetracht der Fonneln (4a, b), dass diese 

x-Coniponentc genau ebenso gross ist, wie die x-C'tniiiioiu iito derjenigen 

W'i^k^llL^ welclie das durch u. v. w, u, v, w dargesteilto Stromsystem 
auf jenen Pol (x,, y,, z^) ausüben würde. 



de 
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Die Formeln (7) reprftsentiren daher die Lösung der ge- 
stellten Aufgabe. D. h. sie repi&sentiren dasjenige Strom» 

System u, v, w, u, v, w, welches den gegebenen Magneten, was 
seiDe Einwirkung auf Süssere Magnetpole betrifft, an ersetzen 

im Stande ist. 

Der durch die Formeln (7) ausgesprocheiio Salz dürfte woM zum 
ersten Mal von meinem Vater aufgestellt sein. Man vergl. F. Neumann's 
Vorlesungen über elektrische Ströme, lierausgCLr' lx ii von V oii der M ü hl I , 
Leipzig, 1884, Seite 178, 179. Die dortigen Formeln (:5). (4) hioton, 
den hier abgeleiteten Formeln (7) gegenüber, gewisse kleine Unterschiede 

dar, welche sich daraus erklSren, dass die Gonstante A dort = — ~- ge- 

y2 

setzt ist, femer daraus, dass statt des positiven ein negatives Coordina- 
tensystem benutzt ist, endlich daraus, dass dort statt der inneren Nor- 
male (a, ß, 7) die äussere Normale n eingeführt ist. 

Die dort gegebene Ableitung des Satzes ist eine recht mühsame und 
beschwerliche. Allerdings k5nnte gegen die hier gegebene dnfachere Ab- 
leitung ein Einwand erhoben werden, wenn auch nicht auf Grund des 
Biot-Savart'schen, so doch auf (iiund des A in pere'schen Gesetzes, 
Nach der A m pere'schen Vorstellung sind näuilicli Magnetpole nichts an- 
deres als Suleiiuidpolc. Und nach dem Ampere, 'sollen Gesetz hat die 
von einem Stromelement auf einen solchen Magnetpol oder Solenoidpol 
aasgeübte Kraft allerdings die in (1) angegebenen Componenten X, Y, Z; 
— nur befindet sich der Angriffspunkt dieser Kraft nicht im Pole selber, 
sondern in einem Punkte, der dem Stromelement unendlich nahe liegt, 
and der mit jenem Pole durch einen starren Arm verbunden zu denken ist 

Oder man kann auch so sagen: Die Wirkung des Stromelementes 
auf den ICagnet- oder Solenoid>Pol wird, bei Zugrundelegung des Am- 
pere 'sehen Gesetzes, dargestellt sein erstens durch die den Pol selber er- 
lassende Kraft: 

(p) X, Y, Z 

und zweitens durch ein den Pol erfassendes Drehungsmoment /i, dessen 
Componenten die Werte haben: 

(«0 A, = r^Z— CY, A, = CX — 6Z, A, = a— ijX, 

wo alle Buchstaben dieselbe Bedeutung haben wie bisher; so dass z. B. 
t, T^, C Abbreviaturen sind fSr x — x,, y — y,, z — z,. 

Was nun das in (7) angegebene Stromsystem u, v, w, u, v, w 
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betrifft, so ist im Vorhergeliendeii nachge\^iesen , dass die von diesem 
Stromsystem auf den Pol ausgeübten Ki&fte (p) zusammengenommen 
eine WiriLong eigeben, die identisch ist mit der vom Magneten selber 
auf den Pol ausgeübten. 

Es Udbt also nur noch zu zeigen übrig, dass die vom Stromsystem 

u, V, w, u, V, w auf jenen Pol ausgeübten Drehungsmomente (q) zusam- 
mengenommen ein DreliungsmumciiL ergeben, welches = ü ist. 
Nun ist nach (1): 

z _ -Aj ^-^«»y . 

woraus z. B. folgt: 

A.=,z-CY=AJ g(ndy-t-W^)-(V+;')dx. ^ 

d. i. 

A. = K€dx-h r,dy -hCdz) dxj 

Bezeichnet man also die Summe der von den Strömen u, w und 

u, V, w ausgeübten A» tespective mit i)^ und D,, so ergiebt sich sofort; 

das eine Integral ausgedehnt über alle Volumenelemente dx des Magneten, 
das andere über all* seine Oberflachenelemente da. Fuhrt man nun neben 
Dx> und mit diesen 6r5ssen in analogem Sinn, die Bezeichnungen 

Dy f Dy und D. ein, so wird zu zeigen sein, dass 

= 0, 

Dy+Dy = 0, 

ist. Uebrigens wird nur die erste dieser Formeln zu beweisen sein: 
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denn der Beweis der beiden andern wird sich alsdann in analoger Art 
f&luren lassen. ^ 

Setzt man zur angenblickliehen Abkürzung: 

«_JL_± ^ 



(1) 



r» » 



^ r» dxdf' 



so gewinnen die Ausdrücke der Momente und D, die dnfachere 
Gestalt: 



= Aj(3iaH-a3v-h^w)dT, 
= Aj(aii-+-iöv+ew)dff. 



Hieraus folgt, wenn man für o, v, w, u, v, w die Werte (7) einsetzt, 
sofort: 

(III) i), = j[(iSh—^bc)a-\-"']i\(3. 

Die Formel (II) ist aber, in Anbetracht der aas (I) entspringenden Re- 
lationen: t 

ay ~ az ' öz ' Ox dy'' 

und 80 darstellbar: 

Hieraus folgt sofort: 

(iV) = — J[((ib— ^c)a4---Jda. 

Endlich folgt aus (III) und (IV): I), + D»=ü. — Q. e. d. 

Bemerkung. — Die "Wirkung eines einzelnen Stromelementes auf 
einen Magnetpol entspricht dem Biot-Savart^schen Gesetz, und besitzt 
daher kein Potential. Trotzdem aber wird ein solches Potential ex- 

istiren, falls man nur voranssetzt, dass das Element einem greschlosse- 

uen linearen Strom uugcliürt, — Lm diese Behauptung zu reclitferti- 
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gen, gehen wir aus von dem beknniiton Satz, dass dn^ P otential V eines 
geschlossenen linearen Stromes J auf einen Magnetpol (von der magne- 
tischen Hasse Kins) den Wert hat: 

V= AJ6K = AJj -^dö, 

die Integration ausgedehnt gedacht über alle Elemente da der Stromfläche. 
Hier bezeichnet v die auf da erriolitcte positive Normale und r den Ab- 
stand des Elomontes da vom Pol. LIt Ix nlics |irüseiitirt sK die sogenannte 
retlucirLi! KtLriiriQmnii^. [Vtii. iiiriii Werk: die elckirisclien Kräfte. Leip- 
zig. ls7a St it.' JöO u. 242.J Dieser Wert des Potentials V ist offen- 
bar auch so darstellbar: 




wo X, y, z die Coordinaten von do, ond a, ß, 7 die Kichtungscosinna 
der Normale v bezeichnen. — Hieraus folgt nun mittelst der Snbstita- 
tion (2.): 

"/[(^2--l^(■.■2-'2)-(•^;-^^9]-. 

oder durch Anwendung eines bekannten Satzes [vgl. das citirte Werk, 
Seite 90, Nr. (22)J: 

K = AJ J(fdxH-gdy-Hhdz), 

die Integration hinentreckt gedacht fiber alle Elemente dx, dy, dz der 
gegebenen in sich zurücklaufenden Stromcurve. 

Obwohl also die Wirkung eines einzelnen Stromeiementes auf 
einen Magnetpol im allgemeinen kein Potential besitzt, so wird trotzdem, 
wie die letzte Formel zeigt, ein solches Potential angebbar, und durch 

AJ(fdx-|-gdy4-hdz) 

dargestellt sein, falls man nur voraussetzt, dass das Element einem ge- 
schlossenen linearen Strom angehört. Dabei bezeichnen f, g, h drei 
den Bedingui^en (2) entsprechende, im übrigen aber beliebig zu wäh- 
lende Functionen. 
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Ueber Gleiehnngen mit rationaleii Coeffidenten*). 

R. Dedekind (Braunschweig). 

Dass solche Sätze über Gleichungen, die für jeden endlichen Grad 
gelten, nicht ohne weiteres für Gleiehnngen von unendlich hohem Grade 
in Anspruch zn nehmen sind, wird zu unserer Zeit wohl von fast allen 
Mathematikern anerkannt Da aber die Entscheidung nber eine solche 
Frage bisweilen nicht leicht zn finden ist, so erlaube ich mir im fol- 
genden einen besonderen, nicht unwichtigen Fall zu behandeln. In der 
Lehre von demjenigen Gleichungen, welche einen endlichen Grad und 
lauter rationale Goefficienten haben, wird der bekannte Satz bewiesen: 

1. Hat die irreducible Gleichung 'f(x)=3sO eine Wurzel gemein 
mit der Gleichung <];(x) = 0, so ist jede Wurzel der ersteren Gleichung 
auch eine Wurzel der letzteren. 

Dieser Satz verliert aber, wenn die Gieicliuntr = 0 von unend- 
lich hohem Grade ist, seine allgemeine Gültigkeil, und zwar selbst für 
solche Gleichungen, deren linke Seite '|»(x) eine für alle Werthe von x 
cüHvergirende Potenzenreilie mit rationalen Coefficieuteu ist. Dies ergiebt 
sich unmittelbar aus dem Satze: 

2. Ist a irgend eine reelle Zahl, so giebt es eine solche Gleichung 
'Kx) = 0 von unendiicb hohem oder auch endlichem Grade, welche a 
als einzige reelle Wurzel besitzt. 

Ist nSmlich dies bewiesen, so folgt daraus jedesmal ein offenbarer 
Widerspruch mit dem Satze 1., wenn man für a eine Wurzel einer irre- 
dudblen Gleichung ^(x)=0 (z.B. x* — 2 = 6) wShlt, die mindestens 
zwei reelle Wurzeln a, ß hat. Es kommt also nur noch darauf an, den 
Satz 2. zn beweisen, und hierbei darf man sich auf den Fall einer posi- 
tiven Zahl a beschrSnken, weil auf diesen der entgegengesetzte Fall durch 
Verwandlung von x in — x zurückgeführt wird; im Falle a = 0 kann 
man natürlich '{/(x) = x nehmen. 

Aus jeder positiven Zahl ot entsteht — in ähnlicher Weise und nüt 
derselben Bestininitbeit, wie bei der Kntwieklniig in einen gemeinen Ketteii- 
bruch — inniier ( im iieilio von ganzen Zahlen a^, a^, aj, , . . und eine 
Reihe von zugehörigen Resten, d. h. solchen Zahlen e,, e,, s,, . . ., welche 
alle der Bedingung 

0<:e<l 

genfigeoy nach folgender Regel: zunSchst setze man 



*) In Verhiuderunp des Verfassers durch Herru G. Cautor vorgelegt. 
Jalire«ber. d. DeuUclicu U«tlieui.-Vereiuiguug. I. 3 
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1 

wodarcb als die grösste in ^ euthaltene ganze Zahl, also auch 

als Rest bestimmt ist; for jeden grosseren Index n aber setze man 

-?5l--a.-t-a ^fl. I c 

wodurch auch alle folgenden Zahlen a als fjrösste Ganze und alle Reste 

£ vollständig bestimmt sind ; ztigK ii li leuchtet ein. dass von den Zahlen a 

keine negativ ist. Dann besitzt die vollkommen definirte Function 

X x' x^ x^n-i 

4,(x) = -H-a,-j--ha, j +a,-^ - .^^-|-...+a.^^^^--h... 

alle im Satze 2. angegebenen Kigenschaften. In der That: 

1) Die Coefficienten von ^(x) sind sämtlich rationale Zahlen. 

2) Da £n_i <C 1 , also a^ <; , so ist das allgemeine Glied der 
Reibe <|»(x) absolut kleiner als 



a* n(n— 1)* 

woraus bekanntlich folgt» dass die Reibe <j/(x) (wie die Exponentlalreihe) 
für jeden Wert von x convergirt. 

3) Ans den Definitionen der Zahlen a and e folgt, dass die ans 
(nH-l) Gliedern bestehende Summe 

a «• a» a^»-« 

'~*'+"*»T-^*»TT*"^'» 1.2.8 ^--^"•-■ll(n) ll(n) 
ist, und da die reclite Seite mit unendlich svarli:^eiidem n unendUch klein 
wird, so folgt ^(a) = t>. d. h. a ist eine Wurzel der Gleichung «|(x)= U. 

4) Da von den Zahlen a keine negativ, wohl aber mindestens eine 
positiy ist (wie aus (a) = O hervorgeht), da ferner, abgesehen von 
dem Constanten Gliede — 1, die Variable x in der Reihe (j/(x) nur in 
Potenzen mit ungeraden Exponenten auftritt, so wird gleichzeitig mit x 
auch (|;(x) das ganse reelle Gebiet von — oo bis -+-oo stets wachsend 
durchlaufen und folglich auch nur ffir den einzigen Wert x = a den 
Wert Null erhalten; d. h. die Oleichnng t|«(x)sO hat ausser a keine 
reelle Wurzel, w. z. b. w. 

Blermit ist die Unzuverlftssigkeit des Satzes 1. fnr Gleichungen 
<]^(x)3sO von unendlich hohem Grade erwiesen. Dieser Nachweis ist 
wohl nicht ganz wertlos, weil verschiedene Mathematiker auf den Gedan- 
ken gekommen sind, durch Anwendung dieses unzuverlässigen Satzes auf 
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das Beispiel tj»(x) = sinx eünen Beweis fQr die Tnnscendenz der Zahl ic 

zu gewinnen, der offenbar nar wenige Zeilen erfordern wurde. 

Der Beweis des Satzes J. la.sst sich, wie mau leicht sieht, in der 
niannigfaltigsten Weise abändern; zugleich leuchtet ein, dass dieser Satz 
auch für jede endliche Anzahl von vorgeschriebenen reellen Wurzein a gilt. 



Ueber neuere englische Arbeiten zur Heehsnlk. 

Vou 

Felix Klein (Güttingen). 
Der unterscheideiide Charakterzog der englischen Arbeiten über Me- 
chanik den eontinentalen Arbeiten gegenüber ist dem Vortragenden sn- 
folge ihre auf nnmitlelbare Erfassung der Wirklichkeit gerichtete Ten- 
denz und die dnrchgftngige Anschaulichkeit ihrer Entwickelungen. In- 
folgedessen müssen diese Arbeiten dem an abstractere Gedankenfolgen 
gewöhnten Mathematiker besonders anregend sein, und es verschlägt in 
dieser Hinsieht nichts, oder es ist vielmehr geradezu nützlich, dass be- 
sagte Untersuchungen zumeist nicht so methodisch oder so streng darch- 
geführt sind, wie wir dies zu verlangen gewohnt sind. Unter den Ein- 
zelheiten, welche Vortragender ausführt, dürfte eine Bemerkung über die 
Entstehungsgeschichte von Hamilton s Integrationstheorie der Mechanik 
allgemeineres Interesse beanspruchen. Die Sache scheint völlig unbekannt 
zu sein, trotzdem sich Hamilton darüber an verschiedenen Stellen seiner 
Arbeiten, insbesondere in seiner ersten Abhandlung über Strahlensysteme 
(1824), mit hinreichender Deutlichkeit äussert. Hamilton fand die Auf- 
^snng der Emissionstheorie vor, naeh welcher die Bestimmung des Licht- 
stiahles, der irgend welches inhomogene (aber isotrope) Medium durch- 
setzt, ein Spedalfall eines gewöhnlichen, auf die Bewegung eines Massen- 
Punktes bezfiglichen mechanischen Problemes ist; wir können gleich zu- 
setzen, dass die dabei vorliegende Specialisirung keine wesentliche ist, 
dass man vielmehr, indem man zu höheren Rftnmen sehreitet, jedes me- 
chaidsehe Problem auf die Bestimmung des in einem geeigneten Medium 
verlaufiBnden Lichtstrahles zurOckföhren kann, ünd nun ruht Hamil- 
ton's Entdeckung, nach welcher die Integration der dynami- 
schen Differentialgleichungen mit der Integration einer ge- 
wissen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung in Ver- 
bindung steht, einfach darauf, dass Hamilton, im Anschluss an die 
grosse physikalische Bewegung seiner Zeit, unternahm, die in emissiver 
Form bekannten Resultate der geometrischen Optik vom Standpunkte der 
Undulationstheorie abzuleiten, üamiiton's Integrationstheorie der dyna- 

3* 
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miselien Differentialgleichongen ist zan&chst nichts anderes, als eine ana- 
lytisch allgemeine Foraralimog der in physikalischer Form wohlbekannten 
Beziehnng zwischen Lichtstrahl and Lichtwelle. — Vermöge des 
hiermit gegebenen Ausgangspunktes wird auch die nnnötig particolSre 
Form verständlich, in der Hamilton seine Theorie veröffentlichte und 
ober die dann Jacobi hinausging. Hamilton hatte bei seinen Unter- 
suchungen über Strahlensysteme zunächst durchaus praktische Fragen 
der InstinnuMittMikundc im Auge. DahtT operirt er ausschliesslich mit 
solchen l.ichtwelloii. welcho von einzehien Punkton ausgehen. Jacohi's 
Verallgemeinerung läuft darauf hinaus, dass man zur Definition des 
Strahles ebensowohl beliebige andere Lichtwellen gebrauchen 
darf. Von den specieileo Wellen aus construirt man in der Optik die 
allgemeinen bekanntlich vermöge des sogenannten Huygens^schen Prin- 
dps; diese Coostraction ist ein genaues Aequivalent für den analytischen 
Process, vermöge dessen man in der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung von irgend welcher „vollständigen'' Lösung 
zur „allgemeinen*^ Lösung anfetelgt. 



lieber das System der rein msthenuitiselieii WissensehafteD. 

Von 

1. PtpperitZ (Dresden). 

Der Vortrag bezweckte die Klarsteiliuig der logischen Principien, 
welche zu einer organischen Systematik der reiu mathemati- 
schen Disciplinen führen können. 

1. Das erste Erfordernis ist die genaue Umgrenzung des Begriffes 
der Mathematik und insbesondere der reinen Mathematik. Erstere 
hat es als formale und deductive Wissenschaft mit der Untersuchung 
der Begriffe zu thun, welche die Beziehungen beliebiger Objecte zu ein- 
ander ausdrücken. In der reinen Mathematik aber mdssen diese Begriffe 
unabhängig von der Substanz der Objecte, folglich ohne BeziebuDg auf 
ein Reales ausser uns gedacht werden können. Hieraus ergiebt sich die 
Erklärung: Den Gegenstand der reinen Mathematik bilden die 
Beziehungen, welche zwischen irgend welchen gedachten Ele* 
menten begrifflich herstellbar sind, indem wir sie als in einer 
geordneten Mannigfaltigkeit enthalten setzen: das Ordnungs- 
gesetz dieser Mannigfaltigkeit muss unserer ^Va hl unterliegen; 
und letzteres ist bei den beiden allein denkbaren Arten von 
Mannigfaltigkeiten, bei den discreten sowohl wie bei deu ste- 
tigen, der Fall. 
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2. Mithin ergeben sich als obeiste mathematische Begriffe zwei: 
die Zahl und die Lage. Beide drücken die gegenseitige Beziehung zweier 

beliebigen Elemente in einer geordneten Mannigfaltigkeit aus, die Zahl 
im Gebiete des discret, die Lage im Gebiete des stetig Gedachten. 
Die reine Mathematik umfasst also eine Wissenschaft von der Zahl 
und eine Wissenschaft von der Lage. — Die Mechanik ist der 
angewandten Mathematik znznwei.^en. — Die erste jener heiden Wissen- 
schaften heisst Analysis: wird es gestattet, die zweite als Geometrie 
zu bezeichnen, so ist daran zu erinnern, dass man sie sich ebenso wie 
jene als frei von Axiomen, lediglich auf Nominaldefinitionen und 
der Anwendung des Begriffs der Gleichheit beruhend vorzustellen hat. 
(Gleich heissen zwei Beziehungen, die einander in jedem Urteil substi- 
tuirt werden können.) 

3. Hiemach kann anch die philosophische Frage beantwortet wer- 
den, welche Stellung zur Mathematik die (auf Reales bezogenen) An- 
schaaungsbegriffe der Zahl, des Raumes und der Zeit einneh- 
men. Die beiden ersten liefern das ursprüngliche (den historischen Aus- 
gangspunkt bildende) Begriffsmaterial, welches aber der Ergänzung fähig 
und hedürftig ist. Man könnte die Lehre vom gemeinen Zahl- und 
KauinbegriflF als .,actueile" Mathematik hezeichncti und ihr die weiter- 
greifenden Disciplincn als ^traiiscendcntale'^ Mathematik gegenüberstellen. 
Aber diese UnterschrifhinL' ist wenig zweckmässig, denn »ibcr die Gren- 
zen des Anschauungsgernassen kann gestritten w^Tden, nicht ahi r über 
das. was denkbar (widerspruchsfrei) ist. Daher genüge es, zu sagen, 
da.ss die reine Mathematik auf die Hr-iriffe anwendbar ist, welche die 
Beziehungen der realen Objecto darstellen. Der Zeitbegriff veranla.sst 
überdies die Einführung eines neuen Einteilungsprincipes, weil er die 
Gegensätze des Beständigen und Veränderlichen einschliesst: man 
unterscheidet eine Analysis der beständigen und der veränder- 
lichen Zahlen, eine Geometrie der beständigen und der veränder- 
lichen Lage. — Herrschend aber werden in der reinen Mathematik nur die 
BegrÜb, welche ihren Ursprung in unserem Denken selbst haben: der sub- 
jective Zeitbegriff als Form des discorsiven Denkens (der successiven Ge- 
dankenverbindung) nnd der snbjective Mannigfaltigkeitsbegriff als 
Form des combinatorischen Denkens (der simultanen Gedankenverbindung). 

4. Die Entwickclung der Grund begriffe vollzieht sicli in der 
Analysis einerseits und in der Geometrie andererseits nach einem be- 
merkenswerten dualistischen Gegensatz. In der Analysis erzeugt man 
zuerst aus einer gedachten Einheit (z. B. einem individuellen Ding) 
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synthetiBch die Reihe der positives ganzen Zahlen, geht dann zu ana- 
lytischen Operationen über and wird dnreh die Forderung ihrer nnbe- 
sehrinkten Anwendbarkeit au allgemeinen Zablbegriffen geföhrt, 
welche dnreh die Wahl der permanent an erhaltenden formalen Gesetze be- 
stimmt sind. In der Geometrie gelangt man von einem gedachten Ranme * 
(z. B. dem Räume der Sinnengegenstände) zuerst dnreh unterscheidende 
Operationen, also analytisch zu den allgemeinen Begriffen beliebiger 
Flächen, Linien und zuh t/.t /um Pnnkto. dann synthetisch zn spe- 
ciellen Raii mbegriffcn, welche wiederuiu ilurcli gewisse permanente 
formale Gesetze bestimmt werden. — Das ursprünglich erhaltene Re- 
griffsmaterial liefert jedesmal bereits den Stoff zu einer selbständigen 
Wissenschaft. Dies ist hier die specielle Lehre von den discreten 
Zahlen (Zablentbeorie), dort die aligemeine Lehre von den steti- 
gen Räumen (Topologie). 

5. In beide Hauptzweige der Mathematik greift eine dritte unab- 
hängige Wissenschaft ein, die Combinatorik. Diese untersucht die Be- 
ziehungen, welche zwischen den denkbaren ZnstSnden irgend welcher 
Objecte bestehen, bezw. zwischen den Operationen, welche diese Zustände 
ineinander nberfnliren. Der prindpielle Teil der Combinatorik ist die ab- 
stracto Operationenlehre (Gruppentheorie); die combinatorischen und 
specieU gruppentheoretischen Teile der Analysis und der Geometrie er- 
scheinen als Anwendungen derselben aof einzelne Begriffeklassen. 

6. Der oben als Einteilungsgrund benutzte Gegensatz der Begriffe 
discret imd stetig ist ein flicssendcr. Discretes kann verbunden. Ste- 
tiges gesondert werden, in beiden Fällen gelangt man zum Hegriffe 
der Grösse; im ersten zur intensiven, im zweiten zur extensiven 
Grösse. Jene enthält gleiciiartige, diese iinirleicyiartige Kiemente; in der 
That ist es ununigängiicii, discrete Kienieiile in mindestens einer Bezie- 
hung gleich, stetige verschieden zu setzen. — Den principiellen Teil der 
Grössenlehre bildet die Metrik, welcher ebenso wie der Combinatorik 
eine mittlere Stellung zugewiesen werden moss; denn der Grossenbegriff 
ist in beiden Hauptzweigen der Mathematik zulässig* Hierbei eigiebt sich 
aber insofern Neues, als die Gesichtspunkte der Geometrie auf die Ana- 
lysis und umgekehrt die der letzteren auf die Raumlehre anwendbar wer> 
den, indem man Zahlgrfissen durch Raumgebilde, also intensive Gr6ssen 
durch extensive, darstellt und umgekehrt Die neuen Disciplinen sind die 
geometrische Functionentheorie und die analytische Geometrie. 

7. Für die weitere Teilung der Disciplinen ist von besonderer 
Wichtigkeit ein Klassificationsprincip, welches sich auf die Art der De- 
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finition ihrer Objeete bezieht. Hierzn kann nSmlich entweder eine end- 
liche Anzahl der Grundoperationen genügen — algebraische I>efini- 

tion — , oder aber ein aus einer unendlichen Anzahl derselben zn- 
saniniengesetzter Prucess f'rforderlicli sein — transcendente Definition — ; 
im letzteren Falle ist der vorheritre Nachweis der Existenz einer Grenze 
nötig. Obwohl die Untersrheidium zwischen algebraischer und traiiscen- 
denter Definition in der gesamten Mathematik zulässig ist, tritt sie doch 
mit voller Schärfe bisher nur in der Analysis hervor. 

8. Es erscheint statthaft und für die Systematilc zweckmässig, in 
den einzelnen Wissenschaften die Methoden lehre von den Theorien zu 
trennen, welche den eigentlichen InhaH der betreffenden Disdplin dar- 
stellen. 

Hiermit sind die wichtigsten der besprochenen Fragen kurz charak- 
terisirt; ihre breitere Entwickelung und Begröndnng muss einer anderen 
Gelegenheit vorbehalten bleiben. An den Vortrag schloss sich die Vor- 
legung eines „Entwurfes zu den Grundzugen eines Systemes der 
rein mathematischen Wissenschaften in welchem (wesentlich 
unter Einschränkung der Betrachtnng auf das gemeine complexe Zahlen- 
system und den euklidischen Raum) versucht wurde, eine Probe der 
Zweckmässigkeit der entwickelten Kinteilungsprincipien zu geben. Die 
ersten Umrisse dieses öystementwurfes sind aus uaciistehendem Schema 
erkennbar. 

In der Einleitung des Vortrages wurde auf die praktische Bedeu- 
tung hingewiesen, welche die Fragestellung bei iitterarisctien Unterneh- 
mungen gewinnt, welche der Mathematik eine geordnete Bibliographie 
und einheitliche Terminologie verschaffen sollen. 

(Hierzu Tabelle auf Seite 40.) 



Ueber das Parallelenaxiom. 

Von 

■IZ SlOMl (Strassburg). 

Den Ausgangspunkt des Vortrags bildet der Gedanke, dass unsere 
Raum Vorstellungen sich auf Grund unserer körperlichen Organisation ent- 
wickelt haben und mit eben dieser in allmählicher Veränderung begriffen 
sind. Der erste, welcher nachweisbar erkannte, dass unser Parallelen- 
axiom keine Dcnkiiotwendigkcil sei, war Gauss (etwa um 1792), von 
ihm sind die Bolyai und liob atschewsky beeinflusst. 

Es seien g und h zwei Gerade, welche auf derselben dritten in A 
und B senkrecht stehen, dann sind zwei Hauptfälle denkbar, welche sich 
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wieder, in je 3 Unterfllle spalten, g and h können sich niebt schnei- 
den oder können sich schneiden. Im Falle 1) kann a) h die eindge 
Nichtocbneidende (Gerade) zu g dnrch A sein, b) kann ein ganzes Bän- 
del Niehtscbneidender existiren, gehüftet von h, welches von den Schnei- 



I 



9 B r 

denden durch 2 symmetrisch zu AB gelegene Grenzgerade — die bei- 
den Parallelen — getrennt wird. Im Falle 2) können g und h sich a) 
in einem Punkte x schneiden, der dann links und rechts gleichweit von 
AB entfernt ist, oder b) in zwei Punkten x und y, symmetrisch zu AB 
gelegen. Es wurde nun der Satz bewiesen : Wenn einer dieser F&lle 
einmal eintritt, so nmss eben dieser immer eintreten. Der Be- 
uris setzt mir voraus, dass jtMle Strecke AB eine Älitte liat; dies wird 
mittelst eines Grenziiberganj^es bewiesen, wohhcr in „iSiinon. Kiemente 
der Geometrie mit Hücksicht auf die ahs. Geoni., Ötrassburg 1.S1M>* mit- 
preteilt ist. Je naclidrm einer der 4 Fälle eintritt, werden 4 Geome- 
trien des einfach zusaramcnhängeudt ti Raumes als euklidische, absolute, 
Kh'in'sche und Riemann'srhe unterschieden. Es folgte eine Kritik der 
4 bekanntesten Beweise des Faraiielenaxioms, welche die Schwächen jedes 
einzelnen hervorhob. 



lieber die Bilder dioptrischcr Systeme crrösserer Oeflkmiig 

und grösseren Gesicktsfeides. 

Von 

8. Illttonralder (Manchen). 

Die elementare Theorie der ceiitrirten LinseDsysteme, wie sie von 
Gauss zum Abschluss gebracht wurde, lässt sicli im wesentiicben durch 
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den Sats ebanklerisiren, dass, för Strahlen einer Farbe wenigstens, jedes 
noch 80 complicirte dioptrische System dnrch eine einzige Linse insofern 
ersetzt werden kann, als diese Linse zo jedem Object ein Bild von glei' 
eher Grösse nnd Lage liefert, wie jenes Linsensystem. Dieser Satz gilt 

nur in den engen Grenzen einer ersten Annähernnjir, nnd in Wirklichkeit 
bilden Linsensysteinc scharfe leuchtende Pnnkt<^ nicht wieder als solciie 
ab nnd ebensowenig genau an der SteMe, wch-he ans der (i a nss'schen 
Theorie folgt. Will man sich über den Betrag der rnschärfe der Bilder 
und über deren Verzerrung unterrichten, so niuss man die nächsten, in 
den Gauss'schen Kntwickelungen bereits vernachlässigten Glieder mit be- 
riicksichtigen und erhält dann eine Fonnelserie, welche den Gang eines 
Strahles durch ein ,dioptrisches System so genaa darstellt, dass auch der 
Grad der Unsehärfe der Bilder und die Verzeming in enter Anniherang 
danns gefolgert werden kann. Eine solche Formelserie, welche die Glie- 
der höheier Ordnung in Bezog anf das Gesichtsfeld and in Bezog auf 
die Oeffnung in Betracht zieht, hat znerst L. von Seidel (1856. Astron. 
Nachrichten, Nr. 1027) aufgestellt. Aas dieser Fonnelserie kann die Art 
des Stnhlensystems, welches durch die Brechung eines gew&hnlichen 
Strahlenbundels in einem dioptrischen System entsteht, erschlossen werden. 
"Wenn der leuchtende Punkt sich ausserhalb der optischen Axe des Lin- 
sensystems befindet, ist das System der gebrochenen Strahlen von der 
5. Ordnung und 4. Klasse und dessen Brennfläche von der !). Ordnung. 
Dies gilt im allgemeinen. Ist dagegen das Linsensysleni in der optischen 
Axe in Bezug auf die spbärisclie Aberration corrigirt, so reducirt sich die 
Ordnung dos Systems der gehrociieiieii Strahlen anf 4 und die der Brenn- 
fläche auf 8. Jm allgemeinen Fall kann das System der gebrochenen 
Strahlen auch mechanisch erzeugt werden. Bewegt sich nämlich ein Stab 
derart, dass drei auf ihm fest angenommene Punkte in drei zo einander 
senkrechten Ebenen gleiten, so beschreibt derselbe in seinen verschiede- 
nen Lagen ein Nomuüensystem, das mit dem System der gebrochenen 
Strahlen dann zur Uebereinstimmnng gebracht werden kann, wenn die 
Distanz zweier der festen Punkte des Stabes sehr klein gegenüber der 
Entferoung des dritten angenommen wird. Ans der in diesem Satze 
begründeten geometrischen Einsieht in die Natur des Systems der ge- 
hroehenen Strahlen lassen sich nun alle Eigentfimliehkeiten der diffusen 
Lichtflecke, die an Stelle scharfer Bilder auftreten, ermitteln, so nament- 
lich die llelligkeitsverteilung durch Isophoten und die Beprenzungscurven, 
welche dnrch die Abblendnng der einfallenden Straiileii bedingt sind. 
Durch Eiofübrung elliptischer Coordinaten in die Seidel sehen Formeln 
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werden besondets dnfaehe Gleichungen ffir die erwähnten Curven gefnn- 
den, die dann su einer bemerkenswerten Abbildung der Schinnebene, in 
der der Liebtfleek aufgefangen wird, ffibren. Bei dieser Abbildung gehen 

die Brennlinien des Liclitfleckes in Geraden, die Isophoten in Hyperbeln, 
welche jene Geraden zu Asymptoten liahcn. und dio Gronzcurven für ver- 
schieden grosse Blenden in eine andere Hyperbelschar über. Alle diese 
Verhältnisse sind durch Zeichnungen erläutert worden, die sich teils auf 
eine unsymmetrisch eohautc Convexiinse. tlirils auf das Kiiiiigsbor^'rr 
Helionietcrobjectiv beziehen. Eine ausführliche Publication der Resultate 
erscheint demnächst in den Abhandlungen der Kgl. baycr. Akademie der 
Wissenschaften in München (Ii. Cl., 17. Bd., 3. Abth., Seite 517—500). 



Modelle der rationalen Raumcurven 4. Ordnung und ihrer 

Dereloppabeln. 

Von 

0. Röhl (Dresden). 
Den Gegenstand des Vortrags bildete die Darlegung einer Anzahl Mo- 
delle der rationalen Raumcurven 4. Ordnung und ihrer abwickel- 
baren Fliehen, die der Vortragende im Anschlns» an zwei Publicatto- 

nen in den Berichten der kgl. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 
(am 9. Juni 1890 und am 12. Januar 1891) hat anfertigen lassen. 

Jede solche Raumcurve liegt auf einem Hyperboloide, dessen eine 
Schar die Curve je ein Mal und dcsNcii andere Schar sie je drei Mal 
trifft. Hie Curve ist deshalb auf dem Hyperboloid durch eine ein-drei- 
deutige Beziehung bestimmt. Ks gieht nun auf dem Hyperboloid 
einen ganz bestimmten Kegelschnitt, dm Hauptkegelschnitt, and auf 
ihm ein ganz bestimmtes Panlitqaadrupel, die Hauptpunkte, — seine 
Schnittpunkte mit der Banmcurre 4. Ord., die zu der Curve in funda- 
mentaler Beziehung stehen und die ein-dreidentige B^ehnng v611ig de- 
llniien. Legt man nämlich durch die Hauptpunkte vier Erzengende, die 
der Schar der einfiichen SecAiten angebSren, und bestimmt zu allen 
Punkten des Hauptkegelscbnitts die erste Polare in Bezug auf das Quar 
drapel dieser Erzeugenden (indem man jedes Mal eine Erzeugende der 
andern Schar zieht und die erste Polare in Bezug auf die vier Schnitt- 
punkte eonstrnirt), so gewinnt man die Raumcurve 4. Ord. Die nim- 
liche Curve erhält man auch, wenn man durch die Hauptpunkte vier Er- 
zeugende legt, die der Schar der Trisecanten angehören, und zu allen 
Punkten des Hauptkegelschnitts die lineare Polare in Heziijx auf das 
Quadrupel dieser Erzeugenden bestimmt. Da das Quadrupel der Haupt- 
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punkte dtei Uneare Transfonnationen in sieb znlfisst, so geht aneh die 
Raamcorve 4. Ord. durch drei lineare RanmtransformatioDen in sieh öber. 

Äaf der Raamcarve liegen nun aasaer dem Quadrupel der Haopt- 
pnnkte, noch zwei weitere Quadrupel, die für die Cnrve und ihre ab- 
wickelbare Fläche von besonderer Bedeutung sind und die im wesent- 
lichen deren Gestalten bedingen. Es sind dieses die 4 Punkte mit 
Wendeebenen, in denen die Schmieguiigsebene vier consecutive Punkte 
mit der liauiiicurve gemein hat. und die Scliniltpiinkte der 4 berühren- 
den Trise canten. Die gostaltliclie Wirkung dieser Vorkonunnisse ist 
sofort evident. In der Näho der R(TnlirunL's[.miktr der Wendeehenen 
liegt die Hanmourvc ganz auf einer Si itr derselben, in Folge dessen durch- 
setzen siel» dort die beiden Mäntel der abwickelbaren Fläche. Die Dop- 
pelcurve der abwickelbaren Fläche verläuft durch die Punkte mit Wende- 
ebenen, welche als Pinch-points erscheinen. Längs der berührenden Trise- 
canten durchschneidet die abwickelbare Fläche das Hyperboloid, indem 
die benachbarten Curventangenten teils ausserhalb, teils innerhalb des- 
selben liegen. Die abwickelbare Fliehe durchschneidet dabei zugleich 
die Raumcurve 4. Ordnung und damit die in ihr als Rfickkehrcurve zn- 
sammenbängenden FlSchenmÜntel; d. h. in den ein&chen Punkten der 
berührenden Trisecanten besitzt die Doppeicurve der abwickelbaren FlSehe 
Spitzen. 

Was nun die RealitätsTerhiltnisae anlangt, so sind folgende F&lle 

zu unterscheiden. 

1. Das Quadrupel der liaupipunkte ist reell, dann sind die Punkte 
mit Wendeebenen und die berührenden Trisecanten imaginär. Hieraus er- 
giebt sich dann weiter, dass keine Curventangentc eine andere treffen kann, 
dass also die Doppeicurve der Developpaheln ganz imaginär sein und dass 
diese ganz auf einer Seite des Hyperboloides liegen muss. Ks kann hier 
keine Ebene geben, die die Raumcurve nicht schneidet, diese verläuft also 
nothwendig durch's Unendliche. Jede Trisecante trifft die Curve in drei 
reellen Punkten. * 

2. Das Quadrupel der Hauptpunkte ist imaginir, die Punkte mit 
Wendeebenen sind reeU, die berfihienden Trisecanten dageg^ imaginSr. 
Die Developpable liegt auch hier ganz auf einer Sdte des Hyperboloides, 
ihre Doppeicurve ist reell, indem jede Curventangente zwei andere trifft. 
Das Hyperboloid teilt die Doppeicurve in vier Stucke, von denen zwei 
isolirt verlaufen, während die beiden andern auf der abwickelbaren Fläche 
liegen und von den Pinch-points begrenzt werden. Jede Trisecante trifft 
die Curve nur in einem reellen Punkte. 
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3. Das Quadrupel der Hauptpunkte ist imaginär, die berührenden 
Triaecanten sind reell, dagegen die Punkte mit Wendeebenen imaginSr. 
Die Developpable liegt zu beiden Seiten des Hyperboloides; ihre Doppel- 
cnrve liegt ganz reell auf ibr und trifft in 4 Spitzen anf das Hyper- 
boloid auf» liegt jedoch ganz anf einer Seite desselben. Die Trise- 
eanten treffBn die Cnr^e teils in einem Punkte. 

Als Uebergangsfall zwischen 2. and 3. dient die Raumcurve mit 
zwei osculirenden Trisecanten; ihre abwickelbare FIfiche besitzt dann 
eine Doppelcurve 4. Ord. von gleicher Eigenschaft: jene Trisecanten sind 
Rückkehrkanten dieser Fläche und auch Trisecanten der Doppelcurve, 
Der Uebergang ist an den Modellen bequem zu übersehen. 

4. Zwei Hauptpunkte sind reell, dann gicbt es auch zwei reelle 
berührende Trisecanten und zwei reelle Punkte mit Wendeebenen. Hier 
liegt die abwickelbare Fläche wieder zu beiden Seiten des Hyperboloides. 
Auf der reellen Doppelcurve giebt es zwei reelle Spitzen und zwei reelle 
Pincb-points; in letzteren durchsetzt die Doppelcun'e das Hyperboloid und 
verlänft dann isolirt, in den ersteren rnht sie auf dem Hyperboloid auf. 

Im sjpedellen Fall können hier die berflbrenden Trisecanten doreh 
die Punkte mit Wendeebenen hindurchgehen; dann besitzt die Develop- 
pable einen dreifiicben Kegelschnitt, der in zwei Pinch-points das Hyper- 
boloid durchdringt. Durch den einen Teil desselben schickt die Fl&che 
einen, dureb den andern drei Mintel. Hierzu ist auch die dualistische 
Fläche modelKrt. 

5. Das Hyperboloid und mit ihm die ganze Raumcurve 4. Ord. 
ist imaginär; dann ist auch die Developpable imaginär, ihre Doppelcurve 
jedoch reell. 

In den Fällen 1.. 2., .'i., f). sind die drei linearen Kaumtransforniationen, 
welche die Raumcurve und ihre Developpable in sich überführen, reell; 
zugleich giebt es vier reciproke Haumtransformatioueu, die die Raumcurve 
in die Doppelcurve und umgekehrt verwandeln; sie sind imaginär. Im 
Falle 4. ist eine Transformation der Raumcurve in sich reell, und zu- 
gleich sind zwei der andern Transformationen reell. 



lieber Grandlagen und Aufbau der Geometrie. 

Von 

E Wleier (Halle). 

Man kann von dem Beweise eines mathematischen Satzes verlangen, 
dass er nur diejenigen Voraussetzungen benutzt, von denen der Satz wirk- 
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lieh abhingt. Die geringsten denicbaren VonuttMtaEm^sen sind das Vor- 
handensein von gewissen Objeeten ond Yon gewissen Opetationen, dnreli 
die diese Objecto anter einander verlinfipft werden. Ist es mSglich, der* 
artige Objecte und Operationen ohne Zolugen neuer Voraussetzungen so 
an dnander zu reihen, dass SStze entstehen, so erhSlt man in diesen 
Sitzen ein in sich hegrOndetes Gehiet der Wissensehaft. Ein sokhes 
ist z. B. die Arithmetik. 

Aach für die Geometrie ist ein derartiges Zurückgehen auf die ein- 
fachsten Objecte (Kleint iite) und Operationen von Bedeutung, da man 
dann umgekehrt wieder aus diesen eine abstracte AVissenschaft aufbauen 
kann, die vuii den Axioujeu der Geometrie unabhüiiLii: ist, deren Sätze 
aber Schritt für Schritt mit den Sätzen der Geometrie parallel <:eljen. 

Kin Beispiel hierzu liefert die projective Geometrie der Ebene. Die 
Objecte seien Punkte und Geraden, die Operationen das Verbinden 
und Schneiden; Objecte und Operationen seien nur in endlicher An- 
zahl vorausgesetzt. Oder, vom geometrischen Gewände losgelöst: es seien 
Elemente von zweierlei Art vorausgesetzt, und zweierlei Operationen» io* 
dem man annimmt, dass die Verknöpfnng je zweier Elemente derselben 
Art ein Element der anderen Art ergehe. Die geometrischen Sitze, die 
hierbei auftreten — wenn man von den auf die Anzahl der Elemente 
sich heziehenden combinatoriscben SStzen ahsieht — sind Sehliessungs- 
sStze, worunter hier solche Sitze zn verstehen sind, in denen jede in 
dem Satze vorkommende Oerade wenigstens drei ebensolche Punkte trägt, 
und jeder Punkt auf wenigstens drei Geraden liegt. Beispiele: 

1) Der Satz von Desargues über perspective Dreiecke. 

2) Der auf das Geradeupaar bezogene Pascal'sche Satz. 
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Der Beweis dieser Sätze kann nicht aus den gegebenen Objecten 
und Operationen geführt werden, d. h. dieses Gebiet der Geometrie ist 
kein in sich begründetes. Eutnimmt mao aber den Beweis irgend eines 
solchen Satzes (oder auch mebreier) einem anderen Gebiete, so ISsst sich 
durch Wiederholung dieses Satzes (bezw. der S&txe) ein begrenstes Ge- 
biet der ebenen Geometrie herleiten. So erbäH man ans dem erstge- 
nannten Schliessungssatz (dessen Beweis in der rtumlichen Geometrie 
geführt wird) ein Gebiet, das die sonst durch Strecken- (bezw. Ponkt-) 
Addition gewonnenen Sätze umfksst. Den zweitgenannten Schliessungs- 
satz aus dem ersten abzuleiten, ist nicht geglückt; eine weitere Mög- 
lichkeit wäre, ihn durch Frojection aus drei oder mehr Dimensionen her- 
zuleiten, oder — was leicht ist — durch Einfülirung des Stetigkeitsbe- 
grifi's. Diese beiden Sc- h Hess ii ti i^ssät zc aber genüireii, u ui ohne 
weitere Stetigkeitsbetrach tu iigeu uder unendliche Processe 
den Grundsatz der projectiven Geometrie zu beweisen, und da- 
mit die ganze lineare projective Geometrie der Ebene zu entwickeln. 

Wie in der Ebene, so lässt sich auch im Räume eine auf den Grund- 
elementen (Objecten) Punkt, Gerade, Ebene beruhende Geometrie auf- 
bauen. Bier giebt es aber in sieb begründete Gebiete. In entsprechen- 
der Weise kann man auch in h5here Dimensionen aufsteigen. Wichtiger 
ist es, noch von der Ebene eine Stufe abwärts zur Geometrie der Ge- 
raden äberzugehen. Als einziges Element hat man hier den Punkt, 
von Verbinden und Schneiden kann nicht mehr die Rede sein. Wir 
mfisseu also sogar eine Operation aus einem anderen Gebiet entnehmen, 
und es bieten sich hienu Constructionen dar, die in der Ebene gefuhrt 
werden können, aber nur Punkte unserer Geraden betreffen, und zwar 
vor allem die Construction projectiver. involutorischer und harmonischer 
Punktgruppeii. Ks ergieht sicii, dass man sich auf die letztgenannle be- 
schränken kann, da der Satz gilt: Sind in einer Geraden von einer 
Involution zwei Paare, oder von einer Pro j e cti vität drei Paare 
entsprechender Punkte gegeben, so kann man zu jedem be- 
liebigen weiter gegebenen Punkte den entsprechenden Punkt 
aus den gegebenen durch eine endliche Anzahl von Construc» 
tionen harmonischer Punkte finden*). 

Andere Gebtete erhält man durch Annahme neuer Voraussetzungen. 
Die Geometrie der Ordnung setzt u. a. den Satz voraus, dass auf einer 
geschlossenen Linie vier Punkte sich auf eine angebbare Weise in zwei 

*} Der Beweis dieses Satzes ist inzwischen veröffentlicht in den Berichten 
der K. sftcbs. Ges. d. Wiss. 1891, S. 669, ff. 
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Paart' zerlegen, die sicli trennen. Weitere Gebiete beruhen auf der Vor- 
aussetzung der Stetigiceit der Kiemente, sei es nun die analytische 
Stetigkeit der Orenzprocesse, oder die geometrische Stetigkeit, die ihren 
Ausdruck in dem Aufeinandertreffen von Punliten findet, welche sich in 
gewisser Weise gleichzeitig in einer Linie bewegen. 



Hitteiluu^eii aus der abzälilenden Oeonietrie 
,,p^-diineii8ionaler Käuue ersteu und zweiten Grades. 

\ 1)11 

H. Schobert (Ilumtmrg). 

Da die abzählende Geometrie, wie sie sich bisher entwickelt hat, im 
wesentlichen algebraischer Natur ist. so hat man seit einigen Jahren an- 
gefangen, ihre Resultate von drei auf n Variabeiii auszudehnen. Was 
zunächst die „p^^-dimensionalen Rinme ersten Grades anbetrifft, so be- 
sitzen die von ihnen erzeugten Systeme im allgemeinen nicht eine Grad- 
zahl, sondern viele Gradzahlen, welche sSmtlich ans dem von dem 
Vortragenden eingeffihrten und von Herrn Segre und anderen adoptirten 
Bedingongs-Symbol (a^ a, a^ . . . ap) iiervoigehen, das auf folgende Weise defi- 
nirt werden kann. Versteht man unter einer eckigen Klammer, in der eine 
Zahl steht, immer einen linearen Raum, dessen Dimension gleich dieser 
Zahl ist, so denke man sich einen [a^,], [aj, u. s, w. bis fa,,] derartig, 
dass immer der [aJ in dem [ai_^ ,j liegt. Dann bezeichnet für den [pj das 
Symbol (a^, a^ a^ . . . a,,) die Hediiitriing. da>s der [p] mit jedem [aJ einen [i] 
tremcin hat. Z. B. für den Straiil Itedtnitet (03) die Bedingung, in einem 
dreidimensionalen linearen Räume zu liegen und durch einen in diesem 
Räume gegebenen Punkt zugehen. Damit ^^^> 

0 ^ ajj<a, <a,<.-<ap ^ n 

sein. Nachdem jene Bedingung als charakteristisch erkannt war, handelte 
es sich darum, die Anzahlen allgemein auszudrucken, welche angeben, 

wie viel [p] hinreichend viele derartig?!» Bedingungen erfüllen. Eins der 

interessante.sten in dieser Lintirsiühuiiirsriclitung liegenden Resultate hat 
der Vortragende im VIII. Bande der Acta Mathematica veröffentlicht. Dort 
ist die Anzahl derjenigen [pj berechnet, welche ausser der Bedingung 
(a^a^ a^ . . .ap) nucli iiinreichend oft, nämlich a^-f-a,4-'""l-Äp — iP(jtH~0 
Male, die einfache Bedingung 

(n— p_l, n~p-|-l, n— p-l-2, n) 
erfüllen, d. h. die, einen gegebenen [n — p — 1] einpnnktig zn trellMi. 
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Diese Anzalil ist gleich 

(a^-ha,-< l-ap— :tpO-H))ID 

! ! , • I äp ! 

wo D die bekannte Determinante ist. welche das Prodact aller möglichen 
DifTerenzcn je zweier der Zahlen a^ bis dp ist. Auf einen Specialfall dieser 
Formel, nämlich 

p=l, a^ = n— 1, a,=n 

waren atieh die Henen F. Meyer und Stephanos von invarianientheo- 
retischer Seite gestossen. Von den analogen, anf Eäame zweiten Grades 
bezüglichen Fragen, zn denen der Vortragende dann Überging, sei der 
Kürze wegen hier nur die Frage nach der Anzahl deijenigen (p — l)-di- 
mensionalen Rinme zweiten Grades erwShnt, welche den [p], in dem sie 
liegen, die Bedingung (a^a, ...ap) erfaUen lassen, und welche selbst 

hap-f-p gegebene [n — 1] tangiren. Die gesuchte Zahl ist 

eine Function f(ajj, ap) der gegebenen p-f-1 ganzen Zahlen und 
auf folgende Weise arithmetisch definirbar: f(x) sei gleich J'- uiui f(x, y) 

sei gleich (x-4-y)x + 1 -+-(>^H-y).\+2H l-C^ + y)) ' ^^'^ >' — -"^ Adden- 
den BinomialcoefticieiUcii sind, deren Basis x-f-y ist, und deren Indices 
x+1, x-l-2 u. s. w. bis y sind. Dann ist 

f(x,y,z) = f(xy.f(y,z)-f(y).f(x,z)+f(z),f(l,y), 

fömer 

K^y y, «, n) = j)*Kh u)— a).f(y, u)-hf(x, u).f(y, z), 
sowie 

f(x, y, z, n, v) = f(x).f(y, z, u, v) hf(v)f(y, «, n, t) 

Q. s. w. So ist die Function f für beliebig viele Argumente definirt und 
leicht berechenbar, z. B.: 

f(l,3,4, 5) = (4,4-43)9, 

-(^.+^3-^-^J•(«.-^-«.)-^-(G,-f-G3+G,+ cJ7, = 7o. 

Für f(x, x-f-l, x-i-y) fand der Vortragende bei ungeradem y 
den Ausdruck: 

[Ül21...(y— l)l][(2x 1 ) ! (2x -h 3 )!...(2x-i-y)iJ 
x!(x-hl)!...(x-Hy)I 
ond bei geradem y den Ausdruck 

[1 13!. ..(y—l)l]2«[(2x4-2)!(2xH-4)!... (2x4-7)!] 
(x4-l)!(x-f-2)!...(x4-y)I 



JahreMbar. d. LieuUclieu VlaUiciu.-Vereiui^iiK. 1. 4 
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OnmdzOge einer Gestaltenlehre der Polyeder. 

Von 

V. &ber]Mr4 (Königsberg i. Fr.)* 

Bei der ansserordeDtUcheii Mannigfaltigkeit lEorperlicher Formen, 
welche die Natur dem Beschauer darbietet, bt es schwer erldirlicb, dasa 
die veigleichsweise Betrachtung der Tersehiedenen Gestalten rlumlicher 
Gebilde und deren systematische Beschreibung in der Entwickelung der geo- 
metrischen Theorien nnr nntergcordnetes Interesse gefunden hat. Erst in 
neuester Zeit hat sicli das lebhafte Bestreben geltend gemacht, diese Lücke 
auszufüllen und so auf dem Boden der unmittelbaren Anschauung der 
geoiiii trisciien Forschune ein neues Arbeitsfeld zu erschliessen. Es zeuiren 
hiertür die z.ihlreielien Arbeiten auf topologisohem Ciebieto, specieli die- 
jenigen über die Typen algebraischer Curven und Fläclieii. 

Aas gleichen Gesichtspunkten habe ich die einfachsten räumlichen 
Gestaltungen, die Polyeder, einw eingehenden vergleichenden Betrach- 
tung unterzogen *). Mich von vom herein auf die convexen oder £uler*- 
schen Polyeder beschränkend, stellte ich mir die Aufgabe, unter allen 
denkbaren poiyedrischen Körpern, wenn möglich, diejenigen aufzufinden, 
welche durch bestimmte, vorerst noch unbekannte Eigenschaften so ausge- 
zeichnet sind, dass sie selbst als die nrsprfinglichen, alle übrigen als die 
ans ihnen abgeleiteten Formen erscheinen. Die nachfolgenden Ansfüh* 
rungen mögen darlegen, in wie weit es mir gelungen ist, einen derartigen 
systematischen Zasammenhang der verschiedenen Bildungen nachzuweisen. 

Die Betrachtung geht aus von den Begriffen des Iso- und Allomor- 
phisniijs convexer Pulyeder. Zwei von je n Ebenen abgegrenzte Korper 
erscheiih 11 als isuinorj)h, falls unter allen möglichen Bezeichnungen ihrer 
2d Grenzflächen durch resp. 

«u «s> • • «B and p,, p,, . . ., ßa 
eine von der Beschaffenheit existürt, dass die Schnittgeraden entsprechen- 
der Ebenenpaare 

«1, «k und ßi, Pk» 

wenn überhaupt, stets gleichzeitig Kanten ihrer Polyeder sind: dagegen 
werden Polyeder, welche dieser Bedingung nicht genügen, als allomorpb 
aufgefasst. 

Ks ergeben sich hiernach als charakteristische Merkmale de^ Gestalt 
eines convexen Polyeders; 



*) V. Kberhard, ^Jorphologie der Polyeder. Leipsig, B. G. Teuboer. 1891. 
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1) die Formen, d. h. die Seitenanzahlen seiner einzelnen ebenen 
GnnzpolTgone, und 

2) die Art des Znsammenscblnsses letzterer zn der YOllstSndigen 
OberflSehe. 

Die beiden aufgestellten Begriffe sind unmittelbar ancb anf offene, 

nämlich ein- oder mehrfach berandeto polyedrische Flächen aaszadehnen. 

Nachdem so jedes Polyeder als Vertreter einer durch uueudlich viele 
Individuen veranschaulichten cluirukteristischen Form erkannt ist, führt der 
erste Schritt in der vergleichenden Betrachtung allomorpher Typen zu 
einer wesentlichen Unterscheidung. Man stösst einerseits auf Polyeder, 
welche bei jeder genügend kleinen stetigen Variation der sie bestimmen- 
den Qrenzebenen die Gestalt bewahren, andererseits aaf solche, welche bei 
noch so kleinen stetigen Bewegungen ihrer Grenzebenen in allomorphe 
Körper ubergeben. Die notwendigen und hinreichenden Bedingnngen ffir 
das Eintreten des ersten Falles bestehen darin, dass in jeder Ecke des 
Polyeden genau drei Qrenxflicben znsanunenstossen; dagegen hat der zweite 
Fall statt, wenn auch nur dureb eine Ecke mehr als drei Fliehen geben. 
Die Polyeder der ersten Art sollen als allgemeine, die der aweiten als 
singnlSie angeseben werden. Genauer wird als Grad der Singnlarit&t- eines 
conmen Polyeders der Ueberscbuss definirt, welchen die Anzahl der in 
den einzelnen singulären Ecken zasammenstossenden Grenzflächen über 
die dreifache Zahl dieser Ecken ergicbt. 

Aus der letzten Bemerkung fliesst ein für die systematische Auf- 
fassung der polyedrischen Formen fundamentaler Satz. Ks lu slt ht näm- 
lich, wenn Xf, die Anzahl der h-seitieen ebenen Grenzpolygone und o den 
Grad der Singularität irgend eines konvexen Polyeders augiebt, die wich- 
tige Helation 

3x, + 2x^ + x^-x,-2x,~3x, = 12-1-2 p. 

Da naeb derselben der Wert des Ausdrucks x,-f-x^-{-x^ wenigstens 
4 betrigt, so folgt, dass unter den Grenzflächen eines konvexen Polyeders 
stets 4 oder mehr Flächen Torbanden sind, welche weniger als je 6 Seiten 
besitzen. Ifan scbliesst hieraus auf die Fähigkeit, alle convexen Polyeder 
aas einem Tetraeder dnreb snccesshre Anwendung von nur drei-, vier- 
uod ffin£Beitigen Schnitten herzustellen. 

Mit den bisherigen mehr vorbereitenden Betrachtungen sind die er- 
fofderlichen Hfllfsmittel gewonnen, die eigentliche anfangs gekennzeichnete 
Aufgabe in Angriff zu nehmen. Die für jedes allgemeine Polyeder gfll- 
tige Gleichung 

3x,-i-2x^4-x^— X,— 2x,--3x, = 12 

4* 
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deutet durch ihie UnabhSDg^gkeit tod der Anzahl der Grenssechseeke 
und der Zahl n der SeitenflSchen des jeweiligen Polyeders auf die Mög- 
lichkeit einer Einschaltung von Grenzsechsecken in dessen Obeifl&che hin. 
Die Theorie dieser als Elementaierweiternngen der Polyeder einzufahrenden 
Umformungsprocesse geht ans von den OrondbegriffiBn des enthaltenen und 
des enthaltenden Polyeders. 

Wenu die Oberfläche eines ii-flächigen Polyeders An in m einander 
ausschliessonde einfach berandete Bestamltt ile S, , S^, ... zerlegt ist, 
welche ebcnsuvielcn einander nicht überdcc kciuh u Bestandteilen S', , S',, ... 
eines (n-)-v)-flächigen Polyeders An^.^ isuiiiorph sind, so fasse ich Aj, als 
ein in A,,^^ enthaltenes, A,,^^ als ein An enthaltendes Polyeder auf. 
Das auf Aq von den m Kandpolygonen der Bestandteile Sj gebildete Netz 
wird als ein Erweiterungsnetz dieses Polyeders, die nach Ausscheidung 
der flächen S| ans der Oberfläche von An^.^ resnltirende Fläche aber als 
eine zu jenem Netze gehörige EinschaltungsflSche bezeichnet. 

Es sei die Anzahl der h-seitigen Grenzpolygone des Polyeders An 
durch Xh, die entsprechende Anzshl für die Einschaltungsfltche dnreh 
yh gegeben, so gelten in Bezug auf die beiden Polyeder die Gldchungen: 

(1) 3x,+2x,-f-x,— X,— 2x,— 3x, = 12, 

(2) 3(x,+yJ-+.2(x,-4-y,)-f-(x,-hyJ 

— (s+y7)-2(x,-hy,)— 3(x,4-yJ = 12. 

Aus denselben folgt 

(3) 3y^^-H-2y,4-y,-y,-2y,-:5y,^... « 0 
als die für die Kinschaltungsfläche geltende Beziehung. 

Die einfachste positive und gaozzablige Lösung der dritten Glei- 
chung ist: 

Va == = ^5 = = y« = 79 = ••• = ^• 

Derselben entspricht, wenn überhaupt, eine durchweg aus Sechsecken 
gebildete Fläche. Das auf dem Polyeder A„ gegebene Erweitcrungsnetz 
soll alsdann ein Elementametz , die zugehörige Einschaltungsfläche eine 
Elementarfläche genannt werden. 

Es dringen sich hier natnrgemSss zwei Fragen auf, nämlich: 

1) Wie werden für ein gegebenes allgemeines Polyeder alle etwaigen 
Elementarnetze gefunden? 

2) Wie werden zu einem gegebenen Elementametze die sämtlicben 
Einschaltnngsflächen construirt? 

Die Beantwortung derselben fuhrt zu folgenden Sätzen: 
Liegt auf einem allgemeinen Polyeder irgend ein Netz von Kanten- 
poIygonen Tor, so eutächeidet stets eine endliche Anzahl nach einer all- 
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gemeinen Vorschrift auszufiihrciuler Constrnctioncn daniher, ob das Netz 
ein Elemcntarnetz ist oder nicht. Jedes Polyeder besitzt eine ])estitntntc 
Anzahl von Elementarnetzcn, und zwar ist ein solches durch das jedes- 
malige System der Grenzflächen dargestellt. Schliesslicli fjeliören zn jedem 
beliebigen Klemeataruetze zwar unendlich viele Elementarilächen, unter 
denselben ist aber nar taae endliche Anzahl elementar irreducibler Indi- 
vidnen vorhanden. 

Kit der Erkenntnis der elementaren ErweiternngsfShigkeit des all- 
gemeinen eonvexen Polyeders und der daraus folgenden relativen Unter- 
ordnung seiner sechsseitigen gegenüber den andersICrmigen Grenzpolygo- 
nen gewinnen f8r die erstrebte Einteilung der Polyeder die positiven und 
ganzzahligen LSsungcn der charakteristischen Gleichung 

3x,-|-2x,-|-x,— X,— 2x.— 3x, = 12 

ein erhöhtes Interesse. Indem man dieselbe dnrdi die beiden anderen 
ersetzt 

3x,-f- 2x^-f- X, — 1 2 = m = H- jxg-l- 3x,-f- . . . , 
und den aufsteigenden Werten m = (», l, 2, ... entsprechend der Reihe 
nach die verschiedcntMi L!isun<j;en auf ihre Construirbarkcit hin ^riift, ge- 
langt man zu folgenden allgemeinen Sätzen: 

Jede positive ganze Zahl m incl. 0 bestimmt einen Rereieh allge- 
meiner convexer Polyeder. Innerhalb eines beliebigen Bereiches definirt 
jede positive und ganzzahlige Lösung der Bereichsgleichui^en dnen Stamm 
analoger Körper. Endlich umfasst jeder Stamm nur ^ne endliche An- 
zahl elementar irreducibler Individuen, sogenannter Stammpolyeder, ans 
welchen sieh alle fibrigen durch Elementarerweiterung ableiten lassen. 

Es sei noch bemerkt, dass die angegebenen auf den Fall p = 0 
beziiglichen Besultate in dem allgemeinen Falle euies beliebigen p sich in 
entsprechender Weise modifidren. 



Üeber ein mechanisches Modell znr Versinulichung 
der Anwendung der Lagrange'scheu Bewegungsgleichungen 
In der Wirme» und Elektrieitiltslehre. 

Von 

L Boltinau (München). 

Seien: p eeneralisirto Coordinaton eines materiellen Systems, p deren 
Ableitungen nach der Zeit. T die lebendige Kraft des Systems als Fnnc- 
tioii von p und p, endlich P die nach p wirkende Kraft, so dass ^Sp 
die Arbeit ist; so hat man: 
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d ÖT ÖT 

P = — ^ . 

dt ap dp 

In gewissen Aufgaben der £lektricitäts- und Wärmelehre zerftdlen nnn 
die Goordinaten in zwei Gruppen. Für die erste Gruppe (langsam verin- 
deriielie Parameter, nach wie vor von uns mit p bezeichnet) Icann 
d ÖT 

— -r- vernachlässigt werden; die der zweiten Gruppe (cyklische Coor- 

a* dp 

«iiriau ii, für welche wir die Ruchstaben p und P mit q und Q vertau- 
schen Wüllen) sind dadiinh t li;uakt«TiMrt, dass sie nicht cxpiicit, son- 
dern nur ihre Ableitungen nach der Zeit in T vorkommen. Dann er- 
halten wir also an Stelle der obigen Gleichungen: 

r?T d ^T^ 

öp ' ^"" dt a4* 

Ein noch speeiellerer Fall ist der, dass die Geschwmdigkeit eines jeden 

Massenteilchens mi eine lineare Function der also etwa gleich l^ak.iqw 
isij wobei die Coefficienten ak.i Functionen der p sind. Setzen wir dann 

Ak.k = -imiai, 

dagegen für ungleiche indices des A 

Akj, =8 Simiaiga^, 

80 wird 

2T = 2:k2hÄk,hqkqi, 

wo jeder Wert des h mit jedem des k zu corabiniren ist, und folglich 
wegen A^j^ = Af^^ 

Die wesentlichsten Eigenschaften dieser Gleichungen, wie sie in der me- 
chanischen WSrmetheorie in Anwendung kommen, sind schon zu ersehen, 
wenn eine Hasse m mit einer einzigen eyklischen Coordinate q und einer 

langsam veränderlichen p vorhanden ist. Ein Beispiel bietet eine rasch 
rotirendc Röhre, mit welcher eine Masse m mitrotirt. Alles Uebrige ist 
natürlich masscnlos. q ist der Winkel, um den sich die liöhre. von einer 
gegebenen Anfangslage ausgehend, gedrelit hat; p ist die Entfernung der 
Masse von der Drchung.saxe. An dt r Mas>e ist ein Faden liefestigt, 
welcher über eine Holle und dann in der Axc der Röhre fortläuft. Eine an 
seinem Ende angreifende Kraft kann sich während der Drehung p langsam 
verändern. Dies ist also die Kraft P, während Q an einer mit der 
Röhre verbundenen Kurbel angreift. 
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Um dagegen die Anwendung derselben Gleichungen anf die Theorie 

der elektrischen Ströme zu versinnlichen, sind drei Massen erforderlich, 
welche in analoger Weise an drei coaxialen Röhren befestigt sind. Die 
oberste und unterste Kölirc, welche die gleichen Massen und m.^ tra- 
gen, sind wieder durcli Kurljeln drehbar, an denen die Kräfte Q, und 
angreifen. Durch Zahnräder aber wird bewirkt, dass die Winkeldrehung 
der mittleren Röhre, woran die Masse uij = 4m, befestigt ist, das 
arithmetische Mittel der beiden Winkeldrehungen und q.^ der übrigen 
Röhren ist. Drei aus dem Röhrensysteme heraushängende F;^en regn- 
liren wie oben die drei Distanzen l,, 1, und 1, der Massen von der Dre- 
bmigaaxe. Dann wird 

An=n'.0?-+-1D' A„ = m,0;+i;), A„=m,lJ. 

Denkt man sich daher 3 Handgriffe durch ein Gestänge so mit den 3 Fäden 
verbunden, dass bei Bewegung des 1. resp. 2. um die Stücke rcsp. p^^ 
nur Ij resp. 1^ sich ändern, bei Bewegung des 3. um aber sich alle I 
so ändern, dass Ijf+l, und 1^+^« constant bleiben, so sind die auf die 
Handgriffe wirkenden Kräfte 

während die anf die hdden Kurbeln wirkenden Kriifte sind 

Die Gleichungen haben vollkommen dieselbe J^orm, wie die von Thom- 
son für zwei elektrisehe StrSme mit den Intensitäten q, nnd q,, nnd 
den Selbstindnctionscoefficienten A^^ nnd A^^ gefundenen. A,, ist ihr 
wechselseitiger Indnctionscoefficient, p,» p, nnd p, shid Coordüiaten, von 
denen nur A,, resp. A,, und A,, abhängen. 

Ein Tom Mechaniker Gasteiger in Graz verfertigter Apparat, an 
welchem diese Bedingungen realisirt waren (es konnte jedoch nur p,, nicht 
Pi und p, verändert werden), und wdcher hi der That alle an zwei elek- 
trischen Strömen beobachteten Erscheinungen mechanisch nachzuahmen 
gestattete, wurde vom Vortragenden \orgezeigi. Die Fäden waren durch 
eine Stange ersetzt, an welcher die drei Massen durch Parallclogrammfüh- 
rungen befestigt waren, wie sie beim Ceiitrifugalregulator der Dampfma- 
schine vorkommen. Bezüglich der Details mag verwiesen werden auf: 
,,Roltzmann, Vorlesungen über MaxwelPs Theorie der Elektricität und des 
Lichtes^, Leipzig bei J. A. Barth 1S91, sechste Yoiiesung. 
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lieber den FonilaiDeiitelsatz der Theorie der algelmdsdieii 

Fonetlon einer Tariabeln* 

Von 

K. Ieas«l (Berlin). 

Ist Q eine nnbestimmte, aber endliebe OrSsse, so sind die beiden 
Fonnen: 

^ ^ ^ X — n ^ X — n 
für jeden Wert von x endlieh. Durch die Gleichang x s ist somit 

X als Quotient zweier allenthalben endlichen Formen dargestellt, deren 
Zähler offenbar nur für x = 0, der Ncinicr nur für \ = oo verschwindet. 

Kine cnlsprechendc Darstellung als Quotient zweier allenthalben end- 
lichen Formen erhält man für rationale und für altrcbraische Functionen 
von X. Ist nämlich y mit x durch die ganze algebraische Gleichung: 

(2) f (y, x) = 0 
verbunden, so er^nebt sich für \ und y folgende simultane Darstellung 
in der verlangten Form: 

(3) x«i-, 

denn die analytische Function tj wird niemals unendlich ^aoss; dieselbe 
kann als eine „ganze homogene algebraische Form von (x^, x,)" bezeichnet 
werden. 

Betrachtet ninn jetzt an Stelle der rationalen Functionen von (x, y) 
die sogenannten „homogenen Fonnen von (x^, x,, i})", so ergiebt sich 
der Satz: 

Jede rationale Function von (x, y) kann als Quotient von zwei 
ganzen homogenen Formen von (x,,x,, i}) derselben „Dimension** dar- 
gestellt werden, und umgekehrt ist jeder derartige Quotient einer Func- 
tion der durch (2) bestimmten Klasse algebraischer Functionen gleich. 
Bei dieser Darstellnng werden ZShler und Nenner niemals unend- 
lich, und sie verschwinden nur für die Null- beziehungsweise für die Ün- 
endlichkeitsstellen der betreffenden algebraischen Function. 

Die Fundamentalaufgabe dieser Theorie besteht nun darin, alle gan- 
zen Fonnen von (x,, x,^, r^) vollständig aufzustellen, und diese ist völlig 
identisch mit der folgenden: 

Es soll ein vollständiges System von rational unabhängigen ganzen 
homogenen Fonnen 
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gefanden werden, dessen Gesamtdimension 

M = H-o-HfAiH hjAo-i 

eine möglichst kleine ganze Zahl ist. 

Die Aufstellung eines solchen „Fundamentalsystcms" ergieht sich 
nun auf rationalem Wc<ro. nämlich allein mit Hülfe des enklirlisclicn 
Verfahrens. Mit seiner Hülfe beherrscht man vollständig die ganzen 
homogenen Fonnen von (Xj,Xg» i))* ^ besteht nämlich der wichtige Satz: 
Alle ganzen homogenen Fonnen von (z^, z,, und nur sie lassen 
sich in der Form: 

Hüd-lUn-l 

darstellen, wo n,, On-i ganze homogene Formen von (Z|,z,) 
allein sind. 

Mit Beröeksiehtigang des vorigen Satses folgt hieraus unmittelbar: 
Jede algebraische Function cp(x, y) ISsst sich in der Form: 

hV.,-i7J„_, 

darstellen, wo u^,, u„_i, v^, Vn_i ganze homogene Formen 
von (x,, Xj) allein sind. 

Eine nnmittelbare Folge dieses Resultats ist z. B. der sogenannte Kic- 
mann-Roch"schc Satz. 

Den ganzen oder allenthalben endlichen algebraischen Formen, die 
man durch die obige Darstellung durch das Fundamentalsystem völlig be- 
herrscht, steht am nächsten eine grössere Klasse von Formen, welche ich 
als „algebraische Formen erster Gattung^ bezeichnen möchte. Sie haben 
die charakteristische Eigenschaft, dass sie zwar unendlich werden können, 
aber nirgends von so hoher Ordnung als irgend eine rationale Form 
von (x, , X,) allein, deren Nenner an derselben Stelle verschwhidet. Ver- 
mittelst dieser Eigenschaft der Formen erster Gattung, durch welche sie 
ihren Platz zwischen den rationalen ganzen und den rationalen gebroche- 
nen Formen angewiesen erhalten, kann man sie nun ebenfalls vollstän- 
dig mit Hülfe eines Fnndamentalsystems darstellen. Aus dem Fuuda- 
mentalsystem 

for die ganzen Formen kann man nämlich wieder auf rationalem Wege 
ein solches System algebraischer Formen erster Gattung 

(8a) IJ,, . . Tja-l 

ableiten, dass jede Form w der ersten Gattung eindeutig in der Form: 

W = "ö^J«-* HÖB-iTga-l 
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dai^estellt worden kann, dereu Coefficienten u^, Un_i ganze homogene 
Formen von (x, , x,) sind. 

Die Elemente des Fiindamentnl'^y^tems (8a) stehen zu denjenigen 
des Systems (.S) in der oinfacheu Beziehung, dass ihre Dimensionen bc- 
ziehlich gleich — ji^, — jij, ... — jin^i sind, während die des abso- 
luten Fiindamcntalsystems die Werte ji^, jij, u,, i besitzen. 

Ich will die hier angedeuteten Grundsige der Theorie der alge- 
bnischen Formen benutzen, um ein Problem m der Theorie der alge- 
braischen Integrale, nSmlich das der vollständigen nnd rationalen Dar- 
stdlnng der Integrale erster Gattung zu Ideen: Es sei: 

J =: J*cp(x, y)dx 

irgend ein algebraisches Integral, wo x mit y wieder dutcfa die Gleichnng 
(2) zosammenhingt. 

Dnreh die Torher benntste Snbstitotion: 




geht dasselbe dann fiber in: 

wo 9 eine homogene algebraische Form der nullten, ^ also eine solche 
der ( — 2)ten Dimension bedeutet 

Fragt man sich nun, wann ein solches Integral J von der ersten 

Gattung, d. h. wann es allenthalben endlich nnd stetig ist, so ergiebt 
eine einfache Betrachtung den fulgcnden wichtigen Satz : 

Das Integral J ist dann und nur dann ein Integral der ersten 
Gattung, wenn der lutegrand Xj,yj) eine algebraische Form der 

ersten Gatttmu' i^^t. 

Berücksichtigt man also die vorher gegebene allgemeine Darstellung 

der Formen erster Gattung durch das Fundamentalsystem ^f^y»*», lin.i, 
so eigiebt sieh für den Integnmden 9 der folgende AosdmdL: 

wo u„, .. ., Un_i homogene ganze Formen von (x^, x,) mit beliebigen Coeffi- 
cienten sein kininen. 

Alle IntoL Fanden erster Gattung und nur sie sind also durch die 
einfachen Formen 

xii.xj» 1^ 
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homogen und linear mil coiistanten Coefficienten darstellbar; die Expo- 
nenten X| und sind hierbei so zu wählen, dass 

Xj-I-Xj = ond X,>2 

ist, weil ja >j| von der Dimension — jii ist. 

Die Anzahl p aller dieser aoabbängigen Integranden erster Gattung 
ist also 

P = 1)H h(H«-i— 1) = M— n+1, 

d. h. gleich der om Ions vermehrten Gesaratdimension des Fundamental- 
Systems, -?ermindert um den Orad der Oldchong. 

Es lassen sich also alle Integranden erster Gattung linear und 
homogen durch p unter ihnen mit beliebigen constanten Coefficienten 
darstellen, und diese letzteren bestimmen sich einzig und allein durch 
Auflösung linearer Gleichungen, d. h. sie sind rationale Functionen von 
X und y mit ganzzahügeu GoeMcienten. 



Ueber litterarische Unternehmnngeii, welehe greeignet sind, 
das Studimn der MathematÜL za erleiditenu 

Von 

Felix Hfiller (Berlin). 

Die „Deutsche Mathematiker- Vereinigung" hat, entsprechend ihrem 
Zwecke, „die Mathematik nach allen Richtungen hin zu fördern und 
auszubreiten und die Stellung dieser Wissenschaft im geistagen Leben des 
deutschen Volkes nach Gebühr zu heben", unter anderen Aufgaben auch 
die thatkriftige Förderung des « Jahrbnehes über die Fortschritte der Mathe- 
matik^ anf ihr Programm gesetzt. Daranf hinweisend, nnterbrdtete der 
Vortragende VorschUge xn neuen litteraiisehen üntemehmungen, welche 
geeignet sein durften, das Studium der Mathematik zu erleichtem. Er 
betonte besonders das Beduifiais einer Einführung in die mathematische 
Litteratur und den Mangel an Sachregistern zu den bedentendeien mathe- 
matisehen Journalen, referirte fiber einige neuere bibliographische Unter- 
nehmungen und bedauerte, dass die Fortsetzung zu Poggendorff's bio- 
graphisch -litterarischem Würterbuclie noch immer nicht erschienen sei. 
Schliesslich entwickelte der Vortragende den Entwurf zur Herstellung 
eines „Mathcmatisclien Wörterbuches", das bei dem grossen Umfange, 
den die Wissenschaft erreicht liat. iiiul bei der Erweiterung d^r mathe- 
matischen Terminologie heute unentbehrlich geworden ist. Das Material 
zu einem solchen Wörterbuche hat der Vortragende seit 20 Jahren ge- 
sammelt; es enthilt ca. 4000 mathematische Kunstansdrucke und über 
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1200 Namen. Bei der AosfuhniDg, die nur dnroh Mitwirkung vieler voll- 
braeht werden kann, ist nicht eine voIlstSndige, alphabetisch geordnete 

mathematische Encyklopädie ins Auge gcfasst, sondern der Schwerpunkt 
lediglich auf die historisch-litterarische Ergänzung gelegt worden. 



Gestaltliciies über den Verlauf der UaupttangentencurTen 

einer algebrafsehen Flieke* 

Von 

W. Djek (München). 

Die Haupttangenteneurven einer algebraiacben Fliehe bilden bekaont- 
licb ein im reellen Gebiete den hyperbolischen Teil der Fliehe zweifach 
nberdeekendes Canrensystem, welches lings der paimbolischen Cnrve im 
allgemeinen Spitzen aufweist. Es findet (im allgemeinen) nnr an ge- 
wissen ausgezeichneten Ponkten der parabolischen Cum ein besonderes 
Verhalten des Cnnrensystems statt Es lassen sich dabei drei Formen 
von singnlären Punkten unterscheiden, weiche denjenigen einer allgemei- 
nen Differeiitialgloicliiing erster Ordnung (mit einer nnahhängigen Va- 
riable) entsprechen. [Bezüglich des gestaltlichcn Verlaufs des Curvcn- 
systoTus in der Umgebung dieser Sti'llen vergleiche man einen Aufsatz des 
Verf. in den Sitz. Ber. der bayr. Akad. vom J..1801, insbes. Tafel 1 — III 
daselbst.] Dabei ist die Anzahl dieser im allgemeinen stets auftretenden 
singnlären Steilen an eine bestimmte Relation geknüpft, in welche die 
Znsammcnhangszahl (Charakteristik) des hyperbolisch gekrümmten Teiles 
der Fliehe eingeht [Vergl. a. a. 0. § 4]. 

Geometrisch lassen sieh diese singnliren Stellen der Hanpt- 
tangenteneurven dadurch charakterisiren, dass in ihnen die para- 
bolische Cnrve einen Wendeberfihrpnnkt besitzt, in welchem die 
Schmiegnngsebene der parabolischen GnrTe znaammenfillt mit 
der Tangentialebene an die Fliehe. 

Sei 

(1) 0 = ~z+^f,_,y=+i[f.,,^'-^^,,x*'y+^fmxy''+f,„y']-h--- 

die Gleichung der Fläche, bezogen auf ein Coordinatensystcra, für welches 
der Nullpunkt ein parabolischer Punkt, die xy-Ebene Tangentialebene der 
Fläche ist, so bat man für die Gleichung der Schmiegungsebene an 
die parabolische Curve im Nullpunkte: 

(2) ^u(f,.,='-Hf.,.y)-t-vz = 0, 

wo 

(M = P f 
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und 



A = 




lltf 



1 11 •> 



1 1 1 
0 



Die Bedingung, dass dieser Punkt Wendeberührpunkt der parabolischen 
Cunre ist, lautet (Clebsch, Gielle's J. Bd. LXIII): 



man ab von dem eine höhere Smgularität bildenden Falle ^23==^^ für 
^velchen mehr als zwei ilaupttangeiitenrii-lituiigen den betroffenden Flüchen- 
punkt durchsetzen, so zeigt die Gleichung (4), dass je nach dem Ver- 
schwinden von f,,,, A, A' dreierlei Gattungen von ^Veudeberübrpunkteii 
der parabolischen Curve zu unterscheiden sind. 

Die erste Gattung der Wendeberührpunkte, f,|i = f^. ergiebt 
— för sie filUt wegen U = 0 die Schmiegungsebene der parabolischen 
Garye mit der Tangenttalebene z = 0 der Fläche zusammen — die 
singuUren Punkte des Systems der Haupttangentencnryen. 
FQr die beiden anderen Gattungen von Wendeberuhrpunkten, AsO 
bez. A' s 0, ist das Verhalten der Haupttangentencnrven das allgemeine 
(Spitzen). 



Wenn wir eine binäre Form nter Ordnung betrachten und das System 
der ganzen rationalen Invarianten dieser Grundform untersuchen wollen, 
so ergeben sich zunächst aus der allgemeinen von mir entwickelten 
Theorie die fulgeuden drei principiellen Sätze. 1. Der Satz von der End- 
lichkeit der invarianten des vollen Systems. 2. Der Satz von der End- 
lichkeit der irreduciblen Syzygien. 3. Der Satz vom Abbrechen der 
Syzygienkette (vgl. meine Arbeit „lieber die Theorie der algebraischen 
Formen^, Math. Annaien Bd. 36). Es ist nun die weitere Aufgabe der 
Theorie, fiber diese allgemeinen Sfttze hinaus för die Gradzahlen der In- 
varianten und des durch die Invarianten bestimmten FnnctionenkSrpers ein 
allgemeines Gesetz zu finden. Zu einem solchen Gesetze gelangen wir, 
wenn wir aus dem Systeme der Invarianten n — 2 Invarianten Ji , J,, Jn-s 
answShlen derart, dass jede andere Invariante eine ganze algebraische 
Function dieser n — 2 Im'arianten ist. Die M9g1ichkcit der Bestimmung 




lieber volle Invariantensysteme* 

yon 

David Ulbert (Königsberg). 
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solcher Invarianten sowie die Eigenschaften derselben habe ich in den 
Göttinger Nachrichten 1091 entwickelt Die Qiade der Invarianten 
Jj, J,, .. ., Jn_2 beaeichnen wir mit v,, v,, . . ., v,, ... Die übrigen 
iDvarianten sind die ganzen Functionen eines algebraischen Fonctionen- 
körpers. Der Grad dieses KSipeis sei g. Bezeichnen wur die Anzahl 
aller deijenigen Invarianten, deren Grad ^ p ist» mit ^(pX bo zeigt sich, 

dass ^ a für unendlich wachsende p sich einer endlichen Grenze nähert. 
pi»-2 r 

Es gelingt, diese Grenze auf zwei Terschiedene Weisen auszuwerten, und 
durch Gleiehsetzen dieser beiden Ausdrucke gelangen wir zu der folgen- 
den Formel: 

g 

-..^,i(;r-(:)(:-r--(«."-j»-) 

(n ungerade). 

Dieselbe best&tigt sieh in der That, wie man leicht sieht, in den* beiden 
bisher berechneten FflUen: denn es wird: 

für n = i>, V, =4, v,=8, v, = 12, gn3 

und 

für n = G, = 2, v, =4, = Ü, = 10, g = 2. 



lieber Conflisrurationen, welche sich ans gegebenen Ranm- 
elementen durch blosses Schneiden und Yerbindeu ableiten 

lassen. 

Von 

L ScbÖBllieS (Göttinfren). 

Es handelte sich darum — im Anschluss an den Vortrag des Herrn 
Wiener — zu prüfen, ol) die Configuration 9,, welche durch ein in 
zwei Gerade einbeschriebencs Sechseck bestimmt wird, unter den genann- 
ten Configurationen auftreten kann. Sind die Banmgebilde, von denen 
man ausgeht,. in allgemeiner Lage, so ist dies nicht der Fall. Um dies 
zu zeigen, genügt es, als erzengende Ranmgebilde allein Funkte voraus- 
zusetzen; jedes andere Gebilde kann nSmlicb durch die es erzeugenden 
Punkte ersetzt werden. Dies hat deshalb auf den Beweis keinen Ein- 
fluss, weil die folgende Untersuchung sieh nicht auf die ganze rium- 



Digitized by Google 



D. Hilbert, A. Schönllies. 



63 



liehe Configuraüon, soodem vielmehr auf jede iu ihr enthaltene Teilfigur 
erstreckt. 

Für den Beweis fassen wir die Configuration als einen Cyklus von 
drei einander ein- nnd umbeschriebenen Dreiecken auf. 

Die eneogenden RaompiiDkte bezeichnen wir dnich 1, 2, 3, . . 
die dnieh ihre Verbindong entstehenden Oeraden durch 12, 13, . . 
allgemein den Raum (X — l)t6r Dimension, welcher durch die Punltte 
If 8, . . X gebt, durch 

Ra— 1 123 ... X, 

so folgt sofort, dass je X — 1 der Zahlen 1, 2, . . ., X einen in R; _i 
liegenden R^-a darstellen, und dass alle durch R^^i laufenden R^ die 
Zahlen 1, 2, . . X, und ausserdem noch eine von ihnen verschiedene 
Zahl enthalten. Diese samtlichen Raumgebilde mögen jetzt den Processen 
des Schneidens und Projicirens beliebig unterworfen werden, so ist die 
Frage, ob sich dabei die ebene Configuration 9, ergeben kann. Ent- 
steht nun irgend einer ihrer Punkte ans einem R^-i, so gilt 
dies von allen Punkten, und es geht jede Gerade ans einem 
Rx hervor. 

Beaeichnen wir die Punkte und Geraden durch dieselben Zahlen, 
wie die Ba^i nnd Rj» denen sie hervorgehen, so gelten folgende 
2wei S&tie: 1. Zwei rerbundene Punkte unterscheiden sich nur in einem 
Element 2. Ist ein Punkt Schnittpunkt zweier Geraden, so enthSlt er 
die gemeinsamen Elemente heider Geraden. 

Nun sei ... 123, wo . . . beliebige, von 1, 2, 4 verschiedene 
Elemente andeuten, eine Dreieckseite, und ... 12, . . . i;} seien die Ecken 
des Dreiecks, so muss die dritte Ecke von der Form ... 14 sein. Die 
bezüglichen Dreieckseiten sind daher von der Form . . . l ."14 und . . . 124. 
Der dritte auf ... 123 liegende Punkt sei ... 2.3. Damit ist die Be- 
zeichnung festgelegt. Aus Satz 2 folgt nun, dass die mit letzterem Punkt 
verbundenen Punkte der beiden anderen Seiten nur ... 34 und ... 24 
sein können. Für die drei Verbindungslinien dieser Punkte würde sich 
daher das gemeinsame Symbol . . . 234 ergeben, was unstatthaft ist. Da- 
mit ist der Beweis fOr beliebige Ausgangspunkte erbracht 

Es folgt noch, dass keine ebene Configuration, welche einander um- 
schiiehene Dreiecke enthilt, durch Verhinden und Schneiden aus belie- 
bigen Punkten eines Rb abgeleitet weiden kann. 
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lieber Geometrie der Zahlen. 

Vuii 

H. Minkowski (Bonn). 

Wenn man far den Raum rechtwinklige Gooidiuaten einführt, so 
entsprechen den Systemen Ton drei ganzen Zahlen discrete Punkte, welche 
derart über den Banm verstrent liegen, dasa sie eine gewisse NShe in 
Bezog aof jede beliebige Raamstelle erreichen. Den Inbegriff aller dieser 
Punkte mit lauter Coordinaten, die ganze Zahlen sind, nennt der Vor- 
tragende das dreidimensionale Zahlengitter; nnter dem Titel «Geo- 
metrie der Zahlen*' begreift er geometrische Stadien dber das drei- 
dimensionale Zahlengitter und über das entsprechende Gebilde in der 
Kbene, und in weiterem Sinne auch die Ausdehnung der Ergebnisse sol- 
cher Studien auf Maiuii<,^faltigkeiten beliebiger Ordnung. Natürlich besitzt 
Jede Aussalze über die Zahlengitter einen rein arithmetischen Kern. Das 
Wert ir(»niL'tric" erscheint aber durchaus am Platze im Hinblick auf 
Fragestellungen, zu welchen die geometrische Anschauung verhilft, und 
auf Untersuchungsmctliodcn, welche fortwährend durch geometrische Be» 
griffe ihre Richtung angewiesen erhalten. 

Der Vortragende hat sich in Betreff der Zahlengitter hauptsächlich 
zwei Fragen gestellt; sie ergänzen einander in gewisser Beziehung, und 
Folgendes ist ihnen gemeinsam: Es handelt sich, wenn speclell vom Räume 
gesprochen wird, jedesmal um eine sehr allgemeine Kategorie von E5r- 
pem, wdche so constmirt werden, dass sie ^en bestimmten Punkt des 
Zahlengitters — es sei dies etwa der Nnllpnnkt — in gewisser Weise 
nmschliessen, und es soll dann jedesmal bei diesen KQrpem eine gewisse 
Eigenschaft in Bezug auf das Zahlengitter allein dnrch die GrQsse des 
Inhalts der Körper zu Stande kommen. 

Die erste Kategorie von Körpern besteht aus allen denjenigen Kör- 
pern, welche im Nullpunkte einen Mittelpunkt haben, und deren Begren- 
zung nach aussen hin nirgends concav ist; und die fragliche Eigenschaft 
für diese Kategorie lautet: Wenn der Inhalt eines Körpers dieser Kate- 
gorie ist, so schlicsst der Körper notwendig noch weitere Punkte 
des Zahlengitters ausser dem I<Iullpunkte ein. 

Die zweite Kategorie von Körpern ist noch nm&ssender; sfe besteht ^ 
aus allen Körpern, welche den Nullpunkt enthalten, und deren Oberfläche, 
vom Nullpunkte aus gesehen, nach jeder Richtung hin nur einen Punkt 
darbietet; und die fragliche Eigenschaft für diese zweite Kategorie lautet: 
Wenn der Inhalt emes K$rpers dieser Kategotie 
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ist, 80 können stets Defonnationen des Körpers angegeben werden, bei 
welchen der Inhalt sieh nicht ändert, der Nullponkt fest bleibt und ge- 
rade Linien gerade Linien bleiben, und nach deren Ausführung alle 
Punkte des Zaiilengitters mit Ausnahme des Nullpuukts ihren Ort ausserhalb 
des Körpers finden. 

Der Vortragende weist auf die ausserordentliche Tragweite dieser, 
in ihrer Aligemeinheit ebenso einfach wie plausibel kiiugeudeu Sätze bin. 



Im Xn. Bande der Acta Mathematiea hat Fran von Kowalevskl eine 
Abhandlung verGifentlieht, welche einen wesentlichen und bedeutenden 
Fortschritt in der Lehre von der Bewegung eines schweren KSrpers um 
einen festen Punkt bezeichnet. Den beiden altberuhmten integrablen Fällen 

dieses Problems wird hier ein neuer hinzugefügt, in welchem die Euler'- 
sclien Differentialgleichungen ausser den drei allgemeinen Integralen ein 
besonderes viertes algebraisches Integral besitzen. 

Dieser Fall ist dadurch charakterisirt, dass zwei der Ilauptträgheits- 
momente einander gleich und doppelt so gross wie das dritte werden, 
und dass der Schwerpunkt in der Ebene der Axen gleichen Trägheits- 
momentes liegt. Vermittelst der vier algebraischen Integralgleichungen 
hat Frau von Kowalevski die Componcnten der Rotationsgeschwindigkeit 
und die Richtnngscosinns zwischen den Axen des Körpers und der Ver- 
ticale dnrch hyperelliptische Functionen ausgedrfickt, deren beide Argu- 
mente sich als lineare Functionen der Zeit ergebe. Bezfiglich der sechs 
anderen Richtungscosinus giebt Fran von Eowaleraki an, sie habe rieh 
überzeugt, dass dieselben sich rational durch Thetafnnctionen datsteilen 
•lassen; sie ▼erzichtet jedoch auf eine würkliche Darstellung derselben in 
Anbetracht der zu erwartenden Schwierigkeiten der Rechnung. 

Diese Schwierigkeiten lassen sich beseitigen, wenn man die Aus- 
drücke der Frau von Kowalevski einer Umformung unterzieht. Der Aus- 
druck, welchen Frau von Kowak\ski für den Riclitungscosinus der 
ausgezeichneten Axe des Körpers crlinlt. ist ein verhiiltnismässig tinfaclier 
Bruch, dessen Zähler und Nenner lioiuügene lineare Aggregate von je drei 

JabrMber. <L Deutschen lUtheia.-V«reiaiganK. L 5 



lieber das KowaleTSbi'sehe Botationsproblem. 

Von 

F. K6tt«r (Berlin). 
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hypereUiptisehen Functionen sind. Weniger einlach sind die Brüche, 
welche die beiden anderen Richtnngscoeinus f und f ' darstellen. Sie 
haben im Nenner das Quadrat des Nenners von ^'^ ™ ZShIer recht ver- 
viclcelte Aggregate zweiten Grades verschiedener hyperelliptischer Func- 
tionen. Nun lisst sich aber der Nenner dieser bdden Ausdrficke in ein 
Fh)dDct zweier linearen Aggregate derselben sechs hyperelliptischen Func- 
tionen zerlegen. Dasselbe gilt von den Zählern der Ausdrucke x, = T+it' 
und = *^ — i-y', und zwar kommt jeder der beiden Factoren des ge- 
meinschaftlichen Nenners in einem der beiden Zähler vor; es sind also 
X, und Xj Brüche, deren Zähler und Nenner homogene lineare Aggre- 
gate derselben sechs Functionen sind. Genauer be-^chrieben, stellen sich 
die beiden Zähler als Summe und Diiferenz zweier aus je drei Functionen 
gebildeten Bestandteile, und die Nenner als Summe und Differenz zweier 
ahnlichen Bestandteile dar, welche sich von den ersteren nur durch die 
Coeüficienten unterscheiden. 

Die genaue Betrachtung dieser Ausdrucke lehrt nun, dass es vor- 
teilhaft ist, statt der Bewegung des mit dem Korper verbundenen Coor- 
dinatensystems diejenige eines dritten Coordinatensystems zu untersuchen, 
dessen eine Axe stets mit der ausgezeichneten Axe des Körpers zu- 
saromenfSUt. Die relative Bewegung des Körpers gegen dieses Goordi- 
natensystem ist also eine Drehung um eine Axe; die Geschwindigkeit 
dieser Drehung ist halb so gross wie die Gomponente der Rotaüonsgo- 
schwindigkeit des Körpers nach der gemeinschaftlichen Axe des Körpers 
und des neu einiiefnlirten l'uurdinatensvstenis. Die lvielitun5rscosinus dieses 
neuen Systems sind Brüche, deren Zähler und gemeinscliaftlicher Nenner 
linear und homogen aus je drei hyperelliptischen Functionen zusammen- 
gesetzt sind. Die Compononten der Rotationsgeschwindigkeit des Systems 
nach seinen eigenen Axen erhält man aus den entsprechenden Richtungs- 
cosinus, indem man im Zähler die Coefficienten durch andere ersetzt. 

Ganz wesentlich ist nun, dass die Coefficienten der in Frage stehen- 
den Ausdrucke sich ebenlaUs durch hyperelliptische Functionen darstellen 
lassen, deren Argumente natnigem&ss constante Grössen sind. So erhält 
man die Bichtungscosinus und die Gomponenten der Rotationsgeschwin-. 
digkeit als Functionen von vier Argumenten; die Form dieser Ausdrücke 
führt auf die gerechtfertigte Vermutung, dass die drei Bichtungscosinus ^ 
Ti> tv Ts ^ Functionen der beiden Wertepaare v,, v, und v^ den- 
selben partiellen Differentialgleichungen genügen, welche auch fSr die 
Bewegung eines festen Korpers in einer Flüssigkeit von Wichtigkeit sind. 

Die Exiütcnz dieser Differciitialglcichuugea ermöglicht uun eine Be- 
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stünmongf der noch fehlenden Riehtnngscosinns in derselben Weise, welche 

ich bei der Bewegung eines gewissen festen Körpers in einer Flüssigkeit 
angewendet habe. 

In den nachfolgenden Formeln haben wir die Bezeichnungsweise des 
Herrn Wolerstrass angewendet, und zwar l)edeuten «j, a.,, a.. ß, 7 die 
fünf Indices 0, 1, 2, 3, 4 in einer pa^^.elld gewaliiteu Aiiurduung. Die 
Zeichen i,^ und i^^ stellen Potenzen von i mit ganzen positiven Expo- 
nenten vor. Von den Argumenten der Thetafunctionen sind v ^ , v', con- 
staute Grossen, während Vj, v^, ebenso wie v^, lineare Functionen der 
Zeit (aat-f-b^) sind. Durch die Xbeta ohne Argument zeigen wir die 
NoUwerke der betreffenden Thetafnneiaonen ao, und endlich soll 

sein. Dann ergeben sich folgende Formeln für die Bewegung des von uns 
eingeführten Coordinatensystems: 

» _ Sigy^»a^fr|8ayKV|, ▼>)arK^l> ^i)gr 

• ^' 2ia»is«,s&i3ayö(v„vg,ö(v;,v;)« ' 

(In diesen, wie in allen folgenden Formeln bezieht sich das D auf a, 
welches die Werte tt^y darchlänfL) 



. . .n, _ 2i:»^(if:i)i«/'»fti8«^ &i3«,o (v.±v;,v,ztiv;x,.^.,,.. 
«i^ip. - 2iat>ia«,ii>i3.,o(v.,vj„{>(v;,v;x 

»^^.ß, _ i:i'.^(:f:l)l--H&^,,^,0,,,^0(v,zhv; , v,=bv;),3ayi 

„,_ti3' ^iay?y(d^l)'"-^^'0l3aA^l8«,U(v,dzv;, V,±:v;),3«^ydua^y 

^ — 2i«»«„,,a,:,,,0(v;,v3)«0(v;,v;)« ' 

2ia0i3a;90i3ay&(v,, vj„^0(v;, v'J^y * 

^ _ Si«ygrOi3a,i^i3ar^(v,, vJ«^r^^W> ^a)ajyy . 

Ans diesen Gleichungen erhalten wir die Ausdrücke für die £ich- 
tnngsGosinag und Componenten der Drehungsgeschwindigkeit des mit dem 
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Köiper fest verbundenen CooidinateDsystems, wenn 

Vf(x.,x,) = -2AA(f(x„x.))+a,Af(x„x,)-4-a,f(x.,z,), 

2iaOi8a/sOi3ayO(v,, V,)^ {>(v', , V * 

ist, vermittelst der Formein: 

u+iv 

Bemerkenswert ist, dass die Grösse, welche zu in derselben Beziehung 
steht wie u und v zu -^^ und Yt> 



Hitteilang über das Dreikörperproblem« 

Von 
L rati (Jena). 

Der Vortragende befasste sich seit einer Reilie von Jahren mit dem 
Dreikürperproblem von einer andern Seite her, als es gewöhnlicli geschieht. 
Die Untersuchungen sind inzwischen zum Abschluss gekommen und haben 
zu einer vollständigen demnächst m veröffentlichenden Theorie geführt, 
die eine Uebersicht über das ganze System der möglichen Bewegungen 
punktförmiger Körper gewührt, die sich nach dem Newton'schcn Gesetz 
ansehen, woran sieh auch die notwendigen Rechnungen anschliessen. 
Ein veieinfaditer Fall giebt ungefähr eine Vorstellung von den einzufüh- 
renden neuen BegiÜEiBn: 

Von den did gegebenen Körpern befindet sich der eine (1) in Ruhe. 
Um seinen Ort ala Mittelpunkt bewegt sich KSrper (2) gltiehmSssig in 
einer Kreisbahn. KSrper (3) wird von beiden angezogen, jedoeh so, dass 
die Hasse m,, mit der Körper (2) anzieht, sehr klein ist Dann kann 
man sieb eine unendliche Menge yerschiedener ebener Bewegungen denken, 
die sieb folgendermassen aus „ Gliedern zusammensetzen. Nach je einem 
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endliehen Zeitabstand kommt K5rper (3) immer wieder in eine N&he des 

Korpers (2) von der Ordnung m^. In der Zwischenzeit bewegt sich 
Körper (3) zufolge der gemachten Voraussetzungen in einem annähern- 
den Kegelschnittbogcn um Körper (1). Bei Gelegenheit der räumlichen 
Annäherung von (3) au (2) in der angegehenen Ordnung bewirkt (2) 
in einem Zeitteil von der Ordnung m^, eine endliche Abäiidening der Ge- 
schwindigkeit des Körpers (3) in Grösse und Richtung, sodass jene aufein- 
ander folgenden Kcgelschiiittbdgeu wesentlich verschiedenen Kegelschnitten 
angehören. Die relative Bewegung des Körpers (3) um Körper (2) in 
einem Zeitabschnitt der Grüssenordnung um einen Zeitpunkt der gröbs- 
ten Annihemng beider Körper hemm geht in einer annähernden Hyperbel 
vor sich, deren Linearmasse von der Ordnung m, sind und deren Asympto- 
ten die Tangenten jener anderen Kegelschnittbogen sind. Solche Be- 
wegungen kann man sich willkfirlich zusammensetzen: Jene aufeinander 
folgenden (annähernden) Kegelschnittbogen werden, bis auf die Grössen- 
ordnung m, genau, willkürlich vorgeschrieben, nur dass das Bestehen der 
schon Jacobi bekannten einen algebraischen Integralgleichung dne ein- 
zige Bedingung auferlegt. Dann bleibt für das Mass der Annähemng des 
Körpers (3) an (2) nach je einem solchen „Glied'' der Bewegung ge- 
rade noch die Mannigfaltigkeit übrig, dass in der besprochenen Weise 
der Uebergang aus jedem Glied in das näclistfoltrende bewirkt werden 
kann. Es kommt darauf an, ein vollständiges Syst^n der iiiuL^lirlien Glie- 
der auch für das allgemeinere Problem aufzustellen mit ge» iLMu ton Defi- 
nitionen, die für alle Parameter des Problems, namentlich der Massen mik, 
womit je ein Körper i den Körper k anzieht, passen. Dies gelingt, und 
zwar auch in der Verallgemeinerung auf die allgemeinsten Hassen m^ic und 
auf die Bewegung im Raum. Jene besonderen erwähnten Glieder sind 
natürlich nur sehr specielle. Complexe Bewegungen mfissen zunächst mit 
berficksichtigt werden. Die Definitionen der „Glieder^ und der Abschnitte*', 
in denen sie zusammenstossen, enthalten teils topologisehe, teils quantitative 
Bestimmungen. Die hauptsächlichsten zu überwindenden Schwierigkeiten 
bestanden im Beweis, dass man bei dieser Vereinzelung sämtlicher ver- 
schiedenen Bewegungen auch sämtliche möglichen Bewegungszustände erhält, 
d. h. das vollständige System aller Bewegungen. Die Schwierigkeiten be- 
treffend Convergenzbeweise von Kcihcii fallen hier weg, da Keihcnentwicke- 
lungen nicht zu den Definitionen benutzt werden, sondern erst nachträglich 
zu Zahlen- uiul Tabtllenlu'ieclimingen, wenn der Charakter des Verlaufs der 
Bewegungen schon vorher feststeht. 

Der Vortragende beabsichtigt mit diesen sehr weitbin anwendbaren 



Digitized by Google 



70 



Bericht nber die wissenschaftlicben Sitzungen. 



BegriiFen eine Theorie der DichtÜnearen Differeniialgldehnngen, bez. -Glei- 
changssysteme, die bisher unmöglich war, zu entwickeln. Er wies auch 
auf die Notwendigkeit der Einführung fthnlicher Begriffe wie dieser „Glie- 
der** in die analytische Zahlentheorie hin. 



lieber bedingte Biegongen kniiiimer Flädieik 

Von 

F. St&ckel (UaUe a. S.). 

In der von Gauss begründeten Theorie der Biegung krummer Fliehen 
handelt es sich zunichst um die Untersuchung der beiden Probleme: 
Wie erkennt man, dass zwei gogebene Fliehen m einander durch Biegung 
übergehen können? und: Welches sind alle Biegungsflächen einer gege- 
benen Fliehe? In neuerer Zeit sind aber auch Probleme anderer Art auf- 
getreten, bei denen Fliehen daraus ermittelt werden sollen, dass sie 
Bietrungen zulassen, welche gewissen Bedingungen genügen. Eine solche 
Aufgabe findet sich in lueiuer Inauguiahlissertation: Ueber die Bewegung 
eines Punktes auf einer Fläche (Berlin. 188')). Ks ist gegeben eine 
Flächenschar U (x, y, z) = a, und es wird gefragt, ob es eine Fläche giebt, 
die sich stetig so biegen IHsst, dass ihre Punkte bei der Biegung stets auf 
der Fläche der Schar bleiben, auf der sie ursprünglich lagen. Dio Lö- 
sung dieser Aufgabe ist für die Dynamik von Wichtigkeit. Fasst man 
nämlich U(x, y, z) als Kräftefunction auf, so gilt der Satz, dass bei den- 
selben Anfangsbedingungen ein bewegter Punkt auf der gebogenen Fliehe 
gerade die Bahn durchliuft, die aus der Bahn auf der orspr&nglichen 
Fliehe durch die Biegung henrorgeht 

Den Fall, dass die Flichenschar Usa aus parallelen Ebenen be- 
steht, habe ich in meiner Dissertation erledigt Ein weiteres Beispiel sol- 
cher Biegungen giebt der bekannte Satz von Hemi Schwarz, dass jede 
Uinimalfliche sich stetig so biegen lisst, dass sie Minimalfläche bleibt. 
Wird ein Punkt der Fläche festgehalten, so beschreiben die anderen bei der 
Biegung Ellipsen, die in Kbcnen liegen, welHic durch jenen Punkt gehen. 
Es lässt sich nun. wie ich an anderer Stelle ausführlich beweisen werde, 
das Unigekelirtc behaupten. Lässt sich eine Fläche, während einer ihrer 
Punkte festgehalten wird, so biegen, das^ alle ilire Punkte Bahnen be- 
schreiben, die in Eigenen durch diesen Punkt liegen, so ist die Fläche not- 
wendig eine Miniuialtläche, und die^o Ki-jon^rhaft bleibt bei den Biegun- 
gen der verlangten Art erhalten". Andere Lmkehrungcn des Schwarz'schen 
Satzes findet man bei Darboux, Theorie des surfaces, T. I. LivrelH. Chap.V. 
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Ueber die Abwlekelnngr Ton Botationsüftcheii mit constimteiii 
BegatiTeii Kr&mmnnggiiuiss auf eininder. 

Von 

A. Wangerin (Ilalle a. S.). 

Zur Aufstellung der endlichen Formeln für die Abwiekeliing einer 
RotationsflSche mit constantem negativen Krümmungsmass auf der Pseado- 
Sphäre mit gleichem Erfimmnngsmass bedurfte es bisher einer langen und 
umstSndlichen Rechnung, die sich auf die Theorie der geodätischen Polare 
coordinaten stfitaste. Der Vortragende giebt zar Ableitung der in Rede 
stehenden Formeln eine einfachere Metliode an, welclie die Kenntnis der 
geodätischen liinien jener Flächen nidit voraussetzt. Die Methode hcstoht 
darin, zimäclist die allgemeinsten Gleichungen für die conforme Abbildung 
beider Flächen auf einander zu suchen; und diese kann man unmittel- 
bar aus den Fornu'ln für die Bogcnclemente der Flaclieu ablesen. J)ie 
Abwickelung aber kann als ein specieller Fall der conformen Abbildung 
au fgefasst werden : um die Formeln für die Abwickelung zu erhalten, ist 
es daher nur nötig, die bei der Abbildung auftretenden willkürlichen 
Functionen passend zu bestimmen. Diese Bestimmang nun Ifisst sich 
auf die Ermittelnng zweier Functionen F(Q und F^(ii)) mit den von ein- 
ander nnabh&ngigen Argumenten ^ i} zurückfuhren, welche der Fnnctional- 
gleiehung 

(1) l-F($)F,(r,) = ±(J + rJl/K'(p;(^ 

genügen. Dabei bezeichnen F' und F',, wie üblich, die Ableitungen von 
F nnd F, . Es gelingt ohne Schwierigkeit, die der Bedingung (1) genü- 
genden Functionen zu finden, und danach bedarf es nur noch einer Zer- 
legung eines complexen Ausdrucks in seine Bestandteile, nm zum Ziele 
zu gelangen. Als Resultat der Rechnung ergiebt sich folgendes : Fär die 

Pseudosphäre mit dem Krümmungsmass ^ sei p der Radius eiues 

Parallelkreises, 9 der Winkel, den p mit einer festen Meridianebene bildet 

Für eine andere Rotationsfläche mit dem Krümmungsmass ^ mögen 

die analogen Grössen mit r, u bezeichnet werden. b sei die in 

der Gleichunti der zweiten Fläche neben a auftretende Cuiistante, und 
zwar sei zunächst b<Ca (während für die Pseudosphäre b — a ist). 
Dann bestehen zwischen p, <p einerseits, r, o andererseits folgende Glei- 
chungen: 
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tg-J— (t>— 0.) , ^"^ 

Oiese Formeln siiul dio allgemeinsten für die Abwickelung der beiden in 
fiede sieheudeu Flächen auf einander, da sie drei willkürliche Constanten 
ü„, a enthalten. Für den Fall b >• a gelten die Formeln (2) eben- 
falls, nur hat dann die willkürliche Constante a einen rein imaginiien 

Wert. Setzt man a = mya* — b*, so kann man anch sn dem Falle b ss a 
ubergehen, d. h. zur Abwickelung der PseudosphSie auf sich selbst. Die 
Gleichnngcn (2) lassen sieb leicht nach p und 9 — 9„ auflösen, und durch 
Combination beider Formen Jener Gleichungen gelangt man unmittelbar 

zu den allgemeinsten Formeln für die Abwickelung zweier beliebigen 
ixotationsflächen mit constantem negativen Kriinnnungsmass auf einander. 
Die hier an einem Beispiel entwickelte Methode lässt sich auch in ande- 
ren Fällen mit ^^utzen verwenden. 



Ueber die Differeniialglelehuii^cii der hyperelliplischen 

Thetafuncüoueii. 

Von 

L VUlhelii (Halle a. S.). 

Das Integral 

r dx 

tt 5= - 

hat ür. Weierstiass durch die lineare Substitution auf die Form 



1/48*— g,8— g, 

gebracht, wo g, und g, die Invarianten Ton Äx^+4Bx*+6Cx*H--4Dx+E 
sind: 
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Aus der obigen Gleichung folgt, da 

a'lgd 
c^u-- 
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ist, d«B8 



B 



B 



C— 



d^gd 
du' 



C+2. 



E 



Durch weiteres Differentüren eigiebt sich: 



Diese beiden Gldcbungen (A) und (B) gelten nicht nur ffir die ungera- 
den Thetafnnctionen, sondern för alle Thetafunctionen, da 

au* ~ öu' 

*«st. 

Zwischen den partiellen Ableitungen zweiter, dritter und vierter Ord- 
nung der hyperelliptischen Thetafnnctionen bestehen nun bekannt- 
lich ebenfalls partielle Differentialgleichungen. Ich habe kürzlich gefun- 
den, dass sich dieselben, wenn die Thetafnnctionen die durch 
Herrn Klein eingeführten Invarianteneigenschaften haben, anf 
eine den Gleichungen (A) und (B) gans analoge Form bringen 
lassen. Diese möchte ich hier mitteilen. 

Falls den Thetafnnctionen die Gldchnngen 

x.dx^ 3^dx, 
2l/f(x.) 2l/f(x3) ' 



du, = 



dn, = 



dx. 



dXj 



wo 



f(x) = Ax''4-6Bx*-Hl5Cx*-|-20Dx'-hl5Ex'-H6Fx-HG 
ist, zu Gründe liegen, so hat man die Determinante R = 

a*lgö 



A, 
3B, 



3B, 



9C— 



d'lgtf 



ön» 



OD-.^. 



ÖnJ ' 



du' 



9D— |. 



9E— 



ou,c;u.^ 



D-Hi 
3F 



C?UjÖU, 

f^^lgö 



3F, 
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notwendig. Bezeichnet man nSmlieh die Snbdeterminanten hiervon mit 
Rftji, so bestehen die Gldcfanngen 

( =(-l)'+^-^M6.Ri-Hi.ir^.i, 
welche als der Relation (A) entsprechend angeschen werden müssen, 

Die Uebersichtlichkcit der Differentialgleichungen lässt sich noch da- 
durch bedeutend vennehren, dass man sie mit Hülfe der vollkommen be- 
liebigen Variabein v und w zosammenfssst: 

*• \ ouj dn-du^ Oü,du.J dal J 



■ 



0, 1, —3», 3v', -v", 

-3w, 3B, -4-' ^^4 ^1^'^'^+^ 4" 

3w', SC+i- — ^ V , 9D— i 9E - , 3F 

" ou; * Oll, du., öuj 

Dazu kommt noch die bemerkenswerte Differentialgleichung; 

R ^ 0, 

zu welcher eine analoge bei den i llijUischen Functionen nicht besteht. 

T)it' 1 »ifferentialgleichunLren für die vierten partiellen Ableitungen der 
Thetafunctionen will ich sogleich mit Hülfe der beliebigen Variable w zu- 
sammenfassen. Dadurch erhalte ich: 

+4^''- ^«vL. +4^- s^L-. + 



(Bi; 



da| dujdn, dujduj da,daj da* 

eine Gleichung, die (H) entspricht. 

Die Gleichuiigtin (AI), (Ala) und (BI) gelten lür alle geraden und 
ungeraden Thetafunctionen. 

Zum Schlüsse möchte ich noch bemerken, dass ich diese Differential- 
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gleiehnngen ans den Relationen: 

\ dül öujdii:; öujöu, du* ) 

Jb. -3E. . _G. ) 

• MM» — ^ - • ^ — • S^SS \ß 

da^dü^ dal öu'^ ciu^^uj 

abgeleitet babc. 



lieber eine elementare Frage der Mannigfalügkeiiblehre. 

Von 

Georg GtBter (Halle a. 8.). 

In dem Aufsatze, betitelt: lieber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller 
reellen algcbraischon Zahlen (Journ. für Math. Bd. 77, S. "208), findet sich 
wohl zum ersten Male ein Beweis für den Satz, dass es unendliche 
Manniirfaltigkeiten {riebt, die sich nicht gegenseitig eindeutig auf die Ge- 
samüieit aller endlichen ganzen Zahlen 1, 2, 3, . . v, . . . beziehen 
lassen, oder, wie ich mich auszudrücken pflege, die nicht die Mächtigkeit 
der Zahlenreihe 1, 2, 3, . . ., v, , . . haben. Aua dem in § 2 Bewiesenen 
folgt nSmlieh ohne weiteres, dass beispielsweise die Gesamtheit aller reellen 
Zahlen eines beliebigen Intervalles (a...p) sich nicht in der Reihenform: 

vorstellen ISsst. 

Es ISsst sich aber von jenem Satze eüi viel einfiicherer Beweis liefern, 
der nnahhingig von der Betrachtung der Irrationalzahlen ist. 

Sind nämlich m und w irgend zwei einander ausschliessende Charak- 
tere, so betrachten wir einen Inbegriö M von Klenienten; 
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welche von unendlich vielen Gooidinaten x,, x,, . . x^, ... sbhSngen, 
wo jede dieser Coordioaten entweder m oder w ist H ad die Gesamtheit 
aller Elemente E. 

Zn den Elementen Yon H gebSren beispielsweise die folgenden drei: 

E' = (m, m, m, m, ...), 
£11 == (w, w, w. w, ...), 
E'" = (m, w, m, w, ...). 

1(1) behaupte nun, dass eine solche Mannigfaltigkeit M nicht die Mächtig- 
keit der Beihe 1, 2, . . ., v, ... hat. 
Dies geht ans folgendem Satze hervor: 

«Ist E,, E,, . . Ey, . . . irgend eine einfach unendliche Reihe von 
Elementen der Mannigfaltigkeit M, so giebt es stets em Element E^ von H, 
welches mit keinem E,, nberelnstimmt.^ 

Znm Beweise sei: 

= (aa i , a2,2 , . . . , &-2,v , . . .), 
= (^a,^ 1, a^oj ••• 5 •)• 



Hier sind die a^,y in bestimmter Weise m oder w. Es werde nan eine 
Reihe b^, b^, . . b^, . . so defipirt, dass b^ auch nur gleich m oder w 
und von a„,,, verschieden sei. 

Ist also ar,y = m, so ist b,, as w, nnd ist a,r,v sss w, so ist b,r s m. 

Betrachten wur alsdann das Element: 

E, =s (b,,b,,b„...) 

von M, so sieht luau ohne weiteres, dass die Gleichung: 

E„ = E„ 

für keinen positiven ganzzahligcn Wert von ^ erfüllt sein kann, da sonst 
für das betreffende )a nnd für alle ganzsahligen Werte von v: 

b|> ^= ^ftf9f 

also auch im besondem: 

wSre, was durch die Definition von b^ ausgeschlossen ist Ans diesem. 
Satze folgt unmittelbar, dass die Gesamtheit aller Elemente von M sich 

nicht in die Reihenform: E,, E.^, . . E,, . . . bringen lässt, da wir 

sonst vor dem Widerspruch stehen würden, dass ein Ding sowohl Ele- 
ment von M, wie auch iiiclit Element von M wäre. 

Dieser Beweis erscheint nicht nur wegen seiner grossen Einfachheit, 
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sondern namentlioh auch aas dem Grande bemerkenswert, weil das darin 
befolgte Princip sieh olme weiteres aof den allgemeinen Satz aasdehnen 
lisst, dass die HSchtigkeiten wohldefinirter Ifannig&Itigkeiten kein Haxi- 
mnm haben oder, was dasselbe ist, dass jeder gegebenen Mannigikltig- 
keit L eine andere H an die Seite gestellt werden kann, welche Ton 
stfirkerer Mftchtigkeit ist als L. 

Sei beispielsweise L ein Linearcontinaam, etwa der Inbegriff aller 
reellen Zahlgrösseri z, die ^ 0 und < 1 sind. 

Man verstehe unter M den Inbegriff aller eindeutigen Functionen f(x), 
welclie nur die beiden Werte 0 oder 1 aimehmeu, während x alle reellen 
Werte, die ^ 0 und ^ 1 sind, durchläuft. 

Dass M keine kleinerr Mäciitigkeit hat als !>, folgt daraus, dass sich 
Teilmengen von M angeben lassen, welche dieselbe Mächtigkeit haben, 
wie L, z. B. die Teilmenge, welche aus allen Functionen von x besteht, 
die für einen einzigen Wert von x den Wert 1, für alle andern Werte 
von X den Wert 0 haben. 

Es hat aber aach H nicht gleiche MSchtigkeit mit L, da sich sonst 
die Hannigfsltigkeit H in gegenseitig eindeutige Bexiehung zu der Verftn- 
derlichen z bringen Hesse, und es könnte M in der Form einer eindeu- 
tigen Function der beiden Verfindeilichen x nnd z: 

9(x, z) 

gedacht werden, so dass durch jede ßpecialisimng von z ein Element 

f(x) = cp(x, z) von M erhalten wird und auch umgekehrt jedes Element 
f(x) von M aus <p(x, z) durch eine einzige lustiuimto Sixcialisinmg von z 
hervorgeht. Dies führt aber zu einem Widerspruch. Denn verstellt man 
unter g(x) diejenige eindeutige Function von x, welche nur die Werte 
0 oder 1 annimmt und für jeden Wert von x von cp(x, x) verschieden 
ist, so ist einerseits g(x) ein Element von M, andererseits kann g(x) 
durch keine Specialisirung z = aus ^(x, z) hervorgehen, weil 9(2,, z^) 
von g(z<)) verschieden ist. 

Ist somit die Mächtigkeit von M weder kleiner noch gleich deijenigen 
von L, so folgt, dass sie grosser ist als die Mächtigkeit von L. (Vgl. 
Crelle's Jonmal, Bd. 84 S. 242.) 

Ich habe bereits in den ^Grundlagen einer allgemeinen Mannigfoltig- 
keitslehre' (Leipzig 1883; Math. Annalen Bd. 21) durch ganz andere 
Httlfsmittel gezeigt, dass die Mächtigkeiten kein Maximum haben; dort 
wurde sogar bewiesen, dass der Inbegriff aller HSchtigkeiten, wenn wir 
letztere ihrer Grösse nach geordnet denken, eine „wohlgeordnete Menge** 
bildet, so dass es in der >t^atur zu Jeder Mächtigkeit eiuc nächst grössere 
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giebt, aber auch aof jede ohne Ende steigende Menge Ton HIchtigkeiteii 
eine nSchst gr&ssere folgt. 

Die ^Mlcbtiglceiten** repritoentiien die eimdge und notwendige Ver- 
allgemeinerang der endliehen „Cardinalzahlen**, sie sind nichts anderes 
als die actuaUunendlich-grossen Cardinalzahlen, and es kommt ihnen die- 
selbe Realität und Bestimmtheit zu, \sie jenen; nur dass die gesetzmfissi- 
gen Beziehungen unter ihnen, die auf sie bezügliche „Zahlentheorie** zum 
Teil eiiu' andersartige ist, wie im Gchicto des Endlichen. 

Die weitere Erschliessung dieses If'eldes ist Aufgabe der Zukunft. 
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BückbUck*) auf die ältere Periode von 1841—1867. 

Wir feiern tm Zeit das fnnfngjShiige Jubiläum der InTaiiaDtentheorie. 
Wohl reichen die Wnrseln derselbm in frühere Zeiten hinein: es sei hier er- 
innert einmal an die von Lagrange und Gauss**) begr&ndete Theorie der 
quadrati8cheii(ganzsahligen)Formen Ton zwei and drei Verlnderlichen, ande- 
rerseits an die durehPoneelet ins Leben gerufene, durch Chasles, Möbius, 
Plücker und Steiner weiter ausgebildete projectiyische Geometrie***). 

*) Eine Reihe von Litteratumachw eisen tindet sich in Salmon's Modem 
Iiigher Algebra, 4. Edition, Dublin 1885. Tgl. die erweiterte deutsche Aus- 

gäbe von Fiedler, 2. Auflage, Leipzig 1877. Im Folgenden mit „Salmon** resp. 
„Fiedler" citirt. Eine Zusammenstellung der auf die binäroii Formen bezüg- 
lichen Litteratur findet sich auch in der von Walter und JSüther besorgten 
deutschen Ausgabe von Vvk di Bruno*e «Theorie der bin&ren Formen". Leipzig 
1881. Im Folgenden mit „Brimo" citirt. 

**) Lagrauge constatirt in den Fjeriiner Abhandlungen 1773 S. 205 die 
Invarianz der Discriminante vun ux-H-2bxy-t-cy''* beim Uebergange von x zu 
x + Xy, vgl. Salmon S. 343. Bei Gauss, Disquisitiones Aritiim. (1801), bildet 
die allgeinoine lineare Transformation die Grundlage der binären und tcrnfuen 

äuadratischen Formen, deren Discriminunten als Invarianten nachgewiesen wer- 
en. In den art. 267, 268 wird gezeigt, wie die Reciproke (forma adjuncta) 
der ternüren Form bei der »transponirten* Substitution unge&ndert bleibt. 
(Vgl. Salmon S. 344.) 

Die ersten Anfange der symbolischen Darstellung kann man nach (iordan 
(tfath. Ann. YII S. 88) hi Arbeiten von Cauchy, Boole, PfafT, Jacobi Terfolgen; 
weitere Analogien bot die Variationsrechnung (1. c. S. 37). 

Der von Cauchy 1812 in voller Allgemeinheit aufgestellte Multiplicatious- 
Mitz der Determinanten lässt sich ungezwungen als Beispiel für den invarian- 
ten Charakter einer heutzutage als identisch beseichneten Govariante auffassen. 
In der That ist dies der Ausgangspunkt der Cayley'schcn Betrachtun2:eu. 

Eine andere Art von Vorstufo zur luvariantentheorie bildet die Darstel- 
lung quadratischer Formen als Summen von Quadraten vermöge orthogonaler 
Transformationen, bezüglich derer man Baltzer*S Determinantentheorie ver- 
gleichen mag (Lagrange, Laplace, Cauchy, Lebesgue, Jacobi). Endlich gehören 
hierher noch eine iieihe von vorbereitenden Sätzen Joachimsthai's über die 
Discriminante, die Taylor'sche Reihe u. s. w., sowie einige Beispiele TOn »Diffe- 
rentialinvarlanten" bei Cauchy. 

***) Als die beiden Hauptraomente , welche hier in Betracht kommen, 
gelten wohl einmal die Rolle, welche das Doppelverhältuis als (irrationale) ab- 
solute Invariante spielt, sodann die Theorie der Polarreciprocit&t. Eine be- 
sondere Würdigung jeuer Geometer, vom Standpunkt der Algebra aus, giebt 
Clebsch in seiner Plücker-Biographie, Göttinger Abh. XVI S. 1—32. 

Jabresbw. d. l>«uucli«u ll«tli«iii.-VerainiKniig. 1. 6 
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Indessen datirt man doch die eigentliche Invariantenfheorie eist seit 
jener Arbeit des Englinders Boele*) yom Not. 1841, in der nicht nnr 
allgemein die Invarianteneigenschaft der Discrimlnanten nachgewiesen, son- 
dern auch ein einfaches Princip angegeben wird, wie man über die letz- 
teren hinaus zu simullaiion Invarianten von Formen gelangt. 

Kurz daniul (Februar ls42) zeitH liuole**), dass die Polaren einer 
Form f zu einer ausgedehnten Klasse \ un Covarianten, d. i. zu invarianten 
Bildungen führen, welche ausser den Cocfßcienten von f (und denen von 
linearen Hülfsformen) noch die V'ariabeln enthalten. 

Drei Jahre darauf (1845) hat sich Cayley***) der neuen Richtung 



•) Cambr.MatI). .lonrn. III S. 1— 20. Die Arbeit ist dalirt vom 28. .\pril 1841. 

Boele verallgeuieiuert die orthugoiiale Transforuiation quadratischer For- 
men dahin, dass er nach den Bedingungen fragt, unter welchen zwei vorge- 
h^frtf Paare von homogfucn Formen gleicher Ordnung q, Q; fj', Q' vermöge 
linearer .Substitution der Variabein in einander über^feführt werden können. 
Als notwendige (wenn auch durchaus nicht immer hiureiclieude) Bedingung 
ergiebt sich ihm, da^s die gleich Null gesetzten Discrimlnanten von qH-XQ, 
zu den n&mlichen «Jleirhungen in X führen müssen. Daraus fliesst 
ab CuruUar, dass die Discrimiuauten von q und <[' nur um eine Potenz der 
Snbstitutionsdeterminante dilTenren (I.e. p. Ii*). Der vollsandige Beweis hier- 
für nebst der genauen Angabe des i)ez. Potenzexponeuten wird von Boole erst 
drei Jahre später geliefert, Cambr. Math. Journ. IV fNov. 1844), S. 1<)7— 171. 

Es ist nicht ausser Acht zu la.ssen, dass im Jahre lö41 auch die Ab- 
handlung Jaeobi*s über Functionaldeterminanfen erschien, Journ. fiSr Math. 
XXII S. 310— 359. Dieselbe trägt kein Datum, indessen ist die voraufgehende 
grosse Determinantenarhcit von Jacobi mit dem Datum des 17. März 1841 ver- 
.<ieheu, eine kleiuere, später tulgeude Arbeit desselben Verfassers mit dem des 
18. März 1841. 

In df^r erstgonannton Aldiandlung erscheint als eine fundamoiif;iI(> Eigen- 
schatt der Functionaldcterminunton, dass sie sich bei ganz allgemeinen Trans- 
formationen der Variabein bis auf einen Factor, der selbst wiederum eine 
Functioualdeterminante ist, reproduciren. Hiervon wird eine Anwendung auf 
die TraIl^funllation violfacher Integrale gemacht. ,\Is specieller Fall des ge- 
uanuteu Satzes tritt die Combi uauteneigeuscbaft der Resultante zweier binärer 
Formen f, g gleicher Ordnung henror, d. i. die Aendemng der Resultante um 
eine Pt t ii/. von Xji.'— X'ia, wenn f, g durch Xf-+-utg, X'f-j-jji'g ersetzt werden. 
Vgl. darüber den ersten Band der Gordan'scben Vorlesungen hg. TOn Kerscben- 
steiner, Leipzig 1885. 

**) Cambr. Math. Journ. III S. 106—119. Hier werden die Brffebnisse der 
ersten Abhandlung auf mehr als zwei Formen. Ite auch \on ungleicher Ordnung 
sein können, ausgedehnt. Durch totale DillVientiation der vorgclejjton Formen- 
äquivalenzeu wird die Aufgabe auf die Aequivaleux von Differentialformen 
gleicher und dabei möglichst niedriger Ordnung zurückgeführt. Der Meinung Sal> 
Mioirs (S..^44), dass Boole hiermit den Satz begründet habe, dass Invarianten von 
Polaren Covarianten der Grundform seien, kann sich derKetV rs nt nicht anschliessen. 

♦**) Collected Math. Papers Vol. 1, S. 80—94, 95—112. Die zweite dieser 
Arbeiten erschien ISid. 

Die Invarianz der betraclitetenFormen tritthierdurchgängig 
als eine Erweiterung des M u Itiplicationssatzes der Determinan- 
ten auf. Die Erweiterung selbst gebt in doppelter Richtung vor sich: ein- 
mal werden Determinanten höheren Ranges gebildet, die sich aus («!)" Olie- 
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bemächtigt, und baut sogleich eine systematische Symbolik auf, den Yon 

ihm so genannten „Hyperdeterminantencalcül", mittels dessen es gelingt, 
auch für eine einzelne Form beliebig zu vermehrende lieihen von Invarian- 
ten zu bilden. 

„Aus diesem Calcül ist^, nach den Worten von Salmon*), „die mo- 
derne Algebra entsprungen". 

Etwas früher (1844) hatte schon fiisenatein**) die einfachsten In- 
dern zusammensetzen, andererseits wird ein ganzes Aggregat von Determi- 

minanten unter der Form einer Matrix zusammengefasst. Die Determinanten 
höheren Ranges sind von Cayley bereits 1843 (1. c. 63—79, zweite Hälfte) ein- 
geführt; die Abkürzung in der Bezeichnung ist eine erste Art von Symbolik. 
Die Anwendung dieser Ideen auf eine vorgelegte iTform nter Ordnung in m 
Variahein vollzieht sich in der Weise, dass dieselbe zunächst ersetzt wird 
durch eine Form, welche in n Reihen von m Variabein je linear ist, weiche 
alle verschiedenen Substitutionen unterworfen werden können. Der Boole*- 
sche Discriininautensatz erscheint jetzt in dem Lichte, dass sich die ursprüng- 
liche und die transformirte Discriminante um eine Potenz des Productes sämt- 
licher u SubstitutionsdetenDinauteu unterscheiden. 

Naehtrftglieh lassen sich einige oder alle n Variabelnreihen wieder identi« 
üciren, nur nicht in den für die Invarianten aufgestellten linearen partiellm 
Differentialgleichungen (S. 84), welche wiederum der Ausdruck für eine elemen« 
tare Deterininauteneigenscbaft sind. 

In der erstgenannten Abhandlung S. 80 — 94 ist die Methode soweit aus* 
gebildet, dass man erkennt, wie jede binäre Form gerader Ordnung eine qua- 
dratische Invariante besitzt. Arn Schlüsse wird Bode als der Entdecker der 
ersten kubischen invariante (einer biquadratischeu Form) genannt, cf. Salmuu 
S. 343, vgl. indessen unten bei Bisenstein. 

Die zweite Abhandlung bietet wesentliche Fortschritte. Vgl. Salraon, 
Lcsson 14. Der Grundgedanke ist, dass mau d ie Fun et ionalde te r- 
minante von n Functioueu von n Variabein auffassen kann als 
das Resultat eines Differentiationsprocesses, wi Khei luif eine 
einzige Function aiisgeübt wird, uämlich auf das l'ruduct jener 
u Functionen, pede in einer andern Yariabelnreihe geschrieben; 
nachträglich ist die Verschiedenheit der n Variabelnreihen wieder aufzuheben. 
Dies gewährt den Vorteil, den Differentiationsprocess zu iteiinn und ver« 
schiedene Iterationen zu combiniren. Sämtliche, so entstehende Processe, 
auf ganze homogene Functionen angewandt, sind iuvariantiver Matur, d. b. 
sie erzeugen aus den Functionen simultane Oovarianten. 

Die niermit verknüpfte Symbolik ist in Wirklichkeit nur eine 
Abkürzung in der Darstellung realer Processe. Anders später bei 
Gordan, wo sich diese Processe auf symbolische Formeu erstrecken. Der 
Cayley'scbe DilFerentlationsprocess («fi-Process") ist heutzutage von grosser 
Bedeutung geworden. Gf. II. C« b, a. 

•) Salmon S. ai:;. 

**) .Journ. tüi Math. XX\'1I. Die quadratische Covariaute und die Discrimi- 
nante einer binären kubischen Form figuriren bereits in der Note S. 75—79, da- 
tirt Dez. 1843, vgl. dazu die Arbeit S. 82—104, gleichfalls duf. Dez. 184r>: die 
beiden Invarianten i, j der biquadratischen Form in der bekannten Note über die 
Auflösung der Gleichungen von den ersten vier Ordnungen S.81 — 83, dat. 1. Jan. 
1844. Salinon (S. 343) bestreitet zwar, dass Eisenstein die Invarianz jener 
Formen bekaimt gewesen sei. Eisenstein verweist indessen ausdrücklich am 
Schlüsse der letztgenannten Note auf eine künftige ^iotiz üher „die sehr merk- 
würdigen Eigensebalten und Umformungen der oetr. homogenen Ausdrficke*. 
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und CoTarianten einer kubisclieii nnd b!4{aadntitehen Mniren Fom erluimt; 

es hatte Hesse*), in eleganter liandhabung des von Jacobi zur Vollendung 
gebrachten Detcnninantcnapparats. der nach ihm benannten Covanaiitc i 
ein eingehendes Studium gewidmet und die Rolle aufgedeckt, welche 
dieselbe in der Theorie der ebenen Curven, insonderheit derer von der 
3. Ordnung spielt. 

Nicht unerwähnt darf bleiben, dass im gleichen Jahre (1844) Grass- 
mann**) mit seiner Ausdehnungslehre hervortrat, dessen Ideen über Lücken- 
ansdrücke und mehistafige Coordinaten den Keim zu der modernen Oe- 
staltnng unserer Theorie in sich tragen. 

Indireet hat auch Qaloia***) dorch seine Theorie von der Gmppe 
einer Gleichung eingegriffen (1846). 

Während Aronholdf) der Ente ist, der im temSren Gebiete die In- 
varianten der kubischen Form und ihre Beziehung zur Discriminante auf- 
findet (1849), sehen wir in dem Cyklus Sylvester'scherff) Pnblieationen 

Diese Notiz ist in der That im gleichen Joumalhaude S. 3'_M erschienen, 

wo mit voller Präcision den beiden Covariauteu nebät der Discriminante 
der kubischen Form die InTariantenefgenschaft zugesprochen wird. 

Dagegen hat unzweifelhaft Boele zu r>t die Discriminante der biquadra- 
tischen Furm als ganze Fuuction der beiden Invarianten i, j ausgedrückt, 
Cayley 1 8. Salmon S. 343. 

*) Joum. für Math. XXVIII S. 68--107. Die canonischen Gestalten der 
binären kubischen und bi(|uadrutischeii Formen und ihre Verwendung zur Auf- 
losung der bez. (Tleichungen siiHl im gleichen Joum. dargestellt^ die Invarian- 
ten treten freilich hierbei uur miplicite auf. 

Wegen der Bedeutung Hessels ffir die moderne Algebra siehe Nother in 
Schlöinilch Z. XX und Klein im Profjramm des Münchenor Polytechnikums. 1875. 

•*) Grassmann .s iiez. Veidienste sind übersichtlich von Sturm in der Bio- 
graphie Math. Ann. XIV, siehe inshes. S. 2Ö, geschildert worden. Vgl. Math. 
Ann. VII S. 12. 

Von Schlegel ist der Versuch gemacht worden, eine Algebra im Sinne 
tirassmaun's herauszugebeu, Leipzig 187.'>, desgleichen vonScheudel, Halle 1S85. 

*••) Die Galois'schen ünterauchuugen waren zwar sdion 1829 publicirt, 
sind aber erst I84() (Liouv. J. XI) allgemein zugänglich geworden. Ihr Einfluss 
auf die luvariantentheorie tritt übrigenf? erst in der neueren Periode hervor. 

t) Joum. für Math. XXXIX S. 140 — loi). Zwei Jahre später überreichte 
Aronhold der Konigsberger philosophischen Facult&t ein Manuseript (welches 
niemals publicirt wurde), in dem er die Invariuntentheorie auf einheitlicher 
Grundlage entwickelte. Seinen hrieflichen Mitteilungen an Cayley zufolge 
muss er damals auch bereits im Besitze der Ditlerentialgleichuugen für die 
Invarianten gewesen sein. Gf. Salmon S. 344. 

tt) Camlir. and Dublin Math. J. VI S. 18^- im 289— '29;i (1851): Rd. YII 
S..V>-97(18Ö2); Bd. VIII S.G2-64, 2&6-269(löö3); Bd.iX S.85— 103 (1864) ; 
cf. Cayley, Bd. VII 40—51, 97—98. 

Den Sylvester sehen Aufsätzen geben voran 2wei solche von Boole Bd. VI 
87 — lOG, 107—113 (1S51), in \\flchen die früheren Ergebnisse des Verf. zu- 
sammengefasst und durch einige wesentliche Zusätze vervollständigt werden, 
vgl. Salmon S. 344. Zu den letzteren gehürt ein sehr fruchtbares Princip zur 
Erzeugung von neuen invarianten Bildungen. Für zwei homogene Variable x, y 



^ ij i^uo Ly Google 



RfickbUck auf die ftltero Period« von 1841'- 67. 85 



wird bewiesen, dass, wenn diese durch eine Substitution mit der Detcrnimante t 
in x', y' übergehen, durch genau dieselbe Substitution die partiellen Ablei- 

hingen (einer arbiträren Function) , übergeführt werden in 

19 18 

— , — ~ . Eine Wiederholung des Beweisverfahrens (was indessen, 
als auf der Hand liegend, übergangen wird) würde ergeben, dass -^=r> d^dx"* 

0' , 1 a* 1 a' 1 a» 

— gerade so in ~"^diW -^T "ä^T ^^"gehen, wie x», xy, y^ 

in x'S x'y', y'" ». s. f. 

Aus einer Identität 'f (x< y) — > J ) f^^ß^ daher in symbolischem Sinne 

die andere (p (— , — ^) =^(i-_^ , — -L d.h. jedes Product von 

der Art l — I (—1 ist in Wahrheit zu ersetzen durch ^ r , undent- 

\ fly / \ f}\ / gyX dxX 

sprechend tiir die gestrichenen Buchstaben. 

Es erscheint einem nicht symboliseh veranlagten Leser merkwürdig, dass 
Bode von dem viel näher liegenden Satze keine Notiz nimmt, d&SS die Iden- 

▼ ( öy^ ' ~ ) * (t W ' " V " ^^^^ 

ist, sodass die ursprünglichen Variabein diueh die wirklichen Ableitungen 
einer Function ersetzt wenien. Das Letztere hat erst Sylvestw bemerkt (Siehe 

folgende Seite.) 

Boole erweitert seinen Satz auf das Gebiet von drei Variabein, jedoch nnr 
für orthogonale Transformationen. 

In der zweitgenannten Arbeit verwendet Pctole sein Princip dazu, um aus 
gewissen Klassen von (ileichungen in vier homogenen Variabein die Product- 
glieder vermöge linearer Transformation zu entfemeu. 

Sylvester beginnt damit, die Ergebnisse seiner Vorgänger unter einem 
einzigen Gesichtspunkte zu vereinigen. I^azu dient ihm der wichtige Satz: 
J)ie Resultante von n homogenen Kontien :p(x) mit n Variabein x, ist nach 
Ersetzung der letzteren durch n andere Formen 4'W> das Product von (leicht 
bestimmbaren) Potenzen der Resultante der 'f(x) und der Resultante der 
«j/(x)* (Rd. VI S. 187). Die Resultante erscheint so als eine Invariante in 
höherem Sinne, d. h. höheren TraDsformationeu gegenüber. Sind die <{;(x) 
linear, so kommt man zur gewöhnlichen Invariantentheorie zurück. Nimmt 
man andererseits die 6(x) beliebig, dagegen die 9(1) linear an, so ist damit 
die Cornbinanteneigenschaft der Resultante ausgesprochen, d. i. die Resultante 
von n linearen Verbindungen der <^ ist gleich der ursprünglichen Resultante 
der tk bis auf eine Potenz der Verbindungsdeterminante. 

Das hierbei implieitc zu Grunde gelegte Beweisprincip lautet: ,\Vird eine 
ganze Function f von n Variabein für alle Wertsysterac derselben gleich 
Null, für welche eine zweite solche Function F verschwindet, so ist f in F als 
Factor enthalten.* Dies Princip bedarf jedoch selbst eines Beweises, vgl. z. B. 
Holder, Böklen math. naturw. Milt. I S.60 (1884); Study, «Methoden zur Theorie 
der temären Fonnon", Leipzig 1Ö89 S. 31. 

Die weiteren Ent Wickelungen Sylvester s gipfeln (Bd. VII S. 56) in dem 
Hauptgedanken, dass eine Linearform ux » UiXt+UaXs + x'+unXn ungeän» 
dert bleibt, wenn man die x irgend einer linearen Substitution und gleich- 
zeitig die u, die ,contragredienten Variabeln", der inversen Substitution unter- 
wirft. Adjungirt man einer Form f(.\) die Linearforin ux, so f&hren die simul- 
tanen In- resp. Covarianten bez. der x za Gontravarianten resp. gemischten 
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(1851 — 1854) bereits die Ginndzfige einer allgemeinen Theorie erstehen, 
welche die Elemente von den versehiedenattigsten Zweigen der sp&teren 
DiseipUn nmlust 

In zielbewnsster Weise werden neben den arspriinglichen VerSnder^ 

liehen die zu ihnen dualistischen eingeführt und damit die Lehre von den 
Contravarianten und Zwischenformen geschaffen. Eine Reihe neuer Pro- 
cessc zur Erzeuf^iing invarianter Fonnon wird :ui>,'( geben, insbesondere 
das Princip*) der — symboliscüeu, wie uusymbolischen — gegenseitigen 
BÜferentiation. 

Sylvester begründet femer (1851) die Lehre von den eanonischen**) 



C'oucomitanteu («Zwischeuforinen'" nach Aroohold) von f, und vice versa für eine 
Form <p(ii). 

Sämtliche invarianten Bildungen (.GoncomitAnten"), die aus einer Ur- 
form oder einer Reihe von solchen entspriessen, führen somit auf den engeren 
Begriff der Invarianten zurück. 

Eine besondere Osttnng Ton Gontravarianten, die »formes adjointes", treten 

schon vorher bei ITermitc auf, Journ. Mr Math. XL, S. 863 (1851). Sylvester 
nennt sie .Kvectanten". Hd. VII S. 181. 

Die Namen «Invariante, Covariantc, Contravariantc, Cuncomitaute" treten 
bei Sylvester zum erst«'n Male Bd. VI S. 21)0 auf; die Ausdrücke ,cogredient, 
contragrcdient'' Bd. VH S.Ö3, «Discriminante'' Phil. Mag. 1851 S.406, »Combi- 
nante- Bd. VI II S. 63. 

*) Aus der Thatsacbe, dass die zi vnd die cogredient sind, d.h. 

den nämlichen Substitutionen unterliegen, folgt zun&chst (cf. oben bei Boole), 
dass die Einsetzung der realen Ableitungen einer Form ^(u) nach den ui statt 
der Variabein x einer Form f(x) zu einer simultanen Coutravariaute von f und 
r Veranlassung giebt (Bd. VII S. 194). Da aber weiterhin auch die Potenzen 

und Producte x',', x"~'x3, . . . cogredient sind zu den , ^ , . . 

cu" 8u" 8a, 

so lässt sich auch diese Ersetzung in einer Form f(x) der nten (oder auch 
höhern) Ordnung vornehmen (Bd. VI S. 96, 179). Die so entstehende Contra- 
Tariante heisst spftter nte Ueberschiebung von f über ^ (cf. Salmon S. 346). 
Den letsteren Process bezeichnet Sylvester als symbolische Binffibrui^ 

der -= — statt der xi. 

out 

Q 

Das Entsprechende gilt natürlich für die ui und . 

In der Oeometric stellt das Verschwinden des erstgenannten CJehildes, 
wenn etwa die Anzahl dm- Variaboln gleich drei genommen wird, dio Enve- 
loppe der (linearen) Polaren dar, welche die Punkte von f = 0 bezüglich der 
Gnrve «p = 0 besitzen. Derartigen Polargebilden (und ihren Verallgemeine- 
rungen) hat Steiner ein eingehendes Studium gewidmet. 

Die Ueberschiebungen sind geometrisch hauptsächlich im Falle ihres iden- 
tischen yerschwindens untersucht worden: f heisst danu apolar zu 9. Vgl. die 
späteren Arbeiten von Reye. 

**) Phil yuig. Nov. 1851 & 391-410, auch separat erschienen London, 
bei Bell. (1851). 

Vgl. Cambr. and Dublin Math. J. VI S. 193, 194, 198, 293; auf S. 123 
wird erwfthnt, dass der Name ,canonische* Form von Hennite stammt. 
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Fometi und wendet sie auf die Datstellnng der binären Formen angerader 

(speciell der fünften) Ordnung als Potenzsammen an: für den wichtigen 
Fall der quadratisclieii Formen von beliebig vielen Variabcln bahnt er durch 
die Formulirung des „Trägheitsgesetzes"*) nene Wege. 

Bei ihm finden wir auch sclion die Erkenntnis von der Bedeutung des 
^Elementarteilerprincips" **) (1851) wie des „Combinantea" -Begriffs***) 
(1853). 

Ohne Beweis teilt er die Cayley-Aronhold 'sehen grundlegenden DilFe- 
rentialgleichangent) für invariante Bildungen binärer Formen mit (1852). 

Als äusseres Zeichen für den Umfang der vofgesclmttenen Eni- 
wickelang mag die ausgedehnte, grösstenteils von Sylvester selbst her- 
rührende Terminologie dienen, die sieh am Ende seiner. grossen Abhand- 
lung über Stürmische Functionen (1853) zusammengestellt lindettt)* 



Für die binären Formen gerader Ordnung fzn werden gelegentlich speci- 
fische canonisehe Darstellungen erwähnt, z.B. I.e. 8.123,293; damit fsn als 
Summe von n vollen Potenzen (X—ai)>o darstellbar ist, muss die »Catalecticante* 
verschwinden : Phil. Mag. S. 394. 

Bei den binären Formen ungerader Ordnung f2d+i wird übrigens nur 
der allgemeine Fall der Darstellung als Summe von n-f-1 vollen Potenzen 
(X — aiy-'n+i in Hotracht gezogen (1. c. S. "f»^). d. h. solange die Disciiminaate 
der «Canonizante', deren Wurzeln die a sind, von ^uU verschieden ist. 

Die quatem&re kubische Form als Summe von fünf Kuben wird zuerst 
wohl in Cambr. and Dubl. Math. J. VI S. 199 erwähnt. Vgl. die Angaben in 
der Clebsch-Biographie Math. Ann. VII S. 17. 

•) Phil. Mag. 1852 Ii S. 138; Phil. Trans. 1853 S. 407—548. Borchardt 
erwfthnt im Jonm. für Math. LIII S. 375—383 (1857% dass Jacobi das in Rede 
stehende Gesetz bereits 1847 bekannt gewesen sein müsse. Vgl. Hermite's Be- 
weis, ebenda S. 271. Siehe .Fiedler« S. 471. In don Phil. Trans. 185:^ (I.e.) 
macht Sylvester von dem Trägheitsgesetz eine tuudameutaie Anwendung auf 
die sog. ffB4zoutiante*, d* i. eine ans der Discriminante einer bin&ren Form f 
ntcr Ordnnng abgeleitete quadratische Form von n — 1 Variabein, von deren 
Discussion die Kealitätsverhältnisse der Wurzeln von f = 0 unmittelbar ab- 
hängen. Vgl. Hermite, Journ. tur Math. LH 8. 39—51 (1856). 

♦♦) Phil. Mag. Mai 1851 S. 119—140, wo auf Grund des Principes alle 
möglichen Ausartungen in den Schnittverhiltnissen von zwei Gurven, bezw. 
Flächen 2. Ordnung aufgezählt werden. 

Sylvester verwendet auch das nämliche Priucip bereits zur Untersuehung 
der Aequivalenz von quadratischen Formen, Phil. Mag. April 1851 S. 395—305; 
vgl. die Berich tigtmg dazu, Mai 1851. S. 415. 

•**) Cambr. and Dublin. Math. J. Vlll S.63 (vgl. damit das oben über die Re- 
sultante Bemerkte), sowie S. 256 u. ff., Bd. IX S. 85 u. ff. Bs werden Differen- 
tialgleichungen fär die Gombinanten aufgestellt: femer wird gezeigt, dass die 
letzteren nur von den Determinanten aVthänfren, die man aus den ursprünglichen 
Coefficienten bilden kann. Als Anwendung wird die Resultante von drei quadra- 
tischen tem&ren Formen in Function von zwei einfachen Gombinanten dargestellt 

In den Annali di Mat. (1) 1 1858 S. 344—348 hat Betti ein Sy^tmu charak- 
teristischer DifTcrentialglcichungen für die Comhinaiiten abgeleitet. 

t) Vgl. das oben bei Aronhold 8. 84Anm. f) Beuicriiie (Saluion S. 344). 

tt) PhU. Tnms. 1853 S. 548—548. 
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Das Jahr 1854, mit dem Sylvester diese erste B^be ven iimffiuiteii> 

theoretischen Arbeiten abschliesst, ist überhaupt als eines der bedentnogs- 
vollsten unserer ersten Periode anzusehen. Wir haben da vor allem der 
Leistungen von Hermite zu gedenken, der iibrifrens schon vorher (1 851) 
die Theorie durch Einführung des .^Evcrlanten'^-Bt'grijBfs*) lieroichert und 
in zahientlieoretischen Arbeiten mauoigfacbe Keime**) zur formeDbüdung 
aasgestrent hatte. 

Hermite stellt das „Reciprocitätsgeseta** auf***), welches die invarian- 
ten Bildongen im binären Gebiete in einer merkwürdigen Art zn Paaren 
anordnet. 

Indem er im Falle einer binSren Form ungerader Ordnung zwei 
linearef) Covarianten als neue Verinderliche einlobrt, vennag er die 
entere in eine «typische** Gestalt zu bringen, in der die Goeflicienten 
selbst Invarianten sind. 

In unmittelbarem Zusammenhange damit stehen die Systeme „asso- 
ciirter" Formen, von denen jede weitere, zur ursprünglichen i'orm gehörige 
Bildnng in rationaler Weise ff) abhängt. 

•) Joum. für Math. XL S. 263. Cambr. and Dublin Math. J. VI S. '292, 
**) Bei Hermite ist das Ausgangsjproblem ein rein zablentbeoretisches, 
nämlich nachzuweisen, das« die Anzahl der verscbiedenen «Klassen*, in weldie 

die binären (und höheren) Fomien gegebener Ordtiung mit vorgeschriebenen 
Werten für die Invarianten zerfallen, eine endlichf ist. Vgl. insbesondere 
die Aufsätze im XL. und XLL Bande des Journals für Math. (1850, 1851). 

***) Cambr. and Dublin Math. J. IX 8. 172—217, vgl. speciell S. 173—175. 
Wie sich die Ausdehnung auf höhere Formen yollzieht, ist erst in neuester 
Zeit (1802) von Doruyts pp/oi<jt wordon. 

t) Hierbei sind zwei i^älie vun linauder /u trennen. Die beiden, ur- 
sprünglich von Hermite behnfs Transformation eingeführten linearen Govarian* 
ten sind irrational, nämlich die Lincarfactoren einer quadratischen Co- 
variante <p. Geht die Form f dabei über in die ,canonische" Form F, so 
ist jede ganze Function der Coefficienten von F, welche bei denselben Sub- 
stitutionen unverändert bleibt, die jene Covariante cp in sich überführen, eine 
ganze rationale Invariante von f, bis auf eine Potenz der Discriminante von cp 
im Isenner (1. c. S. 179). Dies ermöglicht z. B. die Aufstellung der Invarianten 
einer Form 5« Ordnung. 

Erst im weiteren Verlauf wird von der Transformation mittels zweier 
linearen rationalen Covarianten Gebraurh gemacht S. ITH): dadurch geht f 
(sc. von ungerader Ordnung) in eine atypische" Form über. 

tt) Jonm. für Math. Ln S. 1—38. Die Bezeichnung „assodirte Formen* 
ist auf S. 23 eingeführt. Die Entstehung derselben sieht man am einfachsten 
so ein: f(x, y) sei die vorgelegte Form nter Ordnung, g(x, y) und h(x, y) 
seien zwei Covarianten von f. Nach Boole sind x und y cogredient mit 

^h 1 öh , , . öh , V ^h 

r— und , also auch mit x\ 5—1 und yXH--— Y, wo X, Y zu- 

öy ex Oy cx ' 

nächst willkürliche Parameter sind. Somit ist auch der Ausdruck 

für »lle Werte von X, T euie Covariante Ton f, d.h, die einzelnen Goeffi- 



Google 



Rfickblick auf die Utere Periode von 1841—67. 89 

Bei der BuFebfohniiig för den Fall fünfter Ordnnng eigiebt sieh ihm 
das erste Beispiel einer «schiefen^ Invariante*) and ihr Ausdruck durch 
die drei anderen. Eine schSne Anwendung davon bieten die Inva- 

riaiitenkriterien für die Realität**) der Wurzeln einer Gleichung fünfter 
Ordnung. 

In einer weiteren, ebenfalls 1854 crscliiciionen Arbeit***) behandelt 
Hermite (wiederum zunächst von zahlentheorctischen Gesichtspunkten aus- 
gehend) das Problem, eine quadratische, ternäre Form durch lineare Sub- 
stitutionen der Variabein in sich selbst überzuführen: die Coefficienten der 
fraglichen Substitution werden als rationale Functionen von einer Anzahl 
willkürlicher Parameter dargestellt, was für den wichtigen Specialfali einer 
Summe von Quadraten Cayley bereits 1846t) allgemein ausgeführt hatte. 
Umgekehrt hat Cayley bald nach Hermite (1855) dessen Formeln auf 
allgemeine quadratische Formen von n Variabeln ausgedehntff). 

Aber noch in anderer Richtung erweist sich das Jahr 1854 als ein 
fruchtbares. Auf der einen Seite erbringt Cayley den Nachweis fff) für die 
(oben schon erwähnten) linearen partiellen Differentialgleichungen, denen 
die Invarianten binärer Formen als Functionen der Coefficienten genügen, 

cientcn der Potenzen und Producte der X, Y sindCovarianton von f: 
der erste ist offenbar f selbst Man fasse jetzt X, Y als neue Variabein auf, 
die von den alten linear abh&ngen. Da die Substitutionsdeterminante (bis auf 
einen Zahlenfactor) gleich h selbst isl, so stimmt jedo In- oder Govariante TOn G 

mit «1er ursprnnirlif^hen bis auf eine Potenz von h überein. 

Nimmt mau speciell g = h = f, so geht f vermöge der angegebenen Sub- 
stitution ober in eine Form F mit den Coefficienten f, 0, f^, f^j • • •» fo» 1- e« 
den zn f associirten Formen, und irgend eine In- oder Covariante von f wird 
darstelUtar als eine ganze Function der fi, fn's auf eine Potenz von f im Nenner. 

Bei Hermite dienen diese associirten Formen vor allem zur Losuug der 
zahlentbeoretischen Aufgabe, die biuären kubischen und biquadratiscben Formen 
in »Ordnungen" einzuteilen (I. c. S. ol u. f.). 

Setzt man übrigens in den fi y = 0, x =• 1, so fallt der Uebergang von f 
zu F zusammen mit dem in der elementaren Glcichungstheorie üblichen Ver- 
fahren, den Coefficienten der zweithöchsten Potenz zum Verschwinden zu 
bringen. 

Als eine andere Anwendung der fi erscheint die Cayley sehe Relation 
zwis(Aen den Covarianten einer biquadratischen Form, und diese Relation wird 
wiederum zu einer elegauten Transformation des elliptischen Integrals 1. Gat- 
tung Terwandt (I- <*• 

*) Cambr. and Dublin Math. J. \X S. 186 u. f. Die Rolle, welche diese 
Invariante bei der Auflosung der Gleichungen fünfter Ordnung spielt, ist tou 
Hermite im Journ. für Math, LIX S. 394 — 305 besonders betont worden. 

**) 1. c. p. 198 u. f. Eine Ausführung im einz^en hat Hermite später 
gegeben: C. K. 1865, 1866. 

***) Cambr. and Dublin Math. J. IX 8. 68^67. Vgl. Brioschi, Joum. für 
Math. LH S. 133-141 (1856). 

t) Journ. fiir Math. XXXII S. 119—123. 
tt) Journ. für Math. L S. 288—299. 
ttt) Journ. für Math. XLVIi 8. 109—134. 



Digitized by Google 



90 Bericht aber den gegenvlrtigen Stand der Invariintentlieorie. 

wihrend BrioBChi*) die entsprechenden Gleichaogen bezfiglicli der Wnrzeln 
jener Formen herleitet. 

Endlich beginnt mit dem Jahre 1854 die Reihe der Cayley 'sehen**) 
Hemohs npon Quantics, die 1861 (VIL Hem.) ein Yorlftnfiges Ende er> 
reicht. In ihrer Vielseitigkeit, verbmiden mit der erschöpfenden Behand- 
lung einzelner Fälle, sind sie noch heute für den Äigebraiker, wie für 
den Geometer eine reiche Fundgrube. 

Indem Cayley füe invarianten Bildungen binärer Formen als die ganz- 
rationalen Lösungen ihrer Differentialgleichungen auffasst***), tritt er schon 
in der zweiten jener Arbeiten (1856) der wichtigen Frage näher f), ob 
sich nicht bei gegebener Urform die Anzahlen der zugehörigen (linear unab- 
hingigen) Formen a priori angeben lassen. In der That erh&lt er, wenn 

*) Annali di Tortolini V 8. 207—211, spec. S. 209. Vgl. Betti, Annali di 
Mat.(l) 1 S. 129-1^4 (1859). lu derselben Zeitschrift Bd. IX S. 82 (1859) 
giebt Briosehi einen strengen Beweis ffir die Cayley'schen DifTerentialgleichun- 

gen der Invarianten im Falle binärer Formen, in <!» n Anuali di Mat. (l) I 
(1858) einen solchen S. 160 im Falle von Formen mit n Variaboln. 

**) Die ersten sechs Meraoirs betiutleu sich im zweiten Band der Coli. 
Papers: S. 221—234 (1854); 250—275 (1856); 310>-335 (1856); 513—526 
(1858); 527—557 (1858): 561-599 (1859). 

Das Wort „Quantic" entspricht genau dem deutschen Worte ^Form". 

•**) Ist f(x,, Xj, . .., eine vorpelegte Form, so ist das Ergebnis des 
vi 

Processes xi-^ — ersetzbar durch einen, nur auf die Coefticienten von f aus- 

geübten Differentiationsprocess, der nach Briosehi mit {^> ^;^^| bezeichnet 

wird. Dana sind die gemeinten g Differentialgleichungen! welche 

eine Covariante von f detiniren, durch Ixi 1 — Xi , — =0 ffcffebeu. Die 

1 ^ \w 1 rxk ^ 

Erweiterung auf mehrere Formen und mehrere Variabeinreihen ist leicht vor- 
zunehmen (1. c. S. 224). Cayley zeigt mit Hülfe des (von Lie so genannten) 
Poisson*8chen Klammerausdrucks, dass die mittels seiner froheren Symbolik 
definirten Covarianten in der That jenen Gh iehungen ponügen. Dass aber 
umgekehrt die letzteren die bei linearer Transformation unzerstörbaren Bil- 
dungen genau charakterisiren, hat allgemein erst Aronhold 1863 nachgewiesen 
(Journ. für Math. LXII). 

Bei binären Formen hat man zwei solcher rileichungen : bildet man aus 
ihnen wiederum den Poisson'schen Klammerausdruck, so gelangt mau unmittel- 
bar SU dem Satze, dass das passend normirte „Gewicht* eines jeden Terms 
einer Covariante constant ist. 

Im 11. Memoir i>54 wird der wichtige Satz begründet, dass durch einen 
einfachen DiiTerentiationsprocess und dessen Wiederholung aus dem ersten 
Goefficienten einer Covariante succ. die übrigen ableitbar sind. 

t) Cayley geht dabei von den BegrilTen der „asyzygetischon" und ^irredu- 
cibeln" Covarianten aus (8. 250). Ä.syzygelisch heisst eine Kr i!ie von Co- 
varianten, die nicht durch eine lineare Relation (Syzygie) mit numerischen 
Factoren verknüpft sind; eine irreducible Covariante ist eine solche, die nicht 
durch solche von geringerem Grade ganz und rational ausgedruckt werden kann. 
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Grad und Ordnung soldier Fonnen voigegeben sind, die bes. Anzahl als 
bestimmten Coelfieienten in der Potenzreihe einer „erzeugenden Fane- 
tton***), wie sie sehen Ealer hei der Zerlegung von Zahlen henatzt hatte. 

Die Herleitung dieser Potenzreilie stützt sich freilich auf eine, nicht völlig 
bewiesene Abzählungsformel*). 

Hiermit allein schon hat Cayley eine Fülle neuer Anregungen gege- 
ben, die sich bis in die neueste**) Zeit fortgepflanzt haben. 

Dagegen vennag er nicht, das später so berühmt gewordene Problem 
(das hier zum ersten Male gestellt wird) allgemein zu erledigen, die von 
einer binären Urform bedingte anbegrenzte Reihe von invarianten Formen 
anf ganze, rationale Fonetionen einer endliehen*^ Anzahl anter ihnen 
zn ndneiien. 

Im IV. Hern. (1858) wird der fnndamentale Begriff der üebersehie- 
bangt) zweier Fonnen eingefiilirt und dn einfacher, nnsymboUscher Ans- 
drack dafür gegeben, dessen Bedeutung wiederum in den letzten Jahren 
Btibrfcer herrorgetreten Ist 

Ein wesentlicher Anstoss zur Verbreitung der jungen und ziemlich 
spröden Disciplin geht von der eleganten, invariantentheoretischen Auf- 
lösangff) der Gleichungen dritten und vierten Grades aus (1858). Nicht 



*) Der Satz auf S. 257: ^Dic Anzahl der asyzygetischen Covarianten, 
far eine binäre Form der Ordnung n, von der Ordnung (in den Variabein) \t. 
und vom Grad (in den Coefficienten) ist gleich der Anzahl vou Gliedern des 
Grades und des (Jewichfcs w — A dif}— (x), vermindert um die Anzahl der 
Glieder des Grades ö und des üewicbtes w — 1'' setzt stillschweigend die lineare 
Unabhängigkeit eines Svstems linearer Gleichungen voraus. Der Beweis für 
die Gültigkeit dieser Voraussetzung ist erst weit sp&t»r Sylvester gelungen 
(Phil. Mag. 1878\ 

Die eben erwübutc, auf ^ und w bezügliche Anzahl ist gleich der Anzahl 
der MöglicblieiteD, die Zahl w als eine Summe tou 9 Zahlen der Reihe (0,lfM»n) 
zu bilden, und somit (vgl. S. 243) gleich dem Coeffidenten von X*»* in der 
£nt«ickelung der «erzeugeudea i^'unction" (S. 260): 

(1 — 7)(1 — XZ)(1— X2z)...(r^xnz) • 

Nach geeigneter Umformung liefert aber diese erzeugende Function noch mehr, 
nimlidi die Totalanz»hl der irreducibeln CoTsrianten. So erhftlt man för n » 3: 

1— 

-Ti C7\ ä^Ti s^Ti IT » WM angiebt, dass vier irreducible Bildungen 

(1— x)(l— x')(l— x')(l — X*) » » » 

von den resp. Graden 1, % 3» 4 ezistiren, die indessen durch eine Sjzygie 

vom sechsten Grade verknüpft sind (8* 262)* 

**) Vgl. II, A., c. 

Vgl! S.'252, 253, 268, 270. 
t) Vgl. S. 517. 

Anflnrcrseit.'^ ist die Ueberschiel)ung bereits unter '!en von Gajley 1846 
eingeführten symbolischen Bildungen als specieller Fall enthalten. 

ff) Diese Auflösung (V. Memoir) ist ein unmittelbarer Ausfluss der einen, 
bei der kubischen resp. olquadratischen Form ezistirenden Sysygie. Uebrigens 
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die geringste Leistung endlich ist die Doichdringong der iSr die Bin&r- 
formen aoagebUdeten algebraischen Methoden mit der projeetiscben Geo- 
metrie*} der einstufigen Gmndgebilde. 

Insbesondere ist Cayley's projectivische Hassbestimmoog für Ebene 
nnd Ranm (VI. Mem., 1859) späterhin für die Ansbildnng der „nicht- 
enklidischen* Geometrie**) als grundlegend erkannt worden. 

Im Zusammenhange mit diesen systematischen Arbeiten stehen noch 
weitere von dem gh'ichen Verfasser, von denen hier kurz erwähnt sein 
mögen: die rntorsuchungcn über Teilungen von Zahlen***) (1855, l'H')6); 
die grosse Abhandlung: libcr symnietrische Functionenf) (1857) (mit den 
einfachen Regeln für lirad und Gewicht derselben), die als eine Einleitung 
in die spätere Theorie der Halbinvarianten angesehen werden kann; fer- 
ner die fruchtbare Umgestaltungff ) der B ezont 'sehen EUminationsmethode 
(1857), sowie die Ausdehnung der Sylvester'scben Canonisirungsmetbode 
auf binäre Formen gerader GrdnQngfff) (1857). 

Als unmittelbare Fortsetzung dieser Arbeitsrichtnng erscheint die wat- 
tragende Entdeckung von H. Robertsffff) (1861), wonach eine (binäre) 
Covariante berdts durch ihr Leitglied (sonrce, leading term) völlig charak- 
terisirt ist, sodass alle Relationen (Syzygien) zwischen Covarianten un- 
mittelbar durch dieselben Relationen zwischen den Leitgliedem ersetzt 



sind hier die Vorarbeiten von Boole (Gambr. Math. J. III S. 116), Bisenstein 

l.fourn. für Math. XXVII S. 89), Hesse (Journ. för Math. XXXVIII 8.262) und 
Sylvester fCambr. and Ihibh'n Math. J. Vi") nicht ausser Acht zu lassen. 

ludessen ist der Wert dieser Aufiusuughmcthoden wohl vielfach über- 
sch&tzt worden: in der That dürfte die Formentheorie erst dann einen inte- 

frirenden Bestandteil des Auflösungsprobleins bilden, wenn man nach dem 
organge von F. Klein die zur (llt ii hung gehörende (iruppe als eine Gruppe 
von Collineationen in einem büberea Räume auftaust 

*) Dieser Teil ist ausfährlicber von Fiedler bearbeitet worden (Leipzig^ 

1862). 

**) Ks gebührt wolil F. Klein das Verdienst, zurrst die bez. Cayley'schen 
Ergebnisse in ihrer fuiulaincinalen Bedeutung erkannt zu haben; vgl. Math, 
Ann. IV und VI. 

***) Papers II S. 'j:]')-249 (1855), 47-.52 (1858). Vgl. dazu l»esonders 
Sylvester Quart. Math. J. 1 S. 141— 152 (Juli 1855), sowie Brioschi und Syl- 
vester in Annali di Tort. VIII (1857), Bellavitis in Annali di Mat II (1859), Bruno 
im Journ. für Math. LXXXV und Math. Ann. XIV. Bellavitis giebt 1. c. S. 147 
eine Ueber>irht üher die frühere Litteratur. Eine kurze Zusammenstellung 
der bez. Huupt^ät^e giebt Ilagen in seiner Synopsis der höheren Math. Berlin, 
1891 S. 1— S. 

t) Papers II S. 417—439, cf. S. 454—464. 
t+) Journ. für Math. LIII S. 366—367 o<ler Papers IV S. 38—39. 
ttt) Journ. für Math. LIV S. 48-58 und 202 oder Papers IV S. 43—53. 
fttt) Quart. J. IV (1861) S. 168—178, 824—328. Der Fondamentalsatz 
dieser Theorie sagt aus, dass das Leitglied des Prodnctes BWeier Conrianten 
gleich dem Prodact der einzelnen Leitglieder ist. 
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werden können tmd umgekehrt. £in solches Leitglied ist immer noch (wie 
die Invaiianten) eine symmetrische Function der Worzeldifferenzen, hat 
ther im wesentlichen nnr noch einer DÜferentialgleichttng zu genfigen. 
Roberts selber hat gleichzeitig die F^chtbarkeit seiner Methode an dem 
Beispiel der Formen fünfter Ordnung*) anslfihrlich dargelegt. 

"Wir mfigen hier gleich anschliessen, was innerhalb des soeben durch- 
laufenen Zeitraumes (1854—1661) ffir die Theorie der letztdtirten For- 
men re55p. der Gleichungen fünfter Ordnung, soweit es hier in Frage kommt, 
geschelien ist. 

Auch da ist es wiederum Ilermite, der die neuen Wege vorzeichnet, 
die dann von Briosclii und Cayley weiter verful^'t werden. Hatte 
Herniite sich schon 1856 einer rationalen Transformation der Variabeln, 
bei der der Nenner eine Covariante des Zählers war, bedient, um ein ellip- 
tisches Integral erster Gattung in eine typische Normalform überzuführen**), 
so unternimmt er es zwei Jahre darauf, die seit langem in der Algebra ver- 
wendete Tschirnhausen-Transformation allgemein in invariante Form***) 
umzusetzen derart, dass damit zugleich der invariante Charakter der trans- 
fomurten Gleichung, die überdies von mSglichst wenigen Parametern ab- 
hängen soll, deutlich hervortritt 

Daran reiht sich von selbst die Durchführung der entsprechenden 
Fordemng für die verschiedenen Resolventen einer vorgelegten Gleichung. 
Im Falle der fünften Ordnung .sind solche Hesolventen bekaiiutlich die bei 
der Tninsfurmation fünfter Ordnung der elliptischen Functionen auftretende 
Modular- und Multiplicatorgleicbuntxf). 

Kine systematische Bearbeitung der Gleichungen fünfter Ordnung in 



•) Ann:tli di Mut. (1) III (ISfiO) S. 340—344. 

**) Jourii. für Math. LH S. 8. Vgl. Brioscbi in Anoali di Mat. (1} IV 
S. l'J2 (1861). 

**0 C.R. XLVl p. 961 (1858). Ist f(x)»0 die vorgelegte Gleichung, 
9 eine Wamel derselben, und 9(1:) = -—^-^, so schreibt Hennite die der 

Wurzel a /ugeorduete Wurzel der transforruirten Gleichung in tier Gestalt 

%(z) — — f(z), wo die Potenzen z', zo-a durch u — 1 willkürliche 

Parameter t zu ersetzen sind. Die Coefficienteu der transformirtcn Form 
werden Polareubildungen vou Covariauteu von f: iusbesouderc vergeh wiudet 
der zweite Goeffident, w&hrend der nächstfolgende die sog. „Bezoutiante* wird, 
eine quadratisi he Form der t, von der die Realitritsverhältnisst« der Wurzeln 
Von f^O aldiängen. Im lihriL^cii Idetet die Herniite'sohe Modificatiou der 
Tüchirubausen-Trauäfuriuatiou den grossen Vorteil, dass die neuen Coefticieuteu 
von möglichst geringem Grade in den alten ausliallen. Vgl. dazu noch 
Cayley, Journ. für Math. LVIII (isni) S. 259 oder Papers IV S. 259— 269. 
t) Man sehe etwa in Cieb»ch »binäre Formen'' nach §§ 114, 115. 
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dieser Hinsicht hat Hermite allerdings erst später*) geliefert (1865 bis 
1866). 

Den drei bisher am meisten herroigetretenen Forschem Cayley, Syl- 
vester und Hermite tritt Ton 1854 an Brioschi**) znr Seite» in den ver- 
schiedensten Biehtnngen deren Schöpfungen vervoUstSndigend nnd wdter- 
fahrend. üm einige Hanptmomente anzuführen» stellt er (1857) für die 
Resultante nnd Diseciminante einer binSien Form ein merkwfirdiges System 
Ton, für dieselben charakteristischen DifFeientialgldchnngen auf***}, von 
dem eine Anwendung erst neuerdings in der Theorie der hyperelliptischent) 
Functionen gemacht wurden ist. 

Sodann verdankt man ilini wesentliche Erweiterungen der Hermite'- 
schen Tlieorie der typischeaff) Darstellungen, namentlich auch auf ternäre 
Formen. 

Nehmen wir so wahr, wie die £inzelergebnisse unseres Gebietes all- 
mählich einen bemerkenswerten Umfang erreicht haben, so müssen wir 
es um so dankbarer anerkennen, wenn es Salmon — der schon yorherfff) 
nach der Seite der Rechnung, wie der geometrischen Anwendungen bin 
schfitxenswerthe Beiträge geliefiert hatte — unternahm, das weitschichtige 



CR. 1863, 1864. Hier wird die Tsohirnhatisen-Transformation noch 
weiterhin umj^estaltet, sndriss •Mif^ar die einzelnen Coefticieuteii der Potenzen von a 
(vgl. oben) invariante Bildungen werden, allerdings unter Verzicht auf die ur- 
sprüngliche Eleganz. 

) Vjfl* ^'^^ allem die zusammenhängende Darstellung einer binären Fonnen- 
theorie in den Annali di Mat. 1. Serie: I (1858) 8. •2!H;-309, 349— :i6-2; II 
(1859) S.82— 85, 2Ü5— 277; III (18ÜÜ) S. 160-1G8; VI (1861) S. 186-194. 
Der in Rom 1861 erschienene Separatabdruck ist vergiiffen. 
***) Journ. für Math. Uli S. 372—376. 

Diese Differentialgleichungen lassen sich im Falle der Resultante in drei 
Gruppen zerlegen. Die erste besagt, dass die Resultante eine gewülinliciie 
Invariante ist, die zweite, dass der Resnltante zngleicb die Combinantenei gen- 
schaft zukommt, die dritte endlich, dass dieselbe .vin h höheren Transforma- 
tionen gegenüber in dem Sinne Invariaiiteneigenscliaft besitzt, ilass sie sich 
nach der Transformation bis auf einen Factor reproducirt, der selbst noch 
von den Coefficieutcn der beiden Urformen abh&ngt 

Bei der Discriniinante kommt natürlich die zweite der genannten Gruppen 
in Wegfall. Die letzte Gruppe lässt sich, wie Noctber später gezeigt hat, 
auf eine einzige Gleichung reduciren, vgl. Bruno § 25. 

t) Vgl. Wiltheiss in den Math. Ann. XXXIIl S. 279 (1888). 

tt) .-Vunali di Mat. (1) I (1858) S. 158-^ u;;;, spec. S. IT.^j. (Typische Dar- 
stellung von Formen mit n Variabein). Wegen der typischen Darstellung von 
drei quadratischen temären Formen als Ableitungen einer kubischen, siehe 
S.B, C. R. 1863. 

fff) Wegen der geometrischen Anwendungen vgl. die (ohne Kenntnis von 
Hesse) geschriebene Kote über Cuvariauten von Curven und Flächen, Cambr. 
and Dublin Math. J. Ii S. 74. 

Schätzbares Material zur Cay1ey*schen Symbolik findet man Cambr. and 
Dublin. Math. J. IX 8. 32. 
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Material in einer knappen Ifonc^phie*) zu oidnen (1859). üm die 
Verbidtong derselben in Dentsehland hat sich Fiedler darch seine Aus- 
gabe**) (1863) verdient gemacht, der fiberdies schon knrz zuvor (1862) 
eine selbstilndige***), f8r AnfSoger berechnete Darstellung gegeben hatte, 
die vor allem die Cayley'schen Anwendungen auf die projectiTisehe 
Geometrie allgemein zugänglich machte, üm dieselbe Zeit (1862) er- 
schien auch die Lkarbeitung von Brioschif), die der liivariantentlieorie 
in Italien einen ausgedehnten Kreis von Anhängern gewonnen hat. 

Während die genannten englischen, französisclien und italienischen 
Mathematiker in regem Ideenaustausch mit einander standen, und dadurch 
unserem Gebiete stets neue Impulse zuführten, bleibt dasselbe in Deutsch- 
land lange unbeachtet. 

Inhaltlich j^eilich berühren sich die projectivischen Methodenff j und 
Sätze eines Hesse und Steiner anfs engste mit der invariantiven Denk- 
weise der fremden Algebndker, aber noch hat der Gedanke nicht die 
ihm adäquate Form gefunden, auf die hier mehr, als wohl in anderen 
Teilen der Mathematik, Gewicht zu legen ist. 

Diesen Uebergang hat erst Aronhold an dnem klassischen' Bei- 
spiel ff f) bewerkstelligt (1858), indem er aus der Hesse'schen Theorie 
der teniären kubischen Formen die invarianten Fasern blosslegt, und ihr 
so eine, von allem Künstlichen und Zufälligen befreite, abgeschlossene 
Gestalt gieht. 

Da die principiellen, hierbei zu üruiide gelegten Ideen in einer spä- 
tereuffff) Arbeit Aronhold's (1863) in organischem Zusammenhange 
und in Yoller Allgemeinheit ausgeführt sind, so mag eine Besprechung der 
letzteren gleicl» vorweg genommen sein. Die Ausführlichkeit derselben 
rechtfertigt sich vielleicht dadurch, dass jene Ideen auf die Anordnung des 
vorliegenden „Berichtes^ einen massgebenden Einüuss ausgefibt haben. 



In der ersten Aufl^^e seiner „Higher plane cunres* 1852, berechnet er zu- 
erst In- und Covarianten binärer Formen mittels symmetrischer Fuuclioneii. 

In der zweiten Auflage (lor „Algebra", I8(;r>. iriebt er die neue Aufstellung 
der „vollen Systeme" für die einfaclistea simultuueu Biuärformeu. 
♦) Dublin 1859. 
Die vierte Auflage erschien 1885. 
**) Leip/i«,' 1863. Die zweite Auflage erschien 1877. 
•**) Leipzig 1862 

t) Siehe oben S. 94 Anm. **). Eine elementar gehaltene Bearbeitung der 
Theorie stammt von Battagliui, Atti di Mapoli 1867, vgl. die Fortsetzungen im 

(iiorn. di Mat. 

tt) Vgl* die mehrfach genannten Biographien von Flacker, Hesse, Clebsch. 
ttt) Joum. für Math. LV S. 97— 191. 
tttt) Jouni. für Math. LXÜ & 281—345. 
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Aronhold s Bestreben geht dahin, die so verschiedenartigen Gebilde 
invariantiver Natur unter einem einzigen Gesichtspunkte zu erfassen, und 
auf diese Weise nicht nur ihren gegenseitigeu Zusammenhang, sondm 
überhaupt erst ihie fizistenzberechtigang Zü eigränden. Als Ausgangs- 
punkt dient ihm sn dem Behuf ehie Ftohlenutellung*)» die er selbst 
folgendennassen foimuliit: 

„Es seien F(x|a), F'(^|a') zwei beliebige und beide guu 
allgemeiae homogene Functionen der pten Ordnung resp. Ton 
den n Variabeln x^ bis Xg und |, bis man soll die Bedin- 
gungen zwischen ihren Coefficienten a und a' finden, unter 
welchen beide Fiinctioiicn durcli Ii iieare Substitutionen in ein- 
ander transformirt werden küunen." 

Die beiden Worte „ganz allgemeine" sind hier durch den Druck her- 
vorirehübeu wonlfii, da ihre Xiditbeachtung zu Missverständni^isen **) 
geführt hat; darin, dass über die Coefficienten a und a' jedwede Verfügung 
vorbehalten bleibt, liegt schon ausgesprochen, dass unter den fraglichen 
Bedingungen nur die in allen Fällen notwendigen, keineswegs aber die für 
irgendwie ausgeartete Formen F» F' hinreichenden verstanden werden sollen, 
wie dies auch Aronhold im Falle einer temSren kubischen Form in der 
Abhandlung von 1858 an mehreren Stellen***) deutlich zu erkennen giebt 

Aus den Transformirbarkeitsbedingungen denke man sich bereits die 
Sttbstitutionscoefficienten 8 eliminirt, dann lassen sich die entstehenden End- 
gleichnngen so anordnen, dass ihre rechten Seiten von den 8 unabhängig 
sind. Diese Thatsache findet ihren Ausdruck in dem Bestehen von n'' 
linearen partiellen Uifferential{j;leieluingenf), welche so umgestaltet wer- 
den, dass die Grössen ö in iliiu ii <j^ar niclit mehr auftreten. Hieraus lässt 
sich rückwärts schliessen, dass die aliri braischen Transformationsrelationen 
als Gleichheiten von Brüchen geseilrieben werden können . von denen 
immer der eine genau dieselbe rationale Function der GoeOlcieuien a von 



*) S. '282, 283. Dieselbe Problemstellung für zwei und nielirere Paare 
von Firmen liiulet sich bereits, wenn auch nidit so exact forraulirt, bei Boole 
Caubr. ^latli. J. Iii und i\. Huole giebt auch ein Beispiel für ein einziges 
Formenpaar; dann reprfiseutirt eben eine der linearen Substitntionsgleichun- 
gen ein /weites Paar (1. c. Bd. III S. 115). 

**) Ein solches Missverständnis scheint dem Referenten bei dem Angriffe 
vorzuliegen, den Veltmanu in Schlom. Z. XXii S. 277—298 (1877) uml XXXIV 
8. a2I— 330 (1889) gegen das Aronbold^sche Beweisverfahren gerichtet hat. 
Z. B. Joium. für Math. LV, 1. c. S. 160. 

t) Bd. LXII S. 287-288, 293. Inwieweit umgekehrt ein Teil eines der- 
artigen Systems Invarianten zu detiniren vermag, hat sp&ter Maurer unter- 
sucht, Münch. Ber. 1888 S. 103—150. 
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F ist, wie der andeie bezfiglich der Coeffidenteo a' der transformirten 
Form F'. 

Mit diesen Bificlien — den rationalen Losungen jener Düfeiential- 
gleichang^ — ist die Existenz der „absoluten^ Invarianten von F fest- 
gestellt. Aber aoeb die Änzabl der rational anabb&ngigen unter ibnen 
wird daraus ermittelt, da der weitere Aufbau der Theorie den wichtigen 

Schluss erlaubt, dass die n* Uifferentialgleichungeu liueui von einander 
unabliängig sind*). 

Die gewüliiilic'lien Invarianten, von denen man vor Aronhul J empirisch 
ausging, erweisen sich a posteriori als Zähler und Nenner der ahsuhiten: 
sie genügen einem entsprechenden System von u* Differentialgleichungen. 

Dieses System ist (wie auch das kurz vorher erwähnte) nach dem 
Beweise von Clebsch (1Ö65) ein ^vollständiges*^, d. h. es ist nicht m<^- 
lieb, durch DÜferentiation und Elimination der höheren Ableitungen dem 
System neue lineare Gleiebungen hinzuzufügen**). 

WIhrend die Ausdehnung auf ein System***) von Urformen keine 
prineipiellen Schwierigkeiten darbietet, gelingt es Aronhold durch Auffin- 
dung merkwürdiger Eigenschaften f) der zugdiörigen Formen (Contra- 
Varianten) und Zwisehenformen (gemischten Conconutanten), die tieferen 
Beziehungen zwischen den verschiedenerlei invarianten Bildungen aufzu- 
deckeii. 

Da es bei diesen Entwickelnngen von Bedeutung ist, dass zwischen 
den Coefficienten der Urform keine lineare Kelation bestehen darf, so darf 
auch an Stelle eben der Urform die bezügliche Potenz einer Linearforraf f) 
gesetzt werden, wodurch vor allem das Operiren mit den Differentiations- 
processen glatt von statten geht 



•) Einen directeu und einfachen Beweis dafür hat Aionliold Im Journ. 
für Math. LXIX S. 185--18;i ^'eliefert. Der vou Christotfel ebd. Bd. LXVill 
S. 246—252 geführte Beweis ist vom V erfasser selber später /.urückgezogeu 
und durch einen andern ersetzt forden, vgl. Matli. Ann. XIX 8.280—290(1881). 

Auf die Frage der höheren Abhängigkeiten /.wischen den n- Differential- 
l^rleielmngeu der Invarianten ist erst später Study eingejSfati^en, der nachweist, 
dabä alle Gleicbimgen Folgen von nur zweien dt^rselben sind, biehe „Metho- 
den cur Theorie der temiran Formen* Leipzig, 1889 S. 167. 
**) .Totirn. für Math. LXV S. 257—268. 
Hd. LXll § 8. 

Der schon von Boole benutzte, nach Aronhold benannte Proeess, der aus 
der Invariante einer einzigen Form simultane Invarianten mehrerer Formen 
verniüge Differentiation narli ilon Coefficienten aliznieiten lehrt, wird in § 10 
als systematische Grundlage der Theorie simultaner Bildungen eingeführt (vgl. 
Jouro. t&r ITath. XXXIX S. 150 u. flgd.). 
t) Bd. LXII § 11, § 14. 

tt) & 292—293. 

JahiMbtf. d. DaatielMD ]feth«in.>VtNiolgaiig^ 1. 7 
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Die damit eingefahrte Symbolik ist swar in formaler Hindebt nicht 
wesentlich von der durch Cayley gehandhabten venchieden, sie hat aber 
doch erst aof Grond der eigenartigen Begrfindung inneihalb der Aronhold*- 
sehen Theorie die Fähigkeit an der Entwickelnng gewonnen, welche ihr 
seitdem in Deutschland so Teil geworden ist 

Hier ist derPonkt, wo Clebsch mit grossem Erfolge einpgriffen hat, 
indem ihn die Abliandlung Aronbold's von 1858 veranlasste, die gciueinte 
Syuiholik zur ausschliesslichen Grundlage der Theorie zu uiaciien*) (1861), 
und den Gedanken, die Biidtiiiuen höherer Formen auf die vou lineareu 
zu reduciren, rein durehzufuhr-'n. 

Während die Symbulik der Engländer sich damit begnügte, iuvariaute 
Formen in beliebiger Anzahl zu erzeugen, führt b^ Clebsch die symbo- 
lische Darstellung ia ihren Determioantenaggregaten nicht nur umgekehrt 
zo sämtlichen Invarianten, sondern ist geradezu als Definition der letz- 
teren anznsehen, vorläufig allerdings nnr unter der Beschränkung auf For^ 
men, welche hdchstens eine Reihe von Veränderlichen und die za ihnen 
dualistischen enthalten. 

Auf Grund dieser Ällgemeingfiltigkeit der Symbolik l^tet Clebsch 
unter anderem das bekannte „Uebertragungsprlncip*^**) her, welches einen 
unmittelbaren Zusammenhang zwischen Gebieten verschiedener Stufe 
bersteilt. 

Eine Reihe von interessanten Anwendungen auf die Geometrie von 
algebraischen Curveii und Flächen gab Clebsch ebenfalls um diese Zeit; 
als besonders charakteristisch sei etwa die Bebandiung des Normalenpro* 
blems***) für Gebilde zweiter Ordnung genannt. 

Im fibrigen darf sich die [gegenwärtige — und auch spätere — 
Besprechung von Clebsch 's Leistungen auf das Notwendigste beschränken, 
da eine ausführliche und lichtvolle Schilderung derselben, die zugleich 
die Besiehnngen zu verwandten Gebieten berficksichtigty bereits existirtf). 

Nach unserer Auffassung fähren Clebsch und Aren hold auf Grond 
der hervorgehobenen Arbeiten von 1861 und 1863 eine neue Zeit herauf, 
die dadurch gekennzeichnet ist, dass nunmehr erst eine systematische 
EntWickelung unserer Wissenschaft Platz greift, womit zugleich die Fährang 
in derselben an Deutschland übergeht. 



*) Joum. für Math. LIX S. 1—62. 

I. c. § 7. 

***) Journ. für Math. LXU S. G4-109 (1863). 
t) Math. Ann. VII S. 1—50, vgl. insbesondere S. 37— dO (1874). 
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Zwei Hauptrichtungen machen sich hier allmählich geltend und heben 
sich zum Teil scharf von einander ab. 

Die eine, von G leb seh inaugnrirte, stellt sich die Angabe, eben mit 
Hülfe seiner Methoden, die das erst erm5glichen, eine voUstSndige Ein- 
sicht in den unendlichen Kreis der invarianten Formen und deren gegen- 
seitige Verwandtschaft sn gewinnen; die andere nimmt das von Aronhold 
gestellte Ftoblem der „Aequivalenz^, d. i. der linearen Tnuisforrairbarkeit 
einer Form in eüie andere, zum Vorwurf. 

Indessen vergehen doch einige Jahre, bis auf beiden Seiten ein wirk- 
licher Aufschwung crfulgl: man datirt einen solchen zweckmässig vom 
Jahre 1808 an, in welclies einmal der Gordairsche Beweis eines „end- 
lichen Systems" für binäre Formen fällt*), sodann die Weierstrass'sche 
Untersuchung der Aequivalenz von bilinearen (resp. quadratischen) Formen 
und Formenscharen mit Hülfe der Lehre von den Elementarteileru**). 

Es mag daher auch gestattet sein, die hier einschlägigen Abhand- 
lungen***) von Clebsch und Gordan (1867) über typische Darstellung 
▼on bintren Formen, von Kroneckerf) und Christo ffelft) öber bili- 
neare Formen — trotidem sie ftusserlich noch der Siteren Periode ange- 
hören — erst spSter, im Znsammenhange mit den anschliessenden For- 
schnngen der neuen Epoche zu wfirdigen. 

Vehergmg m neueren Periode yon 186S bis nir Gegenwart 

Das Jahr 1868 bietet (ausser den beiden, soeben betonten) noch 
einige andere bedeutungsvolle Momente dar. 

Vor allem ist für den Berichterstatter von Bedeutung, dass erst von 
da ab mit Hülfe der durch Ohrtmann und Müllerfff) begründeten „Fort- 
schritte der Mathematik" — eine in der mathematischen Litteratur einzig 
dastehende Schöpfung — eine vollständig^ \^Uebeiucht über die einschla- 
gigen Leistungen ermöglicht wird. v^n 

Im gleichen Jahre erscheinen Fiüeter'stttt) nl^^ue Qeometiie des 
Raumes*^ nndReye's «Geometrie deTLage**, sweiWerice, denen es wesent- 
lieh zu verdanken ist, wenn die GeomjBtrije 'm hSh^re^m Ilasse, als vor^ 

*) Jüum. ffn Math. LXIX S. 523—364. 
*♦) Berliiier Ber. 1868 S. 310—^. 

Annali di Mat. (2) I, 23— 7». 
t) Kronecker, Journ. für Math. LXVIII, S73-^386. ' 
tt) Christoffel, ebd. S. 253-272. 
ttt) Das erste Ueft des ersten Baudes, weicher über deu Jahrgang 1868 
referirt, erschien Febr. 1871. 

tttt) Der zweite Baad erschien im folgenden Jahre, von F. Klein heraus- 
gegeben. 

7* 
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dem, voll sich aus auf die Algebra zu wirkeu und ibr neue Quellen zu- 
zuführen beginnt. Als ein Muster dieser Art kann die Anwendung an- 
gesehen werden, welche F. Klein*) (ebenfalls 1866) vou der citirteo 
Weierstrass'schen Reduction einer quadratischen Formenschar macht, um 
die Liniencomplexe zweiten Grades io vencbiedene Arten einzuteilen. 

Nachdem einmal darch Gordan die Endlichkeit einer Klasse von 
Formensystemen erwiesen war, war damit die An^be gegeben, wdtere 
besondere Formen in dieser Richtung zd beherrschen. Die Falle der da- 
durch angeregten Arbeiten, an denen Clebsch und Gordan selbst in erster 
Linie beteiligt sind, machen die GrfinduQg einer neaen Zeitschrift, der 
„Mathematischen Annalen**, notwendig (deren erstes ffeft im Des. 1868 
ausgegeben wird), die seitdem unserer Disciplin stets eine besondere Pflege 
hat angedeihen lassen. 

Abgrrenzuiijs: des Stoffes**). 

Ais obersten Einteilungsgrund für die Bewältigung des vorliegenden 
Hateriales nehmen wir, wie bereits bemerkt, die Oe8ichtspanl[te derAequi- 
Valenz und der Formenyerwandtschaft. 

Nnn giebt es wohl kaum ein Gebiet der Mathematik, in das nicht 
die Theorie der linearen Transformationen mit Erfolg eingegriffen hätte, 
ond es stellt sich somit die Notwendigkeit heraus, den Kreis unserer Be- 
trachtungen in angemessener Weise absngrenzen. 

Klein and Lie haben seit dem Anfang der siebziger Jahre darauf hin- 
gewiesen***), wie die Eigenschaften von Ansdrficken, welche irgend einer 
Klasse von Transformationen gegenüber ein invariantes Verhalten zeigen, 
■wesentlich dunh den y,(jruppencharakter^ der letzteren bedingt sind, d. h. 
durch die Eigenart der geschlossenen Mannigfaltigkeit der Transfui niutionen, 
weiche sich bei beliebiger Zusanunensetzung dersclluMi sU tü nur rcpioducirt. 

Bei den linearen IVansforaiatiinien insbesondere ist die Gruppt neigen- 
schaft am schärfsten ausgeprägt, da^s ja von vorn herein klar ist, dass 
zwei lineare Transformationen, hinter einander ausgeübt, immer wieder 

*) Dissertation F^um, wit- dtMabgedniokt Math. Ann. XXIII S, 539—578. 
**) Den Citateu dieses und des n&cbstfoigeudeu Absqhnitts ist nur eine 
provisorisdk '^dentirende Bedeutung^ beizulegen. 

***) Siehe^e^^a Math. Ann. ly. S. 50—84 (1872), sowie besonders Kleinas 
Erlanger Programm von 1872. 

Im folgenden uird wiederholt aut Lie's ^Theorie der Transformations- 
gruppen* Bd. I und II, Leipzig (1888, 1890), bearbeitet von Engel, hingewiesen 
(kurz mit ,,Lie-Engel" citirt). 

Es ist von Interesse, damit den Standpunkt zu vergleichen, den Kronecker 
in dieser ürundfrage einnimmt, vgl. Berliner Ber. 1890 S. 99 u. figde. 
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eine solche ergeben. Zu jeder Gruppe von iiaearen Substitutionen der 
Variabein wird, genau genommen, auch eine besondere*) Invariantentheorie 
gehören ; indessen seien hier nur die hauptsächlichsten Klassen in Betracht 
gezogen. 

In der Algebra handelt es sich vorwiegend um Formen, deren Coeffi- 
rienteo entweder als ganz unabhängig variabel, oder doch als stetig ab- 
häogig von einer Anzahl willkürlicher Parameter angesehen werden: in 
demselben Shine werden auch die CoefGicienten der linearen Snbstitationen, 
denen die Vaiiabeln unterworfen werden, als stetig Terilnderliohe GrSssen 
gedacht Man wird es also hier mit „endliehen continnirliehen* Gruppen**) 
za thnn liaben. 

Es giebt aber auch wichtige Aasnahmen dieser Regel. So treten 
bei Formen mit linearen Transformationen in sich Snbstitntionen anf, 

deren Anzahl eine endliche ist, und deren Coefficienten mfolgedessen 
numerisch feste Werte besitzen. Auch solche Gruppen, die kurz als 
„Galois'sche" bezeichnet seien, werden uns vom Aequivalenzproblera aus 
beschäftigen müssen. Sie vermitteln zugleich den Zusammenhang mit der 
Gleichungstheorie. 

In der Zahlentheorie dagegen und in verwandten Gebieten (wie in der 
modernen Theorie der automorphen Functionen) werden die Coefficienten 
der angewandten Transformationsgroppen in ihrer Ver&nderlichtieit durch 
arithmetische Gesetze geregelt» gehören also dem Gebiete der discontinair- 
lich-variabeln Grössen an. 

Die (arithmetischen and transcendenten) Invarianten, welche sich der- 
artigen „discontinnirlichen^***) Gruppen zaoidnen lassen, erfordern zu ihrer 
Behandlang wesentlich andere Methoden, als die in der Algebra auftreten- 
den; da überdies die damit verknöpften Fragestellungen In anderer Rich- 
tung vorgehen, werden wir das gemeinte Gebiet nur gelegentlich flüchtig 
streifen. 

Aehniich verhält es sich mit den ausgedehnten Untersuchungen über 



*) In dieser Richtung ist freilich noch wenig geschehen, da iV\o \>'\<her 
ausgebildeten invariantentheoretischen Methoden, sei es direct oder indirect, 
stets Differentiationen nach den Substitutionscoefficienten verwenden, also letz- 
tere zun&chst als allgemein voraussetzen. 

Eine allgemeine Charaktcrisirung; versfhiedener Klassen von hesondern 
Substitutionsgruppen hat in neuester Zeit Maurer gegeben, Joum. für Math. 
CVn S. 89—116 (1890). 

**) Wegen der Eint« ilung der Trausformationsgruppen, Tgl. den einlei- 
tenden Abschnitt bei I>ie-Engel I. 

***) Es kann hier nur kurz auf die bez. Leistungen von Poiucare und 
Picard einersdts, Klein, Hnrwitz, Fricke u. a. andererseits hingewiesen werden. 
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Differ^nUalfomen and DiffeientialgltiehiingeD, die danns erwachsen sind, 
dass man die anabhängigen Vaiiabeln ganz beliebigen Transfonnationen 
nnterworfen hat Alieidings transformiren sieh dabei die Dilfoientiale 
der Variabein linear — und insofern wird die algebiaiaefae Invarianten- 

theoric bis zu einer gewissen Grenze eingreifen*) — aber die Snbsti- 

tutionscoofficieiiten enthalten Functionen der Veränderlichen selbst, deren 
Willkürlichkeit nur durch gewisse Integrabilitäisbedinguugen einge- 
schränkt ist. 

Auch solchen „unendlichen* Gruppen werden wir liörhstens da ein 
Interesse widmen dürfen, wo ihr specifischer Charakter verhältnismässig 
znrücktritt, und dafür formentheoietische £ntwicl(elungen in den Vorder- 
grund treten. 

Aber selbst innerhalb der eigentlichen Algebn sind noch Besehrin- 
knngen geboten. 

In der Theorie der algebraischen Gnrven und Fliehen (d. i. der alge- 
braischen Fnnctionen yon einer und zwei Vaiiabeln) giebt es, seit den 
bahnbrechenden Arbeiten von Cremona einerseits, von Riemann anderer- 
seits, eine Reibe von wichtigen Erscheinungen, deren Gesetze nicht so- 
wohl von linearen, als iiherhaupt von eindeutigen (algebraischen) Trans- 
formationen der Veränderlichen abhängen. 

Nun lassen sich freilich die letzteren im Princip doch wieder auf 
rein lineare (nämlich der sogenannten c -Gebilde)**) zuriii kfuliren : in- 
dessen ist eine Durcharbeitung derartiger Fragen im projectiv-invarianten- 
theoretiscben Sinne erst in der neuesten Zeit und in vereinzelten fällen 
geleistet worden. 

Umgekehrt wird es nicht so nmgehen sein, nach «ner anderen Rich- 
tung hin die Grenzen der Algebra zn überschreiten. 

£ines der wichtigsten, von Lie herrührenden llieoreme sagt aus, 
dass man den Bereich einer endlichen, continnirlieben T^anslonnations- 
gruppe stets dadnreh „erweitem*'***) kann, dass man diiyenigen Trans- 
formationen mit aofhimmt, welche die (bis zn einer beliebigen Ordnung 
hin gebildeten) Ableitungen der als abhängig betrachteten Variabein nach 
den unabhängigen erfahren. Invarianten solcher erweiterten Gruppen oder 
kurz „Differentialin varianteu" zeigen, im Falle die ursprüngliche Gruppe 

^ Lie selbst, der das in Rode stehende Problem am weitesten geführt 
hat, geht auf dio formoiitbtM rf tisrhen Beziehungen m'rht iiüh'^'r ein. 

**) Man vgl. etwa die bez. Kntwickelungen in Kiein-Fricke's Mcululfunc- 
tionen (Leipzig, 1890), III. Abschn. 2. Cap., sowie die besonderen Ausführuugeu 
von W iltheiss für das Geschlecht n«3 Math. Ann. ZXXVIlI S. 1—13 (1891). 
***) Lie-Engel I Cap. 25. 
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eine piojediTe war, eine weitgehende Verwandtschaft mit den gew5hn- 
liehen Invarianten. Insofern wird ein Hereinziehen hierauf bexöglicher 
Arbeiten von Halphen, Sylvester und der von Letzterem angeregten 
Sehale gerechtfertigt sein. 

Was endlich die Anwendungen unseres Gebietes auf andere Zweige 
der Mathematik angeht — deren Umfang einen eigenen Bericht erheischen 
würde — so kann es sich nur darum handeln, einiges, was (hm Rericiit- 
erstatter gerade von Interesse schien, herauszugreifen, um den Text zu 
iUustriren und zu beleben. 

Wenn sich so das Feld der projectiven Substitutionen als ein ver- 
haltnisTTiässig enges erweist, so zeigt sich seine Bedeutung doch m zwie- 
facher Richtung. 

Einmal kann die hier ausgebildete, specifische Methodik geradezu als 
ein Huster für andere BiscipUnen gelten. 

Sodann bildet die Lehre von den linearen Substitutionen und ihren 
Invarianten nicht nur die natürliche Vorstufe za deijenigen von den Trans» 
lomationen fiberhaupt, sondern es bildet sich auch umgekehrt bei der 
Behandlung der letzteren immer stSrker das Bestreben ans, hervonagende 
Probleme auf jene erste Stnfe zurnekzubringtin. 

Es sei in dieser Hinsicht etwa angeführt, dass zu jeder endlichen 
continuirlichen Transfonnationsgruppe eine projective existirt, welche auf 
die gegebene isomorph bezogen werden kann, sowie, dass die Aufgabe 
der Bestimmung aller Gruppen von bestimmter Zusammensetzung geradezu 
der gewöhnlichen InvariaDientheorie gewisser thiinearer formen angehört. 

Die stufenweise £iitwickeiimg des liiYariaiiteiibegriffs. 
Ist ein System von Formen vorgelegt, und man unterwirft die ver- 
schiedenen Vaiiabelnreihen einer gewissen Gruppe von linearen Snbstita- 
tionen, so induciren die letzteren eine (holoedrisch isomorphe) Gruppe von 
Snbstitntionen der gegebenen Coeflleienten. Eine jede homogene Inva- 
riante dieser Ckiefficientengruppe, d. i eine analytische Function der Coeffi- 
cienten, die zugleich hinsichtlich jeder Goefficientenrefhe homogen ist, welche 
den Umformungen der Gruppe gegenüber unveränderlich ist, würde eine „ab- 
solute Invariante" des Formensystems in allgemt instera Sinne des Wortes sein. 

Insbesondere sind die rationalen Invarianten der Coefficientengruppe, 
falls die ursprüngliche Variabeingruppe die allgemeine projective war (und 
auch die CoefficienteTi allgemeiner Natur), die von Aronhold zu Grunde 
gelegten Bruche, deren Zähler und Nenner sich mit den gewöhnlichen 
(oder relativen) ganz -rationalen Invariante des Formensystems decken. 
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Wünscht man indessen, dass «ach die ietiiefen Bildungen (and die 
relativen Invarianten überhaupt) in obiger Definition mit einbegriffen seieii, 
80 hat man nnr die Variabdngmppe dnreh diejenige Untergtnppe so er- 
setzen, die entsteht, wenn man der Snbstitatlonsdeterminante der ersteien 
den festen Wert Eins beilegt. 

Nach dieser Formnlining des Invariantenbegriffs, die ausreicht, nm 
die vielen Kinzekrsclicinungcn des Folgenden von einem Gesichtspunkte 
aus zu umfassen, wenden wir uns zur historisch vorliegenden Entwicke- 
lung desselben zuriick, und geben die sich hier in erster Linie aufdrän- 
genden Fortschreitnngsmomente in Kürze an. 

Man ging naturgemäss von den gauz-rationalen Functionen der CoeM- 
cienten einer oder mehrerer Urformen aus, die sich bei linearer Trans- 
formation der Yariabeln nm eine (ganze) Potenz der Transformations- 
determinante indem. Der Kreis derartiger Formen wnrde bald dahin 
erweitert, dass neben den Coeffieienten anch die ursprünglichen Variabeln 
nnd die zu ihnen contngredienten als Ärgnmente zugelassen wurden. 

Neben diese mehr formale Definition der invarianten Formen stellt 
sich sp&ter die mehr materielle Cayley sehe als ganz-iationaler LSsnngen 
ihrer Diiferentialgleichungen. 

Als dritte Definition tritt dann bei Clebsch das Aggregat gewisser 
symbülisclier Producte auf. 

Weiterhin hat man die erste Erklärung der Invarianten von der un- 
nötigen Specialität befreit, dass der bei Transformationen hinzutretende 
Factor von vorn herein eine Potenz der Substitutionsdetemninantc sein 
müsse, und hat nur verlanirt. dass derselbe überhaupt von den Coeffieien- 
ten der Substitution (nicht aber von denen der Formen selbst) abhängen 
soll; dies hat bereits, wie eine Reihe*) von Autoren bewiesen haben, die 
eisterwShnte Eigenschaft zur Folge. 

Frfihzeitig wurden ferner die vorzulegenden Uilonnen mit mehreren 
Reihen von Verilnderlicben ausgestattet, die indessen nnr cogredienten 
resp. contragredienten Transformationen unterlagen. 

Clebsch ffihrte 1872**) planmässig alle diejenigen Variabeln neben 



*) Clebsch, Binäre Formen 8. 306 (1872); Qram, Math. Ann. VII S. 234 

(1874); d'Ovidio Batt. 0. XV S. I87-19i> (1S77): Capelli, M. m. d. Line. 1882 
S. 682 (1882): Hölder, Röklcn Mitt. 1 8. oD— 65 (1884); Elliott, Mess. XVI 
8.5-8 (1885); Mansion, Mess. XVI S. 127— 129; Brüx. S. sc. XIIA S. 47— 49 
(1887-88); Study, Methoden (1889) 8.32 u.ltj Deniyts, Theorie gen. des formes 
algebri(mcs, Liege 1891 8. 49, 

**) Götünger Abb. XVII & 1-62. 
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eioander ein, welche im n-faeh ansgedehnten Gebiete den vencbiedenen 
linearen Stnfon desselben entsprechen. 

Oordan*) and Gapelli*) wurden sodann zu solchen FonnenbUdun- 

gen geführt, die entstehen, wenn anf mehrere Variabeinreihen von einan- 
der unabhängige Substitutionfin ausgeübt werden. 

So lange die verschiedenerlei invariaiitiveii Hildungon. die sich aus 
einem vorgecrcbencii Formensystem ableiten lassen, in den ( oefficionlcn. 
sowie in den einzelnen Variabelnrcihen ganz-rational sind, lassen sie ^idi 
nachAronhold undClebsch leicht aus dem ursprünglichen Hegriff der 
Invarianten (in engerem Sinne) entnehmen: man braucht zu dem Behuf 
nor dem gegebenen Formensystem lineare üülfsfonnen zu adjangiren. 

Pdncipielle Erweiterungen dr&ngen sieh erst dann auf, wenn man 
jenen GrundbegrÜf der Invariante fiber das Rationale hinaus auf das 
irrationale ond das transcendente Gebiet fihertrigt. Bleiben wir hier 
innerhalb algebraischer Grenzen, so haben wir in der Hauptsache nur 
Wurzeln von inedudbeln Gleichungen zu herficksichtigen, deren Coefflden- 
ten ganz-rationale Invarianten sind. Neuere Untersuchungen von Hilbert, 
Klein nnd Gordan, sowie von Frobenius haben erkennen lassen**), 
wie sich derartige irrationale Formenbildungen natar^ciaäss darbieten, wenn 
man sich die Urformen in gewisser irrational-canonischer Art vorgelegt 
denkt, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn der ursprüngliche 
Rationalitätsbereicli der Cocfficienten in passender Weise erweitert wird. 

In übersichtlicher, organischer Entwickelung hat Study***) lÜÜl die 
allmählich aufsteigenden Stufen des In Variantenbegriffs aus einander her- 
vorgehen lassen, indem er sie in unmittelbare Parallele setzt zu der von 
Krön eck er herrührenden arithmetischen Begrdndung der verschiedenen 
Arten von algebraischen GiSssen. 

Insbesondere gelingt es ihm, dem delicaten Begriff der irrationalen 
Covariaate eine prädse Fassung zu geben. 

Nach anderer Richtung hin haben Christoffelf) nnd nenestens 
Maurerf) eine Erweiter u ng angestrebt, insofern sie solche Invarianten 
in Betracht ziehen, Ar welche zwar die Gruppe der Coefficienten immer 

*) Gordan bei der Auflösung der Gleichungen fünfter Ordnung, Math* 
Ann. XIII S. 37.5-404, insbcs. S. m (1878). 

Capelli beim Studium der doppelt quadratischen binären Formen, Batt 
G. XVII S. 69— U8 (1879). 
••) Vgl. II B. 

***) Leipzig. Her. VgL Die Einleitung zu seinen »Methoden" . . Leip- 
zig 1889. 

t) Christoffel, Math. Ann. XIX S. 280-290 (1881); Maurer, Münch. Ber. 
1888 S. 108—150 und Joum. lar Math. CVH S. 89—116 (1890). 
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noch dne projecfcive ist, während die die Transfotmation der Variabein 
▼ermittelnden Ansdrficke rational weiden. Die charakteriBtiscbe Form der 
Diiferentialgleichangen für die Invarianten bleibt anch dann noch bestehen. 

Endlieb ist noch die Bestimmnng der gans-rattonilen invarianten Bil- 
dungen auf Gmnd ihrer Leitglieder anznföhren. Die letzteren sind die 
Invarianten einer gewissen Untergruppe der nrsprfingliclien ond genügen 
daher nar noch einem Teile dw Differentialgieichangen f3r gewöhnliche 
Invarianten. 

Speriell für binäre Formen haben in neuerer Zeit MacMahon und 
Caylcy eine seibständi^'e Theorie dcrartifjor , Seminvarianten'' geschaffen, 
die vermöge eines eigentümlichen Symbolismus mit der Lehre von den 
symmetrischen FunctioDen in engstem Zusammenhange steht*). Anderer- 
seits haben Sylve<;tor and Perriu die genannten Bildongen auf noch 
einfachere reducirl**). 

Die Bedentnng dieser LeitgUeder reicht indessen noch weiter, insofern 
man aas ihnen nach Faä di Bruno***) und Hilbertf) die sugehörigen 
vollstilndigen Formen mit Hülfe eines einsigen Proeesses anmittelbar her> 
stellen kann: man hat nur die Coefficienien der einzelnen Urformen dufch 
die bezögliehen (mit gewissen Zahlen maltiplieirten) Ableitungen der letz- 
teren nach der nicht homogenen Variable zu ersetzen, ein Verfshren, das 
anch auf höhere, als binäre Forrneti, ausgedehnt werden kann. 

Das Aeqnivaleniprobleiii der qiiadntiseheii imd' bilinearen 

Formell. 

Wir wenden uns jetzt zu der linearen Transformation der quadra- 
tischen und bilinearen Formen. Diese zeichnen rieh vor den fihrigen 
Formen dadurch aus, dass zwei allgemeine Individuen derselben Art stets 
linear in einander fiberffihrhar rind. 

Das spedelle, wegen seiner Anwendungen so wichtige Problem, eiDe 
oder anch simultan zwei quadratische Formen von n Variabein als Aggre- 
gat von mdglicbst wenig Quadraten linearer Ausdrücke darzustellen, ist 
schon in friiherer Zeit vielfach (von Laürange, Cauchy, Gauss, Ja- 
cobi, PI ucker, Hesse n. a.) behandelt wordenff). 

•) Cavlev. Quart. ,1. XIX 8. lol- K^S (1S83), Am. J. VII S. 1—25, 
59—73 (1884); MacMahon, Am. J. Vi S. 131-164 (1883), Am. J. VII S.26— 47 
(1884), Am. J. VIII S. 1--18 (1885). 

-) Sylvester im Amer. J. V S. 79—187 (1882); Perrin in den S.M. F. 
Bull. XI 88—107 (1883). 

Amer. J. III 1 j4— 1G4 (1S82) oder Journ. f. Math, XC S. 186—188; 
cf. Stroh, Math. Ann. XXII S. 402 (1883). 

t) Math. Ann. XXX S. 15-29, spec. 8. 17. 
tt) Siehe Baltzcr's Deterioiuautea. 
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Weierstrasa zeigte 1858*), wie die Gaochy^Jacobi^sehen Darstel- 
langsfonneln für die aimnltane «Rednction*' zweier quadratiacheii Formen 
bei Eintritt des „Aasnahmefollea** zo modüiciren seien, dass die Anzahl der - 

Quadrate unter die der Variabein sinkt, wenn also die Wnrzcln der ^cha- 
rakteristischen" Gleichung (von der die Beslimaiuni;; jciK r Quadrate aliluiiij^t) 
nicht mehr sämtlich unter einander verschieden sind. Insbesondere wird 
die reelle Transformation reeller Formen untersucht. 

Der Cay ley- Hermite schen Formeln für die Schar der Transforma*- 
üonen, weiche eine quadratisciic Form in sich selbst zulässt, ist schon 
im ersten Abschnitte gedacht worden**). 

Weierstrass'sche Forschungen über Transformationen allgemeiner 
O-Fnnetionen (bei Invarianz der Parameter) führten auf die algebraisolie 
Angabe, eine biUneaie Foim von je 2n Variabein auf die eanoniache Ge- 
stalt einer gewissen Summe von Ftodacten zn bringen. Kronecker er- 
kannte 1866***) mittels Einfnhmng der sogenannten „beigeordneten^ Form, 
dass die veriangte Rednction bei nieht verschwindender Determinante der 
Form nach LSsnng einer charakteristischen Resolvente nten Grades (mit nn» 
gleichen Wurzeln) ausführbar sei, und gab zugleich an, wie hierauf die all- 
gemeinere Aufgabe zurückkomme, die bilinearc Form vermöge der näm- 
lichen Substitutionen beider Variabelnreihen in sich zu transformiren. 

Im nächsten Jahre bestätigt Christof felf) diese Ergebnisse auf dem 
Aronhold sehen Wege und begründet den wichtigen Satz, dass die Anzahl 
der in den Sabstitutionscoefficienten enthaltenen willkürlichen Parameter 
mit derjenigen der absohiten Invarianten der Form übereinstimmt. Als 
Hülfsmittel dient ihm dabei die wirJiiiche Anüstellnng der invarianten 
Bildungen. 



*) Berliner Ber. 1868 8. 207—220. Als eine weitere Ausffihrang dieser 
Arbeit ist diejenige von 1868 an betrachten. 

**) S. 89. 

•♦♦) Journ. für Math. LXVIII 8. 273—285 oder auch Berliner Ber. üct. 
1866. (Vgl. den Atischnitt über die lineare Transformation der 8-Functionen 
in Clebst h-Ciordan's „Äberscheii Kuiutionen" Leipzig 1866.) 

Der Begriff der beigeordneten Form wird S. 279 aufgestellt, derjenige der 
, Normalform'*, in welche jede bilineare Form transfönnirt werden Icann, S. S75. 

Die Kronecker sehe Transformation ist von Frobenius für ft-Functionen 
mehrerer Variabein weiter verfolgt worden, Journ. für Math. XCV 8. 4 n. ff. 
(1883). Vgl. Weber, Annali dlMat. (2) iX S. 126 u.ff. (1880) und Wilüieiss, Math. 
Ann. XXVI S. 127 u. IT. (1886). 

t) Jonm. fnr Math. LXVIII 8. 253—272. Der angefahrte Sats steht auf 

S. 262. 

Die absoluten Invarianten einer bilinearen Form, deren beide Variabeln- 
reihen SU einander dnaliatiseh sind, treten schon in einer Abhandlung von Bor- 
chardt auf: Journ. für Math. XXX & 88» vgl. S. 370—271 (1846). 
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Zn Beginn der neuen Periode (1868, wie sehen weiter oben erw&hnt 
worde) nimmt Weierstrass*) die Aeqnivalenz Ton zwei linearen „Schap 
ren^ bilineaier resp. qaadratiacher Formen in allgemeinerer Fassang wie- 
der auf**). 

Dnrch Einführung der „Elcmoiilartt ilcr"***) werden die Resultate 
sehr durchsichtig. Man bilde die siiccessiven Dififerenzcn der Anzahlen, 
wolchc antreben, wie oft irgend ein Linearfartor der I )eterniinante einer 
vnrj-elegtcn Formensrhar f-f-Xcp noch in sämtlichen rntcrdeterminanten 
resp. der ersten, zweiten n. s. f. Ordnung aufgeht. Erhebt man dann 
jeden Linearfactor der Reihe nach auf Potenzen, deren Exponenten eben 
jene bezugliclien Differenzen sind, und multiplicirt sie sämtlich, so ist 
damit die ganze Determinante in das Produot ihrer Elementarteiler zerlegt. 

Das Kriterium f&r die gegenseitige lineare Ueberfölirbarlieit zweier 
Scharen f+X^ Qn<l F+X^P laotet nnn ein&ch dahin, dass die beider- 
seitigen Determinanten in ihren Elementarteilern überein- 
stimmen müssen****). 

Ein Elementarteiler ist offenbar eine irrationale Invariante der Schar; 
Indessen ISsst sich dem genannten KriterioTn, wie das Kronecker später 
(1874) vor^jczogcn hat, eine rationale j") Forniulirung dadurch erteilen, 
dass man die Klenientarteiler ersetzt durch die grössten gemeinschaftlichen 
Teiler aller ünterdeterminanten je der nämlichen Ordnung. 

Um nunmehr zwei vorgelegte Formenscharcn bezüglich ihrer Aequi- 
valenz mit einander zu vergleichen, reducirt Weicrstrass dieselben auf 
geeignete canonischoff) Gestalten, deren neue Variabein allein von den 
Elementarteilcrn abhängen. 

Der Begriff des „Ganonischen'*, dem sonst leichtfft) eine gewisse 
Willkür anhaftet, ordnet sich hier dem höheren Probleme der Aeqnivalenz 
nnterfftt), nnd eifafilt dadnreh einen bestimmten ChaialEter. 



*) Berliner Ber. 1868 S. 310—338. Die Elementarteiler werden auf 

S. 311 «^in^reführt. 

**) Vgl. hiermit die Behandlung des Problems hei Stickelberger, Dissert. ' 
herlin 1874 und Maurer, Dissert. Strassburg 1887, sowie bei Ed. Weyr (Jub. | 
fond der bohm. Ges. d. W. 1889 oder Wiener Monatshefte 1890 Bd. Dt der die 

Cayley'sche Theorie der Matriros zu Grunde lo^i. 

***) Wegen des Vorkommens derselben bei äyWester siehe S. 87. 
S. 312, ;J14, 326. 
t) Berliner Ber. 1874 8. 60. 

tt) 1. c. s. :'.19. 

tt+) Vgl. die Hemerkuugeu von Kronecker darüber Berl. Ber. 1874 S. 72. 
tttt) Bei Formen höherer Ordnung ist freilich bisher fiberwiegend das um- 
gekehrte Verfahren eingeschlagen worden, et Sylvester in Cambr. and Dublin 
Math. J. VI S. 193. 
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Die einzige Einschrfiiikaiigy die Weierstrass macht, ist die, dass £le- 
mentarteiler fibeihaupt existiiea, d. h. dass die Determiiiaiite der Foimen- 
schar nicht identisch venchwindet. 

Wie selbst dieser extreme AusnahmeM zugänglich gemacht werden 
kann, hat Kronecker unmittelbar darauf*) daigetfaan, indem er vermöge 
Teilung der Vari&bein in zwei Teisehiedenartige Gruppen auch hier eine 
vennittelnde eanonlsehe Gestalt der Schar herstellt. 

In derselben kurzen Note weist Kronecker darauf hin, wie für qua- 
dratische Scharen, die wenigstens eine Form von unveränderliciiein Vor- 
zeichen enthalten, das Weierstrass'schf* Verfahren umyrekclirt werden 
kann : es wird eine Methode angegeben, wie man direct zu eiiu r get igneteu 
reducirten Schar gelangt, woraus sich rückwärts die Aequivaiens-Eigeu- 
schaften der Eleinentarteiler ablesen lassen. 

Sechs Jabie sp&ter (1874) hat Krooecker**) seine algebraischen 
Unterauchongen Qber den Yorliegenden Gegenstand zu einem Ganzen ver- 
arbeitet, welches alle existirenden quadratischen oder auch bilinearen 
Seharen fH-X^ umüttst. 

Erweist sich hieibei, wie schon bemerkt» die rationale Methode des 
grSssten gemeinschaftlichen Teilers von piincipieller Bedeutung — Kron- 
ecker betont**^ den Vorzug dieser arithmetischen Fixirung von Invarian- 
ten gegenüber der üblichen litteralen Bildungsweise — so lehrt doch ein 
tieferes Eindringen, dass die Gleicbliiil jener Invarianten als Kriteriuni für 
die Aeqiiivaleiiz zweier vorgegebener Seharen nicht in allen Fällen liin- 
reicht. Dies leistet erst der fundamentale Begriff der ^elementaren** 
Scharenf), nämlich solcher, deren Determinante entweder die volle Po- 
tenz eines linearen Ausdrucks ist oder aber identisch verschwindet. Eine 
beliebige Formenschar ist stets, und im wesentlichen nur auf eine Art 
als Aggregat von elementaren Scharen darstellbar: diese letzteren (nebst 
ihrer Anzahl) erscheinen als die wahren Invarianten der Aeqoivalenz. 

Zur wiiklichen Durchführung der Reduction einer Schar auf ihre 
elementaren Teile bedurfte es der Ausdehnung der 1868 für Scharen 
mit wenigstens einer deflniten Form gogebenen Methode auf beliebige 
Scharen; es wird das erst dadurch ermöglicht, dass nicht mehr succes- 
sive dne Variable nach der andern (wie bei Jacobi), sondern gleich ganze 
Gruppen derselben entfernt (und durch canooische Variabein ersetzt) werden. 



•) Berliner Ber. 1868 S. 330—346. 
••) Berliner Ber. 1874 S. 59—76, 149- 156, 906—382. 

1. c. S. 60. 
t) 1. c. S. 61. 
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C. Jordan*) war in einer knrz vorher enchienenen Arbeit sn an- 
den EigebnisBen gdangt: in einer darüber entstandenen polemSsdien Ans- 
einandersetsnng zwischen ihm und Kroneeker l^gte Letzterer dar, dmsa 
bei der allmShliehen Ersetzung gewisser Veiinderiiehen durch neue, wie 
sie Jordan aasgefnhrt hatte, in extremen FiUen der merkwfirdige Umstand 
eintreten lumn, dass früher schon entfernte Verinderliche im spiteren Ver- 
lauf der Reehnang von selbst wieder zum Vorschein kommen. 

Als ein schönes Ergebnis der Kronecker 'sehen Untersuchung tritt 
hervor, (la>.^ die W'e ierstrass 'sehe Reduetionsnicthode bei geschickter An- 
ordnung der Variabein selbst im Falle einer verschwindenden neterminaiite 
der Schar gültig bleibt**), während die Jacobi srh.' eine unmittelbare 
Uebertragung nur auf die symmetriscbeo uud altenüreDden (biliueareo} 
Formen gestattet. 

Hatte Kronecker so eine ausnahmslose Theorie der nnabhangigen 
(^incongmenten*) Transformationen bilinearer Formen und Formenseharen 
geschaifen, so wendet er sich noamelür Msfvhrlich zu seinem alten Fkobleme 
(von 1866) der f&r beide Vaiiabelnreihen identischen („congmenten*) 
Transformationen einer bilineaien Form in sich selbst^**). 

Hier bereitet wiederum der damals bei Seite gelassene Fall einer 
verschwindenden Determinante (resp. der noch weitergehenden Ausartungeu) 
Schwierigkeiten. 

Dann aber hängt die Form in Wirklichkeit nur von einer geringeren 
Anzahl von Variabein ub, und kann als Function dieser so zubereitet 
werden, dass ihre Determinante (nunmehr „Discriminante^f) genannt) 
von Null verschieden ausfällt. 

Es lassen sich wiederum der Reihe nach gewisse einfachste cano- ' 
nische Formen, von denen vier («leducirte'^) Typen ff) aufgestellt werden, 

*) C. R. Dez. 1873: auf die Entgegnung Kronecker*8 (Berliner Her. 1874 i 

S. 71 — 7G) folgten die weiteren Mitteilungen Jordau's in Liouv. J. (2) XIX 
S. 35 .'»1 uikI <'. H. Mär/. IST 1. Kine ausführliche und definitive Antwort 
hieraui guL» Krouecker iu den Üerliuer iier. 1Ö74 S. 206—232. 

Insbesondere siehe S. 836. Die Behandlang der quadratischen Formen 
bei Jordan Liouv. J. (2) XIX S. 397-422 ist correct. 

**) I.e. 8. !')('), 21 1, 212. Wegen der .lacobischeu Transformation (Journ. 
lür Math. Llll S. 2G5~270) siehe besouders S. 398 u. f. 
Berliner Ber. S. 897-447. 
t) 1. c. S. 410. 

tt) 1. c. S. 430. Diese Typen sind 1. ^Xk yk-t-i(k = 0, 1,..., 2m — 1), 
II. 2(ikn+i+cyk»+0(k— 0,l,...,2m-2,c»^l), IIL 2((— l)'»xkyk+i 

k k 

-i-(-l}''ykXkH-i)(k =0, l,...,2in — 2), IV. c'xoyo-|-2(xkyk-i-f-(— 1)*' JkXk-i) 
Ck«* l,2,...,n,c'^0). 
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aussondern; der weitere Gang der Untersachoog wird dann dem bei in- 
congruenten Transfonnafionen eingeseblagenen ihnlidi. 

Die Invaiiantenaysteme der Transformation werden abermals auf 
Grand des Begriifes vom grSssten gemeinschaftlichen Teiler definirt*). 

Eine Reihe von ErgSnzangen in diesem Sinne hat Krön ee leer in 
neaester Zeit**) (1889 nnd 1890) geliefert 

Standen sich so bis zoletzt der aiühmetisehe nnd der formentheo- 
retische Gesichtspunkt fast unvermittelt gegenüber, so erschien eine Durch- 
dringung beider um so wünschenswerter. 

Ein erster Schritt in dieser Richtung ist jünirst von Rosenow***) 
(1890) gemaclit worden. Für den Fall von zwei VarialiL'liitripeln wer- 
den einmal die Kroneck er sehen Invarianten einer bilinearen Form auf- 
gestellt — die, abgesehen von deren Determinante, jeweils nur ans ge- 
wissen ganzzahligen Charakteren bestehen — und darnach die verschie- 
denen Formenklassen eingeteilt. Andererseits werden die n&mlichen Klassen 
derart chaiakterishi, dass immer einige der sngehorigen gewöhnlichen 
Formen (Invarianten, Covarianten, Contravarianten) identisch verschwinden. 

Indem wir uns zum Jaihre 1874 zurückwenden, citiren wir vor allem 
noch eine Abhandlang von Darbonxf), in der die Weierstrass-Kron- 
eeker 'sehen Sitze von 1868 ebenso allgemein, wie elegant abgeleitet wer- 
den. Als systematisches HtUfemittel dient die mit mehreren Reihen von 
willkürlichen Grössen geränderte Determinante einer resp. zweier Formen. 

Die Serie dieser Determinanten verhält sich, wenn man die ursprüng- 
liche den Wert Null passiren lässt, ähnlich wie die Reihe der Öturm'- 
schen Functionen beim Ueberschreiten einer Wurzel einer algebraischen 
Gleichung. 

Die Suuimendarstellung selbst wird gewonnen, indem die als Quotient 
zweier benachbarten Eändemngsdeterminanten ausdrückbare Form (oder For- 
menscbar), in Anlehnung an das Jacob lösche Verfahren, in Partialbrfiche 
zerlegt wird, jedoch mit der Massgabe, dass die dnrch die AnsnahmeföUe 
zo erheischenden M odücationen wirklich im einzelnen dorehgefOhrt werden. 



*) I. c. S. 435-488. 

BerUnerBer. 1889 S.1235— 1S37, 1875—1888, 1890 8.9—17,84—44. 

***) Joum. für Math. CVUl S. 1—24, Beilage snm Programm der 4. höhe- 
ren Bürgerschule zu Berliu. Ostern 1891. 

Eine Weiterführung für Formen mit u Variabein würde die Kenntnis 
der bez. (algebraisehen) Invai^ntensysteme vorsnssetsen. Letstere sind in- 
dessen nur sehr onvollstindig bekannt, cf. Mertens, Krak. Denkschr. X, XII 
(1886, 1886). 

t) Liouv. J. (2) XiX S. 347-306. 
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Unsere weiteren*) Darlegungen werden sich in der Hauptsache aof 
die Transformation einer quadratischen lesp. bilineaien Form in sich selbst 
concentriren. 

Wählend man bis dahin yon den Formen als dem Gegebenen aus- 
ging, and solche Substitutionen der Variabein suchte, welche gewisse | 
Transformationen der Formen bewirken, vollzieht sich nunmehr eine ent- 
scheidende Wendung dadurch, dass man umgekehrt aus der Gesamt- 

gruppe der Substitutionen diejenige Untergruppe zu erfassen sucht, welche I 
überhaupt irgend eine vjuadratisclic (lälineare) Form in sich überzuführen - 
iiu Stunde ist, und die diesbeziiglicbeii Formen erst nachträglich ermittelt. 
Die Formen selbst treten al> etwas Secundäres in den llintcr^Mund und 
das Interesse wendet sich in erster Linie der selhständip ii (ie.staltung der i 
Substitutioneugruppe zu. Leider bat dies fruchtbare Frincip iu der ' 
übrigen Formentheorie bis heute nur erst vereinzelt**) Wurzel fassen 
k5nnen. 

Den ersten Anstoes in diesem Sinne giebt Rosanes***) 1875, nnter 
Beschränkung auf die quadratischen Formen von „allgemeinem*^ Charakter. 
Nach Cayley gehen zugleich mit einer quadratischen Form, deren erste 
Ableitungen, also ein System linearer Formen in sich iiber, deren , Fun- 
damentalgleichung'* die wichtige Eigenschaft besitzt, redprokf). zu adn. 
Res an es weist die Umkehrung nach, sodass zu jeder reciproken Gleichung 
ein solches „asymmetrisches" ff) System von linearen Formen gehört, und 
damit auch eine zugehörige quadratische Form. Von ^Iner derart gefun- 
denen Lösung kann man zu den übrijren ireiangen. 

in vollem Umfange hat das genaiuite Princip für quadratische For- 
men Frobeniusf ff) 1877 verfolgt, und auf diesem Wege die charakteristi- 

*) Vgl. zum Vorhergebenden noch die Redudion der bilinearen Form j 

durch liiorthogoiiale SiibstitiitioiiPii auf eine canonische Gestalt: Beltrami, Batt. 
G. XI S. 8y~107 (1873), sowie neuere Arbeiten (1889) von Cosserat, Toul. 
Ann. III S. 1—12 und Sylvester, C. R. CVIII S. 651—653, Mess. (2) XIX 
S. l-- r>, 42 4C. 

*•) Vgl. indessen die Aihrit vun Maurer iu) Journ. für Matli. ('VII S. 8i) 
bis 116 (181K)), der die Invarianteutheurie uusgearteteu Formen gewissen Traus- 
fonnationsgruppen zuordnet. 

***) Jnuni. für Math. LXXX S. 52-72. 
t) Vgl. für den einfftcbsteu Fall Brioschi, Annali di Tort V S. 201—206 

(1854). 

Allgemein ist die Eigenschaft der Reciproeit&t der Fundamentalgleichung 
TOn Krouecker 1866 bewiesen (Joum. fur Math. LXVIU S.276). | 

t+) 1. c. s. fiir ci. I 

ttt) Jüuru. tui Mixih. LXXXiV 8. 1-63. Cf. C. K. LXXXV S. 131—134. 
Im Znsammenhange damit stehen die weiteren Arbeiten desselben Verf. im 
Journ für Math. LXXXVI S.44— 71, (1879), und Bd.LXXXVm 8.96 

bis 117 (1880). 
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sehen Eigenschaften der Sabstitutionen, welche eine quadratische — oder, 
was Im wesentlichen auf das NSmliche lünuiskonimt, eine symmetrische 
lesp. altemirende bflineare — Form invariant Uasen, mit Einschlnss 
Amtlicher AnsnahmelSlle an^iedeckt. 

Allerdings darf dabei nicht nnerwfUint bldben» dass beidts 1873 
Baehmann*) die tendlien quadratischen Formen anf ihre Ausartungen 
hin direet untersucht und so die Hermite'sehen Ergebnisse yenroUstän- 
digt hatte, wogegen Her mite**) bald darauf nachweisen konnte, wie die 
Bach mann sehen Formeln bei correctem Grenzübergänge aus den seini- 
gen hervorgelien. 

Frobenius geht von dem einfachen Grundtredanken aus, dass das 
Coefficientensystem einer biUnearen Form eine bestimmte Substitation einer 
einzelnen Variabeinreihe repräsentirt. 

Dies setzt ihn in den Stand, die Transformationen bilinearer Formen 
überhaupt als „Zusammensetzungen^ von Substitutionen aufzufassen, und 
auf dieser Grundlage einen fruchtbaren Algorithmus aufzubauen , dessen 
Operationen sich geradezu mit gewissen, durch Ibra Ein&chheit ausge- 
zeichneten Arten der Hultiplication von höheren complexen (oder „exten- 
siren**) Zahlen decken. Daraus fliessen die Kriterien für die Eigenart ebner 
Substitution, die fßaig sein soll, dne Form in rieh zu transformiren. 

Ist die verlangte Form eine allgemeine, d. i. von nicht verschwinden- 
der Determinante, so müssen***) die Elenu ntüiteiler der charakteristischen 
Substitutionenfunction paarweise von gleicheia Grade sein und für reci- 
proke Werte verschwinden (ausgonummen die Werte rhl). 

Bei verschwindender Forniendeterminante hingegen f ) muss, wenn m 
den höchsten Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten bezeichnet, 
die charakteristische Function durch eine reciproke Function mten Grades 
teilbar sein. 

Sind darnach die Aequivalenzbedingungen voUstfindig ermittelt, so 
lassen sich nunmehr auch die Cayley-Hermite'schen Formeln für die 
Goefficienten der fraglichen Substitutionen mittels eines schaifrinnigen 
Grenzreifdirens auf alle AnsnahmefiUle ausdehnenff). 

Die mericwürdigen Anwendungen, welche der Teifuser yon seiner 
Methode auf die Lehre von den eomplexen Zahlsystemen macht, müssen, 

*) Joum. für Math. LXXVI S. 831—841. Vgl. Tannery, Darboux Bull 

XI S. 221—233 (1876). 

**) Journ. für Math. LXXVIil 8.325-328 (1874). 
***) 1. c. S. 31. 
t) 1. c. S. 32, 85. 
tt)l.c§ll. 

JabMsber. d. DvutMkM lIatlMiB.*V«r«iiil«aBg. L 8 
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als 20 weit fühlend, hier nheigangen werden; deagleidien die verwandten 
Untersnchnngen von Lipschitz*) nnd Kronecker*) ober den innigen Zd» 
V sammenhang zwischen den Hamilton^schen Qnatemionen (resp* Biqttate^ 
nionen) nnd den entsprechenden orthogonalen Sabstitntionen. 

Hingegen mag eine andere Anwendung**), welche Frobenins tod 
der Transformation der bilinearen Formen auf das sogenannte ^Pfaffsche 
Problem gemacht hat, hier um so lieber eine Stelle finden, als sie ein 
ni Olk würdiges Beispiel dafür liefert, wie die, wesentlicii der Functionen- 
theorie angebörlL^' KrforschuiiLr vuii Invarianten unendlicher Gruppen unter 
günstiiron Umständen auf die rein algebraische von Invariauten einer pro- 
jectiven Gruppe zurückgebracht werden kann. 

Beim Pf aff'schen Problem handelt es sich darum, zu erkennen, oh 
und wann zwei vorgelegte n-gliedrige lineare Dififerential-Ausdrücke dadurch 
in einander übergeführt werden kdnnen, dass man die Variabein ^»ailge- 
meinen Pnnkttraosfbrmationen'' nnterwurft. 

Frobenins lehrt zonichst, dass anter der Annahme der Hdglichkeit 
jener Ueberfohrong gleichzeitig ein gewisses System***}» bestehend ans einer 
alternirenden bilinearen nnd einer linearen Form in Folge gewisser con- 
gmenter (linearer} Snbstitationen in ein ähnlich gestaltetes fibergeht, wo- 
bei die Goeflicienten der Formen, wie die der Substitotionen, trotzdem 
sie von den Variabein des Problems abhängen, die Rolle blosser Con- 
stanten spielen. Nun zeigt sich aber, dass auch das Umgekehrte gilt, 
dass also das alleinige KrfüUtsein der algebraischen Transfurniations- 
relntionen dasjenige der für die transcendente Frage erforderlichen Inte- 
grabilitätsbedingungen von selbst nach sich zieht. Des weiteren crgiebt 
ein tieferes (formentbcoretisches} ^angehen auf den Charakter der alge- 
braischen Kelationen, dass diese nur die Gleichheit einer ganzzahligen 
Invariante p for beide Formenpaare verlangen, ein Satz, den kurz zuvor 
Lie anf gmppentheoretischem Wege nachgewiesen hatte. Die charak- 

*) Lipschitz, „Untersuchungen über die Samme von Quadraten* Bonn 
1880, Journ. de Math. (4) II, ;>T3— 440 (1880), Beri. P,er. 185)0. 

Kronecker, Berl. Ber. IddO S. 520—541, 602-607, 6dl-6dd, 873—884» 
1063—1080. 

«*) Journ. far Math. LXXXH S. 280—815 (1877). 

Eine analoge Anwendung der Aequivalenz zweier quadratischen Formen 
findt't sich schon b.'i Christoffel (1870), Journ. für Math. LXX S. 46—70, 
241—245, der auf algebraischem Wege die Aetjuivalenz zweier quadratischen 
Differentialformen gegenüber nnendlidien Punktgruppen eriedigt Mittels He- 
thoden der Variationsrechnung ist Lipschitz gleichzeitig zu denselben Ergeb- 
nissen gelanf,'t, siehe Journ. filr Math. LXX S. 71-102, 274- 287, 288—295; 
Bd. LXXll S. 1 — 56, nebst Verallgemeiueruugen auf höhere Formen. 

***) Dieses Syatem ist später von Morera formentheoretisch genauer unter- 
sucht worden, Atla di Torino XVXU S. 383—408 (1888). 
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teristische InTaiiante p ist, wie auch Frobenios zeigt, lüehts anderes, 
als die Anzahl der in der ^canonischen^ Gestalt des Pf af fischen Differenz 

tialausdrucks vorkommenden unabhän<?igen Functionen. 

An die Fragestclliin*fcn von Fioliciiius knüpft Stic kclberf^or*) 
an, der die Stellung der ortliogonalen , oder überhaupt der. eine detinite 
(quadratische) Fonn invariant lassenden Substitutionen innerlialb des seit 
Weierstrass neu gewonnenen Gesichtskreises zu ermitteln sucht. Mitteis 
Einführung einer geeigneten trigonometrischen JNormalform für derartige 
Substitutionen erscbliesst sich ihm das einfache Ergebnis, dass deren 
charakteristisGhe Function ausschliesslicb einfache Elementarteiler besitzt, 
und infolgedessen eine solche Substitation durch die Angabe ihrer charak- 
teristischen Function bereits vSllig bestimmt ist. 

Stickelberger hat feiner eine wertvolle EigSnznng**} zu der Weier- 
strass^schen Bednetion von Scharen bilinearer Formen geliefert, insofsm 
er darlegt, wie die Eventnalittt, dass etwa der Nenner der in die Nor- 
malform eingehenden Coefficienten verschwinden — und damit die letztere 
iliusürificii werden — könnte, stets vermieden zu werden vermag. 

Eine wichtige Aufgabe war noch im Rückstände geblieben, nämlich, 
die Fr obenius'sche Theorie der congruenten Transformationen von qua- 
dratischen Formen in sich auf beliebig geartete biliueare Formen aus- 
zudehnen. 

Das hat in den letzten Jahren Voss***) geleistet, und dabei zugleich 
die Methoden so weit vervollkommnet, dass die erforderlichen üulfspro- 
cesse wirklich rational durchführbar werden. 

Indem er, gestützt auf den Kroneeker'scben BegiiiT der beigeordneten 
Form, das voitiegende Ftoblem auf das ein&chere zoiückfnhrt, zwei ge- 
wisse Scharen von bilinearen Formen ^oongment^ in einander zu trans- 
formiren, gelingt es ihm, das System der in den Coefficienten der Urform 
zon&clist quadratischen Transformationsrelationen durch ein lineares 
zu ersetzen, wobei man deutlich erkennt, weshalb gerade die beiden 
Klassen der symmetrischen und der alternireuden Formen bei den Frü- 
heren, insbesondere bei Frobcuius, ausgezeichnet sind. 



*) Programm des Polytechnikums Zürich, 1877, S. 1 — 16. 
**) Jouru. für Math. LXXX.VI S.20--43 (1879). Vgl. die DissertaUon dess. 
Verf. Berlin, 1874. 

••♦) Güttinger Nachr. Aug. 1887 S. 425—483. 

Münchener At>h. XVII (1800) S. 3-121. 

Die besondere TrausforiiKitiuii einer bilinearen Form in sich, bei der die 
beiden Yariabeloreiben conjugiiit-u Substitutionen unterworfen werden, ist von 
Voss in den Mönch. Ber. 1889 8. 175—211 verfolgt worden. 

8* 
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lo den Endfonneln ptfigt sieh die angenffillige Analogie mit den 
Gayley-Hermite'schen Eigebnissen ans. | 

Um von irgend einer gefundenen Snbstitnüon zn aUen 6brigen von | 
der nämlichen Eigenschaft sn gelangen, hat man sImtUche, mit der ersten | 
^^vertauschbaren** anf^osochen, eine Aufgabe, die bereits Frobenius mit | 
Hülfe seines Aliruiiihnius erledigt hatte*). | 

Auch die SU'lhiiiir der Kronecker-Christulfci scheu Normalform 
innerhalb der irnnzcn Theorie tritt jetzt scharf hervor. 

Uebrigeus ist zu bemerken, dass der Kern des hier von Voss ein- 
geschlagenen Verfahrens schon in einer älteren**) Arbeit desselben Ver- 1 
fassers über orthogonale Substitutionen vorjrebiUlet erscheint, die nahezu ' 
gleichzeitig mit der grossen Frobenius'schen Abhandlung 1877 erschien. 

Ein weiteres Verdienst hat sich Voss dadurch erworben, dass er 
die gemeinsame Quelle einer Reihe von zum Teil tief Hegenden Elementar^ 
teilers&tzen, welche Frobenius, Siacci, Stickelberger und Stieltjes 
anligesteUt hatten, in einer dnzigen 0eterminaotenidentitit***) erkannte. 

Wh* haben oben einer Polemik zwischen Kroneeker und Jordan 
ans dem Jahre 1874 gedacht. Jordan mnsste damals die ihm gemach- 
ten Einwände in der Hauptsache als bere( litigt anerkennen. 

Inzwiscljen hat er den Gegenstand wiodt r aufgenommen, und den 
ersten Teilf) seiner neuen Studien 1888 in einer Arbeit über die Trans- 
formation (quadratischer Formen in sich im Zusammenhange niedergelegt. < 
Die durch die Elementarteiler der charakteristischen Function bedingte Ein- 
teilung der Formen in Klassen und Unterklassen wird auch hier auf die 
Substitutionen selbst ubertragen. Für die letzteren wird am Ende ein Paar I 
von einfachsten canonischen Typen gewonnen, wShiend die zugehörigen 
quadratischen Formen a posteriori explidte eonstrnirt werden. Anffiallend 
erseheüit der Mangel an Bezugnahme auf die Unterenchungen anderer. 

Es darf aber wohl betont werden, dass die Aeqnivalenztheorie der 
büinearen nnd quadratischen Formen, wie unsere Darstellung ergeben 
haben dürfte, ihre heutige Ausbildung fast ausschliesslich dem Schaifnnne 
deutscher Forscher verdankt. 

« 

*) In den Mönchener Bor. von 1889 S. 283—300 liat Voss den frag- 
lichen Satz auf einem andern Wege herq-t h itet, der die Bildung sämtlicher 
Formen auf einen übersichtliuberen rroccüü zurückführt, welcher zugleich die 
Untersuchung der charakteristischen Function der mit einer gegebenen 
Form vertauschbaren Formen gestattet. 

**) Matli. Ann. XIII S. 320—374 (1878). 
•*♦) Müucheuer Ber. 1889, S. 329—339. 
t) Joum. de Math. (4) IV, 349—368. Vgl. die yorbcrgebenden Mittei- 
lungen in den C. B. 
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Manches freilich haben wir nnberficksichtigt geUssen, das, wie das 
speciellere Problem der Canonisirang einer Form, an sich wohl bedeut- 
sam genug, doch zurfiektreten musste, wo es sich in erster Linie am 

die invarianten Eigenschaften der verwendeten Snbstitntionen handelte. 

Dahin gehört Giindelfinger''s*) Vereinfachung und Verallgemeine- 
rung der Jacobi-Plncker'schen Methode, eine quadratische Form auf eine 
Summe von Quadraten zu bringen, sodann eine Reihe von Beweisen für das 
Sylvester- Ja cobi'sche Trägheitsgesetz**), ferner die genaueren Untersu- 
chungen über die Abhängigkeit***) der Relationen, welche erfüllt sein 
müssen, wenn eine quadratische Form von n Variahein als Summe von weni- 
ger als n Quadraten darstellbar sein soll, sowie die verschiedenartigen For- 
mulirungen dieser Relationen; wester der Ansdmck der canonischen Goeffi- 
cienten in geschlossener Determinantenformf}, und Aehnliches mehr. 

Dagegen sei es gestattet, am Schlüsse des yorliegenden Abschnittes, 
die Aufinerksamkeit auf einen Punkt von grösserer Bedeutung zu lenken. 

80 Tielfach auch in den dtirten Arbeiten der Gruppencharakter der 
Snbstittttionen, die eine quadra^che oder bilineare Form invariant lassen, 
implicite verwendet worden ist, so sind wir doch noch von einer orga- 
nischen Eingliederung des transformationsgruppentheoretischen Princips in 
die gemeinte Theorie weit entfernt. Dazu würde es vor allem eines 
vollständigen Studiums der in einer solchen Gruppe enthaltenen Unter- 
gruppen, und deren isutzbarmachung für die Formen selbst bedürfen. 

Hinsichtlich des Ersteren bat in neuester Zeit Wernerff) für quadra- 
tische Gebilde die Bestimmung der grössten Untergrnppen durchgeführt, 
nachdem schon vorher Liefff) einige Fälle beliandelt hatte: es sind das 
solche Gruppen, welche entweder einen „Punkt*' oder aber eme ^ebene 
Mannigfaltigkeit" des (durch NuHsetsen der Form reprSsentirten) Fnnda- 
mentalgebüdes in sich fibeiffihren. Auf anderem Wege hat Eillingffff) 
diesen Sats bestätigt. 

In der allgemefaien Lie'schen Theorie ist diejenige (^dreigliedrige") 
Gruppe von grüsster Bedeutung, welche eine quadratische Form von drei 

♦) Journ. für Math. XCI S. 221— 237 (1881). 
*♦) Siehe z. B. de Presle, S. M. F. Bull. XV S. 179-181 (1887). 
**•) Siehe z.B. Henoit, CR. CI S. 869— 871 (1885): Nouv. Ann. (."0 V 
S. 30—36 (1885); de Presle, S. M. F. BuU. XIV S. 98— lUO (1886); Andre, 
S. M. F. Bull. XY S. 188—192 (1887); Valyi, Hoppe Arcb. (2) ^ S. 445-448 
(1888). 

t) Siehe z. B. Studnicka, Pra^?. Ber. S. 256—265 (1888). 
tt) Math. Ann. XXXV S. 113—160 (1889). 
ttt) Abhandl. der Ges. d. W. m Chfistiaiiia 1885. 
tttt) Math. Ann. XXXYI 8. 239—254 (1880). 
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Variabeln invaiiant lisst. Jenaehdem eine solche in irgend einer Tian»- 
formationsgnippe yon ii(^3) Variabein als Unteigrappe enthalten ist oder 
nicht, zerfallen dieselben in swei wesentlich ▼erschiedene Klassen. Diese 
Einteilung deckt sich, wie Engel*) nnd Killing*^ nachgewiesen haben, 
mit einer schon viel früher von Lie***) selbst getroffenen (nnd zur bte- 
gration von IMfferentialgleichnngen vefwendete) in „intcgrable'' nnd „nicht 
integrable'* Gruppen. 

Eine Amvciulung davon hat Scheffersf) zur Anfstellnng der com- 
plexen Zalik'ii>ystt'me gemacht, für deren Multiplicationsverknüpfung zwar das 
associaüve Gesetz, aber nicht mehr das commutative vorausgesetzt wird. 

I. B, a. 

Das Aeqiiivalenzproblem der nicht-quadratischen Formen. 
Sieht man von den quadratischen (und biliuearen) Formen ab, so 
scheint Ciebschft) zurrst (1870) die Frage aufgeworfen zu haben, ob 
denn die — nach Aronhold notwendige — Gleichheit der absoluten In- 
varianten stets aach hinreiche, nm zwei vorgegebene Formen linear in 
einander zn transformiren nnd, wenn nicht, welche weiteren Bedingongen 
zu dem Behnf noch erfüllt sein müssen. In der That lassen sieh einfache 
Beispiele ttt) constmiren, welche die ünznlSnglichkeit der ersteren An- 
nahme darthnn. 

Ein IBttel, nm der Frage überhaupt niher zu treten, bot ihm die 
typische Darstellaug der Formen, bei der die Coefficienten bereits selbst 

•) Leipz. Ber. S. 96—99 (1887), cf. F. d. M. XIX S. 356 (1887). 

**) Matli. Ann. XXXVI S. 172 (1890). 

Norweg. Archiv III S. 112—116 (1874). 
t) Math. Aiiu. XXXIX S. 293—390 (1891). 
tt) Math. Ann. II, S. 878—883. 

ttt) Pas cinfarlistc Pjcispiol der Art ist wohl eine binäre Form 6. Grades 
mit einem dreifachen Elemente. [Auf eiue Nichtbeachtung des bezeichneten Um- 
standes ist die irrtümliche Zfüiluiig zurückzuführen, weiche Cayley für die Mo- 
duln einer , Klasse" ternärer Formen veranstaltet hatte. Siehe Cayley MatlhAim. 
III S. 2f)S^"271 (l<S7ü)]. Denn obgleich sich die Kriterien für das Auftreten einer 
dreifachen Wurzel durch Invariantenrelationen ausdrücken lassen, so lassen 
sich doch die verschiedenen dabei noch möglichen L'nterßlle nicht mehr durch 
Invariantellkriterien von einander trennen. 

Dagegen hat Rolza (Math. Ann. XXX, S.546— .'j52. ISS") nachgewiesen, dass 
für alle Binärfurmen 6. Grades, deren Ausartung die einer dreifachen Wurzel 
nicht erreicht, die Oleichbeit der absohUmi Invananten in der That zur Aequi- 
Valenz hinreichend i^t. Insbesondere hat er vier Fälle angegeben (I.e. S.549), 
in denen die Clcbsch sehe Methode versagte; freilich verzichtet er dabei auf 
die Rationalität der Transfonnationsformeln. 

üeberdies versagt das Kriterium bez. der Gleichheit der absoluten Invarian- 
ten dann, wenn alle Invarianten jeder von zwei Formen verschwinden, also die 
absoluten Invarianten unbestimmt werden. 
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Invarianteii sind. Da leochtet ohne weiteres ein, dass, Iklla zwei For- 
Ben auf die nSmliehe typische Gestalt dnreh lioeare Snbstitationen ge- 
biacht werden können, auch sicher eine Sabstitation existirt, welche den 
Übergang von der einen Form in die andere ermöglicht. Es wird sich 
dOEuiach darom handeln, eine Grenze zu ermitteln, bis zo welcher eine 
typische Darstellong der in Rede stehenden Art erzielt werden kann. So 
ergiebt sich, dass die Aequivalenz zweier binSren Formen (sc. gleich hoher 
Ordnnig^ jedenfalls dann sUtthat, wenn (ausser gleichen absoluten In- 
varianien) noch jeweils ein Paar übereinstininiender und unabhängiger, 
lineare:, beziehungsweise quadratischer Covarianten vorhanden ist. je nach- 
dem die Ordnung der Formen eine ungerade oder gerade war*). 

Indessen scheint dieser Weg nicht geeignet zu sein, um zu einem 
System von sowohl notwendigen, wie liinreichendeii Bedingungen für die 
Lösbarkeit der Aufgabe zu gelangen; zndan sind nnsere Kenntnisse von 
den typischen Gestalten höherer Formen noch sehr dürftige. 

Eine diiecte Handhabe bietet dagegen die froher besprochene A ron- 
hol dusche Behandlnng der Aeqnivalenz, nnd so haben denn auch die wei- 
teren Bearbeiter des Fmblems fast alle an Aronhold angeknöpft. 

Znvördent galt es, die absoluten Invarianten selbst auf direct alge- 
braische Wdse, ohne flinznzl^nng der Differentialgleichungen abznleiten. 
Dies gelang Gram**) (1874) in ebiÜMiher Art. indem er den Gruppen- 
Charakter der Substitutionen, welche die Formen ein und derselben 
Klasse nur unter einander vertauschen, in den Vordergrund rückt, ganz, 
wie es zuerst Gauss mit durchschlagendem Erfolge bei den ganzzahligeu 
Substitutionen in Anwendung auf die quadratisclien Formen that. 

Die von Aronhold gebildeten Resultanten aus den Transformations- 
relationen worden einmal für ein Formenpaar F, F', sodann für ein zwei- 
tes F, F" aufgestellt, und, werden nunmehr aus diesem Doppelsysteme 
von Beziehungen die Coefficienten von F eliminirt gedacht, so erschliesst 
man unmittelbar die Gleicheit der absoluten Invarianten für F' und F". 

Um nun die umgekehrte Frage zu beantworten, werden die einzelnen 
Colonnen der Substitutionscoefflcienten als selbstSndige Variabehisysteme 
angesehen, nnd in Bezug auf diese die gegebenen Formen Polaiisations- 

Hier ist der einfachste Fall der tob zwei biquadratiscUen Formen, von 
denen die eine ein dreifaches, die andere ein viernebes Element aufweist 

*) Die Beispiele aus der Theorie der Formen fünfter und sechster Ord- 
nunrf stnty.en sich auf die Abhandlung ?on Clebsch und Gordan indenAniuUi 
di Mal. (2) I S. 23—79 (1867). 

*^ Math. Ann. VII 8. 230—241. Vgl. damit die DarsteUung Gundel- 
finger\s bei „Fiedler'' S. 452— 458 (1877), sowie die Betrachtungen von Study, 
.Methoden" . . . (1889) S. 104 u. flgd. 
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Processen unterworfen. Dann ergiebt sich der Satz, dass jede zugehörige 
In* und CoTaiiante aus derartigen Poiarenbildungon rational und gani 
ZOBammensetsbar ist. Daraus fliesst als vollständiges Kriterium für de 
Transfonnirbaikeit zweier Foimensysleme in einander «die Gleichheit! 
der absoluten Inyarianten und das identische Verschwinden 
derselben Govarianten*. 

Damit war indessen die für Anwendungen bedeutsame Frage ticht 
bernbrt, in welchem Umftnge rieh diejenigen Fonnenklassen abgrenzen 
lassen, bd denen die blosse Uebereinstimmnng der absolnlen Invaitonten 
die Aequivalenz bereits gewährleistet. 

Hierauf pjcht Christoffcl 1881*) näher ein, und wenn er sldi dabei 
des nämlichen (lauss srhon „ Aequivalenzprincips" wie Gram betient, so 
driiij^'t <T doch dadurch tiefer in die eiuiieliien Stadien der b(3^üglichcn 
Kliniinatiunsprocesse ein, dass er von voridierein keinerlei Voraussetzungen 
über die Form der Kndgleichungen cinffdirt. 

Christoffel präcisirt das Problem dahin, sämtliche, mit einer gege- 
benen Form Squivalenten Formen anteusuchen. ' 

Um öbeihaupt gewisse Eigenschaften der ffir die unbekannten Coefll- , 
cienten der gewünschten Formen henrorgehenden Endgleicbtiiigen anssagen i 
zu kdnnen, eliminirt er die Snbstitationseoeflieienten in irgend einer Beihen- 
folge, jedoch mit der Massgabe, dass ffir jeden einzelnen derselben der 
Gang der Elimination zu einem «systematasehen**, d. i. ein für alle Mal 
normirten wird. Dadurch wird es möglich, anzugeben, welche .von | 
jenen unbekannten Coefficienten in den Aequivalenzbedingungen vor- I 
kommen, und desgleichen, welche der noch übrig bleibenden Substitutions- 
coefficienten in den Schlussgleichunpfen. 

Es koniint lum alles auf die Anzahl der letzteren an, von der sich 
nachweisen lässt, dass sie von der Reihenfolge der einzelnen Eliminationen ' 
unabhängig ist. Diese Anzahl wird im allgemeinen einen gewissen 
höchsten Wert, nämlich n' (wenn n die Zahl der Variabein angiebt), er- 
reichen, was nach Aronhold sicher eintritt, solange die Discriminante der 
▼orgelegten Fonn von Null yeiscfaieden ansftUt. 

Indem der Verfuser ausdrncidich alle Formen ausschliesst» f Sr welche 
jene Maximalanzahl nicht eireicht wird, ffihrt er den Beweis, dass die 
Aequivalenz zweier Formen in der That nur von der Uebereinstimmong 
der beiderseitigen absoluten Invarianten abhängt, womit zugleich denn 
Anzahl auf eine neue Art abgeleitet ist. 



♦) Math. Ann. XIX S. 280—290. Vgl. Study 1. c. 
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^f'- Es wäre freÜicb wfinschensweit, zu ontenuchen, welches der in- 
i :^ variantentheoretisehe Kern der eben genannten ChristoffePschen Forderung 
8r i ist. Sicher dürfen die Snbslitutionscocfficientcn keine willkürlichen Para- 
meter mehr enthalten, d. Ii. die vorgelegten Formen nicht ScIianMi von 
o<J Transformationen in sich zulassen, und ebensowenig dürfen alle Invarianten 
einer der Formen verschwinden*). 

Veitmann hat zwar ebenfalls versucht, den Aron hold \schen Elimi- 
nationsprocess dahin zu modificiren, dass aus der Gleichheit der absoluten 
i£ Invarianten luekwärts auf die Richtigkeit der Transformationsrelationen 
geschlossen werden kann; indessen sieht er sich zu dem Behuf gezwnn- 
ä gen, nach suhjectiyem Emessen von ganzen Klassen von Formen abzn> 

sehen, deren innere Bedeutong wiederum schwer ersichtlich ist. 
Lr- Das Aeqmvalenzpfoblem kann wohl eist dann einer befriedigenden Lo- 
!f. anng entgegengeiShrt werden, wenn eine genügende invariantentheoretische 
Einsicht in die Teischiedenen Ansaitnngen der Formen gewonnen ist^. 
»C' Es würde sich folgerichtig jetzt die Aufgabe darbieten, die beson- 
deren Transformationen zu verfolgen, welche vorgelegte Formen in gewisse, 
ff zu praktischem Gebrauche construirte canonische Gestalten überführen 
j sollen: da indessen bei der historischen Entwicklung dieses Gegenstandes 
c die Frage nach den dabei auftretenden Irrationalitäten weit mehr berück- 
sichtigt worden ist, als nach den Transformationen selbst, so möge die 
1. bez. Besprechung auf eine andere Stelle (II. B) verschoben werden. 

I, B, b. 

Formen mit linearen Transformationen in sich. 

In den Invarianten einer Form resp. einer Reihe von Formen, hatte 
man einfache Functionen der Coefficienten entdeckt, die sich bei ge- 
wissen Gruppen von linearen Transformationen (hr«elhcn nur um einen 

' F'actor äiuleni. der allein von den Substitntionscdt fficienten abhängt, und 

' übrigens der Einheit gleich gemacht werden kann. 

Sind auch diese Invarianten von specieller Beschaffenheit hinsichtlich 
ihrer Argumente — haben sie doch gewissen linearen partiellen Differen- 
tialgleichungen zu genügen — so erlaubte immerhin die Allgemeinheit 
der ursprünglich gegebenen Formen die AnftteUnng weittragender Metho- 
den zur Bildung der Invarianten. 

*) Der von Christoffel S. 284 citirte Ausuafametall f = xf-h3xlX8 ist 

{gerade von der letzteren Art. Hier verschwinden die beiden (Aronhold sehen) 
nvarianten S und T, und damit alle üherhaupt. 

**) Für die Aequivalenz bei höheren Transformationen (so z. B. im bi- 
niren Falle bei der Tsehirahausen-Transformation) ist bisher mst noch nichts 
geschehen.. 
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Sobald man indesaen den ncgriff dor Invariante TOn der Grundlage 
der Urformen loslöst, ond nach allen solchen Formen einer bestimmten 
Anzahl von Argumenten fragt, die hei gewissen SuhstitotioDen der lets- 
teren in sich übergehen, oder anch umgekehrt, was im -wesentlicheil die 
nämliche Aufgabe ist, wenn man alle möglichen Gnippen von Sabstita- 
tionen von n Yariabeln nnd deren zagehörige (gans-rationale) Invarianten 
sncht, — hat man sich nach neuen HoUsmitteln nmzaseheo. 

Im Folgenden beschränken wir uns in der Hauptsache auf ^end- 
liche" Gai ois'scht!*) Gruppen von Substitutionen, da solchcji mit willkür- 
lichen**) Parametern eine foruieutheorctische Behandlung fast noch gar 
nicht zu Teil geworden ist. 

Die nächstliegenden Formen der gemeinten Art, die binären, sind 
von fnnctionentheoretischen Gesichtspunkten aus gefunden worden. 

H. A. Schwarz***) „'(langte zu ihnen aus Anlass der Frage nach den 
algebraischen Integralen der bypergeometrischen Differentialgleichung, 
welche linear und von der zweiten Ordnung ist Dex Quotient s zweier 
Particnlarlösungen y,, derselben genfigt selbst einer DÜerentialgleiehung 
3. Ordnungt); infolgedessen wird die positive Halbebene der unabhängigen 
Variabein x conform abgebUdetff) auf ein Ereisbogendreieck S (welches I 
m sdnem Innern keinen Windungspunkt enthält nnd), welches fiber jede 
seiner drei Seiten hinaus durch „symmetrische Wiederholung^ analytisch 
fortgesetzt werden kann. 

Die Anzahl der so entstehenden Gebiete muss, falls s eine alge- 
braische Function von x sein soll, eine endliche sein*). 

Die Aufgabe, zu der Schwarz demgemäss geführt wird, „alle sphä- 

I 

*) Siebe oben S. 101. Es sei nochmals bctout, das» Lie dagegen unter 
einer „endlichen*' Gnippe eine solche Gruppe versteht, die von einer endlichen 

Anzahl von Parametern ' ' ngt. 

**) Klein und Lie halten Curvcn und Flächen mit Scharen von (ver- 
tauschbaren) Substitutionen in sich untersucht, CR. Juni 1870, Math. Auu. IV 
S. 50—84. Die späteren bez. Leistungen von Lie, Halphen, Sylvester, Poinear^, 
Picard können hier nur anir<^!leiitet werden. 

}^ei Lie ist die Aufgabe zu der weit aligemeineron geworden, die Diffe- 
reniialgleichungen mit (nicht bloss projectiven) coutinuirlichen Gruppen yon 
Transfortnationen in sidi systeinatiseh ah/.iihandeln. 

***) Journ. für Math. LXXV S. 292—335 (vgl. Yerhandl. der Schweizer 
Naturf. Ges. 1871). 

Die vorhergehende verwandte Litteratar findet sich zusammengestellt in 
Abschnitt VI der Schwarz'schen Abband hing, 

f) 1. r. S. ;i(X). Der Ausdruck auf der linken Seite derselben ist später 
der Au8gangsj[>unkt von Sylvester s Ueciprucaulentheorie geworden. Cf. II. C 
Anhang. 

tt) S. 311. 

ttt) S. 316-317. 
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riscben Didecke zn findeD» deren symmetrisohe 'Wiederholungen auf der 
Kagelobeifliehe nor sa einer endlichen Anzahl von, der Lage nach ver- 
schiedenen sphiiischen Dreiecken Anlass geben,*' ist daher implicite**) 
SqniTalent mit der hier postnlirten. — Schwarz entwickelt die zugehdrigen 

Formen***) und giebt auch die zwischen zwei rationalen Covarianten und 
einer Urform selbst bestehende Relation***). 

Ohne ursprüngliclif) von der Schwarzsehen Arbeit Kenntnis zu haben, 
wurde Klein direct zu der Bestimmung der endlichen binären, linearen 
Gruppen und ihrer Formen geführt. Die Grundlage seiner Betrachtung ist 
die Verknüpfung, welche zwischen der Riem an n aschen Interpretation der 
complexenff) Variabein z auf einer Kugeloberfläche einerseits und der 
geometrischen Deutung einer linearen Transformation der Variabein an- 
dererseitB hergestellt wird. Diese Transformationen werden nimlich den 
reellen nBewegnngen^'fft] des Raumes eindeutig zugeordnet. 

Die endlichen Gruppen solcher Bew^ungen lassen sich aber durch 



*) Der Gesichtspunkt der »endlichen SubsUtutionsgruppe'' tritt indessen 
erst bei Klein auf, ebenso wie der Begriff und die Bildung des zugehörigen 
vollen Systems. Schwarz operirt weder mit homogenen Variabein» noch über- 
haupt mit Covariauten. 

**) Insbesondere tritt die wichtigste derselben, die „Ikosaederform- iu 
der canoniseben Gestalt s(1~11b^b^ auf S. 830 auf. Ebendaselbst steht 

die bez. .Relation". 

***) Krlanger Ber. Juli 1874. In einer folgenden Nnto Erl. Ben Dez. 1S71 
setzt der Verf. bereits seine Beziehung zur Schwarz sehen Arbeit auseinander. 
Danach ergiebt sich sein ursprfinglicber Ansatz, wenn man die bei Schwarz 
zu Grunde liegenden Kreisbogendreiecke durch Vielecke ersetzt (welche aber 
nicht nach dem Princip der Symmetrip, sondern nacli ilom Prinrip tlor analy- 
tischen Fortsetzung vervielfältigt werden sollen). Hier wird auch erwähnt, dass 
die im Texte bemerkte „Relation* als besonderer Fall eineS) in der Formen* 
theorie (seit Hesse) bekannten Satzes über Fnnctionaldeterminanten aufgefiisst 
werden kann. 

Eine dritte Note Erl. Ber. Juli 1875 geht auf die Resolvcuten 5. und 6. 
Ordnung der Ikosaedergleichung ein. Wenig später (1875) etsdiien die zu- 

saniincnhängende Darstellung in den Math. Ann. IX S. 183—208. (Die erste 
der weiter unten besprochenen Arbeiten von Fuchs wurde in den Gott Nachr. 
vom Aug. 1875 publicirt.) 

f) Das DoppelTeih&ltnis Yon vier complexen Werten ist suerst Ton 

Möbius eingeführt worden. Mit der Uebertragung auf die Kuppel hat sich cin- 

ffehend Wedekind beschäftigt (Dissertation Erhingen 1874, 15 'itcriup <>r<\ Kr- 
angen 1875, Math. Ann. IX S. 20.9—217). Beltrami untersuchte löTU luvariau- 
tenueoretisch die bin&ren Formen, besonders der 3. Ordnung mit complexen 
Coefficienten, Mem. di Bologna X. 

Wegen der allgemeinen Auffassung des Sachverhalts Yg|. Kleinas Erlanger 
Programm von 1872. 

tt) Vgl. z.B. Liudemann, Math. Ann. VII S. 5611. Bei gewöhnlicher Mass- 
bestiinnnxng war die Bestimmung aller endlichen Bewegnngsgntppen seit lan- 
gem erledigt 
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nomittelbare Anschaiinng gewinnen*). Es sind dies, anleine canonische 
Form gebracht, einmal die trivialen Wiedetiiolnngen einer Rotation der 
Kogel um einen bestimmten Dnrcbmesser (cyklische Omppe), nebst den- 
jenigen Drehongen, welche hieraus durch Vertansehnng der beiden End- 
punkte des Durchmessers erwachsen (Diedergruppe); von diesen beiden 
Kla.sscn von Gruppen dürfen wir im folgenden abseilen. Sodann aber die 
Gruppen derjenigen Hot.itioiipn. welcbe die fünf (Platoniscben) regulären 
Klirper mit sieb zur DcH kuiiu luiiigcn. \v(»1h i man sich auf das Tetraeder, 
Oktaeder (oder Würfel) und Ikosaeder (oder Dodekaeder) beselirünken 
kann; diese drei Gruppen umfassen bez. u = 12, 24, 60 Drehungen. 

Es handelt sich um die Aufstellung des ,,Tollen Fonnensystems'^ 
einer solchen Gnippe, d. i. derartiger Formen, dass alle übrigen (gerade 
bei den Substitutionen der Gruppe onveTindert bleibenden) gans-tationale 
Functionen derselben werden. • 

Auf Grund des dnHachen Princips, „dass die Govarianten durch die- 
selben linearen Transfonnationen in sich übergeben mfissen, wie die Grund- 
form'', ergiebt sich das Gesetz: 

^Wendet man die Operationen einer der drei Gruppen auf jeden 
von zwei beliebigen Ausgangswerten (i. e. Punkten der Kugel) an, so resnl- 
tiren jedesmal n Werte, die W^trzeln zweier Gleichungen ir = 0, ir' = 0 
sind. Dann befinden sich unter der linearen Schar ti-I-xz' stets drei 
(und nur drei) volle Potenzen von Formen niedrigerer Ordnung f, H, T, 
welch letztere (mit llinzaoahme einer einzigen Invariante) das volle System 
der Gruppe bilden.'* 

Zwischen den bezüglichen Potenzen von f, H, T herrscht also eine 
lineare Relation; dabei ist H die Hesse 'sehe Oovaiiante von f, und T 
die Functionaldeterminante beider. 

So gelangt man im Falle der „Ikosaedergruppe'' xunSchst zu dner 
Schar von Formen 60. Ordnung; diese enthUt resp. fünffach, dreifach, 
zweifisch zihlend je eine Form 12., 20., 30. Ordnung f^,, H,^, T,^; f = 0 
stellt die Ecken des Ikosaeders, H = 0 diejenigen des Dodekaeders, end- 
Uoh T = 0 die Halbirungspunkte der Kanten eines der beiden E5rper dar. 

In den beiden ersten Fällen repräsentiren analog f^ = 0, f^ = 0 die 
Ecken des Tetraeders und Oktaeders. 

•) Vgl. oben S. 123 Note üf). 

**) I.e. §4.- Micrhoi ist indessen wohl zu beaohtoTi. dass ausser den 
durch die allgemeiue Foriuentheorie gelieferten iuvariauteu Bildungen noch 
besondere existiren, die durch die Eigenart der hier vorliegenden (endlichen) 
Sulwtitutionsgruppen bedingt sind. So tritt z. ß. im Falle der Ikosaederform 
eine specifische rationale ibiTariante ersten Grades auf, vgl. Ann. IX & 198. 
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Die drei Fernen f besitzen, ivie eine leichte Rechnung zeigt, die 
merkwürdige Eigenschaft, dass ihre yieite Uebenchiebong über sich selbst, 
(f, f)', identisch Teiachwindet: aber anch umgekehrt sind sie hierdurch 
and durch Angabe der Ordnungen 4, 6, 12 (sc. bei nicht yeischwindender 
Discriminante) vollstilndig charakterishft. 

Die innige Beziehung der ^Ikosacdergleichung" fjj = 0 zu den all- 
gcuK-inen Gleichungen fünfter OiUiiung kann hier nur gestreift werden. 
Dass die Gleichung i^^ = 0 Kesoiventen fünfter und sechster Ordnung be- 
sitzt, ist geometrisch nahezu evident. 

Die '60 Punkte T = 0 bilden gerade die Ecken von fünf regulären 
Oktaedern, deren Formen t Wurzeln einer Gleicliuiig 5. Ordnung sind. 

Andererseits zerlegen sich die 12 locken des ikosaeders in G Paare 
von Gegenecken: ist ^ die Form eines solchen Paares, so hSngt von 
einer Gleichung 6. Ordnung ab. 

Die Besiehungen zwischen den beiden letztgenannten Gleichungen 
stellen sich nun thatsSchlich als dieselben heraus, wie sie in den bekann- 
ten Untersuchungen von Kronecker, Hermite und Brioschi über die 
allgemeine Gleichung 5. Ordnung auftreten. 

Die weitere Ausführung dieses Zusammenhanges hat dann Klein ver- 
uiilasst, das Ikosaeder zum Milteipmikt der vielverzweigten Theorie der 
üieicliungcn f). Ordnung zu gestalten*). 

Wir haben jetzt des Zusammeniianges zu gedenken, der zwischen den 
endlichen Suhstitutionsgruppen nebst ihren Formen und den linearen Diffe- 
rentialgleichungen besteht. 

Die allgemdnen Integrale einer voigelegten linearen Differentialglei- 
chung nter Ordnung mit rationalen Functionen als Goelficienten lassen sich 
durch n particuläre, linear unabhingige, y,, y,, . . y«» linear und homogen 
ausdrücken. Durchlftoft die VerSnderliche x geschlossene Wege um die sin- 
gulSren Stellen der Gleichung, so werden die y linear mit constanten**) Goef- 
fidenten substitoirt; diese Subs^tutionen bilden die „Gruppe^ der Gleichung. 

Besitzt die Gleichung lauter algebraische Integrale, so ist die Gruppe 
eine endUcfae, und umgekehrt. 



*) „Vorlesungen über das Ikosaeder and die Anflosi^ der Gleichungen 
Leipzig 1884. Vgl. Erlanger Ber. 1870—77, Math. Ann. XII 

S. .jO.> — bCA) (1877). Vgl. ferner noch die beiden späteren, wichtigen Arbeiten 
von Gerdau, Math. Ann. XXVIII S. 152—166, XXIX S. 318-326 (1887). 

**) Vgl. die grundlegenden Arbeiten vuu Fuchs im Jouru. für Math. LXVl 
S. 121—160 (1866); LXVni S. 354—385 (1888). Der Sats selbst gebt auf Rie- 
mann Kurfick. 
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Damit ist die Grundlage der Fachs 'sehen Arbeit von 1875*) ge- 
kenoseichnet, an die sich die weiteren Untersachnngen von Jordan, 
Klein, Brioschi angeschlossen haben. 

Es gebührt aber Fuchs vor allem das weitere Verdienst, die tiefer- 
liegende Beziehung aufgedeckt zu haben, welche den zur Gruppe ge- 
hörigen Formen [(y^ y^) innerhalb der Theorie der linearen 
Differential-Gleichungen zukommt 

Soll die bei Fuchs in reducirter Gestalt gegebene Differentialgleichung, 
die im besonderen von der zweiten Ordnung sei, lauter algebraische Inte- 
grale haben, so müssen «^'ewisse Formen f(yj, y.^) existiren, die Wurzeln 
einer rationalen Function Diese „Prim formen*^ decken sich mit 

den Formen r-j-xir' der Cilei( hinigsiiruppc (siehe oben S. 124); ihre Co- 
vaiianten sind wiederum Priiuformea**}. Die Primformen niederster Ord- 
nung n sind mithin dadurch ausgezeichnet, dass alle ihre Covarianten von 
einer Ordnung < n identisch verschwinden***). 

Hieraus iSsst sich der Schluss ziehen, dass die Ordnung n nur eine 
beschränkte Anzahl von Werten annehmen kann; Fucbs findet als 
überhaupt nur mögliche Werte nsS, 4, 6, 8, 10, 12. 

Die angegebenen HnlfBmittel gestatten, bei jeder in concreto ange- 
schriebenen Differentialgleichung 2. Ordnung die Schritte zu bezeichnen, 
deren es behnfs Lösung der Frage nach algebraischen Integralen bedarf. 

Die umgekehrte Frage nach der expliciten Aufstellung sSmtlieher 
derartiger Typen von Differentialgleichungen '2. Ordnung hat Kleinf) in 
AuL^riff genommen und zu einem gewissen Abschluss gebracht. Zuvör- 
(leist ist er, gestützt auf seine früheren Erffebnisse, sofort in der Lage, 
die fünferlei möglichen lnteLi;ral,Lrleichuugen liinzuschreiben. denen der Quo- 
tient 7] zweier algebraischen Particularlösungen y,, der Gleichung zu 
genügen hat. AOu hier aus macht er den U ebergang zu den fünferlei 
correspondirenden Differentialgleichungen 3. Ordnung für die Grösse ij. 
Es zeigt sich die merkwflidige Erscheinung, dass die letzteren unmittel- 

*) Gött. Nachr. 1875 S. 568—581, 612—613. Joum. für Math. ULXXI 

S. 97—142 (1876). 

In der zweiten Abhandlung Journ. für Math. LXXXV S.l— 26 (1878) unter- 
wirft der Verf. die Gesamtheit der Primformen einem systematischen Studium. 

•*) Siehe indessen die Anni< rkuug**) auf S. 124. 

••*) Die von Fuchs angeregte Frage nach der Umkehrung diems Satzes ist 
dann von Gordan (vgl. weiter unten) in bejahendem Sinne entschieden worden. 

t) Erl. Ikr. 1876 oder Math. Ann. XI S. 115—118, und Math. Ann. Xil 
S. 167—180 (1877). 

Die von Jordan zuvor in den C. R. LXXXII S. 60&— 607, G. R. LXXXÜI 
S. 1033—1037 gewonnoien Typen waren nicht ersclir>j)feud. Siehe die litte- 
rariachen Bemenningen von Klein: Math. Ann. XI S. 118 unten (1876). 
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bar hervorgehen ans der im hypergeomettischen Falle von Schwärs her- 
rfihronden Oleiohnng 3. Ordnung, wenn man (nach Einsetzung geeigneter 
numerischer Werte fnr die drei daselbst auftretenden arbiträren Con- 
stauten) das Argument x vertauscht mit einer beliebigen rationalen Func- 
tion von X*). — Hierbei ergiebt sich zugieicli, dass die Fachs'sehe Tar 
helle (I. c. S. 126) der möglichen Primforroen (niederster Ordnung) that- 
sächlich noch überflüssige**) Fülle enthält. 

Die In- und Covarianten der Primformen sind in eigenartiger Weise, 
unter Einführung der llermite scheu associirten Formen, von Brioschi 
hergeleitet worden***). 

Nach rein algebraischen Principien sind die binären Formen mit 
linearen Substitutionen in sich zuerst von Gordan f) untersucht worden. 
Vor allem wird eine binäre Substitution S auf eine Mormaiformff) ge- 

*) Umgekehrt wird für die Bestimmnng von R(]0 ans einer gegebenen 

DifTereiitialgleichung für t] ein Verfahren angegeben, welches nach einer end- 
lichen Anzahl von Versuchen zum Ziele führt. 

Brioschi hat 1877 (Math. Ann. XI S. 401—411, Reml. Ist. Lomb. (2) X S. 48 
bis 58) die Function R im Falle von nur drei singulären Punkten ermittelt für 
alle Schwarz'sclicn ^reducirtt'u" Typen (.Tourn. für iMatli. T-X XV S. Ö2',)) bis auf 
drei. Diese drei let/.tereu sind dann von Klein erledigt wurden, Math. Ann. Xll 
S. 175, 176 (1877), vgl. eine Berichtigung von Gayley ebenda XVII S. 65, 66 
(1880). Mit der Berechnung weiterer Ikosaedcrfälle bescbftftigt eich die Disser- 
tation von 0. Fischer, Leipzig 1886, siehe die Bemerltungen von Klein: Math. 
Ann. XXVI S. 403 (1886). 

•*) Siehe Math. Ann. XI S. 118. 

***) Math. Ann. XI S. 401—411. Nach Fuchs ist eine Primform f(y,,y..) 
gleich 9(x), wo 9 die Wurzel aus einer rationalen Function von x bedeutet 

Die Differentiation nach x liefert daher -~ ■+- — = mit. 

öyi cJx cja VK dx 

wo <b wiederum rational in x ist; andererseits siebt der Euler*sche Satz für 
homogene Fnnetionen yi hyj ^ - = nf n«p. Berechnet man hieraus 

9f 9f 

— und — , und setst ihre Werte in die flermite^schen Transforoiations- 

dji oya 

fonneln ein, so hat man nur noeh sn berücksichtigen, dass der gemeinsame 
Nenner — yi nach einem Satze von Abel mit einer Constanten 

übereinstimmt 

f ) Math. Ann. XII S. 28—46 (1877). Referent muss sich leider versagen, 

des näheren einzugehen auf diese delicaten Untersuchungen Gordan's, die sich 
ihrer Natur iiarh fje<rPTi eine Schilderung in Worten selir viel spröder erweisen, 
als die verwandten geumetri.sehun und functioneulheorelischeu Arbeiten, 
tt) 1. c. S. 24. Dieselbe lisst sich in der Gestalt schreiben : 
(y — x)coscp = isincpkKx — a)(y — ß) + (x— ,3)(y — a)J, 
wo a, ß die beiden Coineidenzelemente sind, und k ein geeignet gewählter 
numerischer Wert. 

Uebersichtlicher wurde die Gordan*8che Normalform einer Substitution 

lauten: — e><» dabei alle complezen Werte durchlaufen). 
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bracht, in der neben der quadratisdu n Form, welche die beiden Coinci- 
denzelemente von S bestimmt, noch ein variabler Winkel ^ , das Argu- 
ment von aafbitt. Bann witd einfach das Argument Yon S"; soll S 
einer endlichen Gmppe angehören, so mnss n^ dn Holtiplom Ton ic sein. 

Hat man swei Substitutionen S, T mit den Argnmenten 7, und 
sind ^ die Argumente der aus jenen ausammengesetsten Substitu- 
tionen ST, S^'T, 80 herrscht zwischen diesen vier Winkeln allein eine 
einfache Relation*), nämlich 

COS(I)-hCOsU* = COs(cp-|-lj;)-+-COS(cp 

Anf Grund dieser Relation und der Eintfilunix der Substitutionen 
nach <U 1 (irösse ihrer Perioden wird die ursprüngliche Aufgabe zurück- 
geführt auf die zalilentheoretische*'), dit- (jlcichung 

l -h cos 9, -h cos 4- cos (pj, sss 0 
durch rationale Winkel 9,, cp, zu lösen. 

Die weitere Untersuchung hängt wesentlich von einem Kronecker*- 
sehen Satze Aber die Irredudbilität der verallgemeinerten Kreisteilnngs- 
gleichung ab**). 

Das Resultat sind natürlich die fünf Kletn^schen Gruppen: sie wer- 
den hier aber in einer sehr brauchbaren canonischen Form aufgestellt. 

In einer anschliessenden Arbeit***) legt Gordan die von Fuchs her- 
rShrende Eigenschaft der Primformen niederster Ordnung n, nach der 

alle Covarianten von einer Ordnung <Cn identisch verschwinden, als Defi- 
nition!) zu (i runde. 

Kill mal wird direct mit Hülfe der zugeliörigen Formensysteme nacli- 
jrewi( st'H, dass den Formen f., f,., des Oktaeders und Ikosaeders die 
nannte Eigenschaft zukommt. Die schwierige Umkehrung, dass jene 
Formen f die einzigen der Art sind, wird aus dem Verlialten derjenigen 
Covarianten niedrigster Ordnung ersclüossen, deren letzte Ueberschiebung 
mit f identisch verschwindet. 

Schliesslich haben We de kindft) und Brioschift) auf dem Wege 

*) 1. c. S. 25. 
**) 1. c. S. 2;). 

*-) Math. Ann. XII S. 147-166 (1877). 
f) Die Gordaii'sche Definition ist insofern eine modifidrte, als sie von 
vomlicrein Formen mit mehrfachem Factor ausscbliesst. 

tt) Wedekind, Habil.-Schrifl Karlsruhe 1876, Brioscbi, Annali dl Mat (2) 
VIII S. 24— 43, 1877. Vgl. die Darstellung bei Gordan-Kerschensteiner 11 § 19. 
Die nioichimg (f04— 0 ist natürlich das formentheoretischc Aeqiiivalent für 
die früher besprochene DiiTeroutiaigleichung 3. Ordg.; in seinen Vorlesungen 
pflegt Gordan den üebergaug von der einen Darsteliunff zur andern auszufahren. 

Wegen der Differentialgleichung 3. Ord. V|^. auch Hurwitz in den Math. 
Ann. XXXm & 345—352 (1889). 
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directer Coefficientcnvergleichuiig abgeleitet, dass das von Klein bemerkte 
identische Verschwinden der vierten Lieberschiebung einer binären Form 
mit sich selbst, wenn man von Formen f„ mit (n — 1)- fächern Factor 
absielit, ausschliesslich zu den Formen f^, f^, f^^ des Tetraeders, Oktae- 
ders und Ikosaeders hinführt*). 

Vom Standpunkt der SubsUtuüonentheoric aus hat C. Jordan das 
Thema der endlichen Gruppen linearer Substitutionen allgemein für n 
Variable in Ansatz gebracht**). Sei G eine solche Gruppe, so enthalt sie 
sicher Substitutionen s, welche die (homogenen) Variabein nur um gewisse 
EinheitswuTzeln als Faetoien Sndem. Ss werden nun der Reihe nach die 
mit einer Substitution s vertanschbaren Untergruppen F Ton G durch alle 
Substitutionen von G transformirt Zwischen den Ordnungen aller dieser 
F und derjenigen von G besteht eine diophantische Gleichung. 

Die Discussion der letzteren liefert för n = 2 wiederum die fünf 
bekannten Typen. Allein schon im näclisten Falle n = 3 ist eine über- 
grossc Anzahl von Fällen im einzelnen zu erledigen. Schliesslich blei- 
hen eilf verschiedene Typen als wirklich existirende übrig, von denen 
indessen nur eiuer als wesentlich neu zu erachtcu ist, da die übrigen 



*) Hilbert hat ii.-iclifrowie.sen (Math. Ann. XXX 8.561-570 (1887)). dass 
die binären Formen mit linearen Transformatiuutu in sich auch als besonderer 
Fall einer umfa.ssendereü Formenklasse erhalten werden. Letztere ergiebt sich, 
wenn man nach solchen Eüst^heln ^-^h\> fragt, für welche die dritte Ueber- 
Schiebung von f über ^ identisch verschwindet. 

Bei Oordan-Kerschensteiner II § 13 fmdet sich eine elegante Erzeugung 
der „regulären Körper" von den quadratischen Formen aus. Ks w ir ! ein System 
von letzteren gebucht, derart, dass entweder alle bilinearen Uel»e.rschiebungen zu 
je zweien verschwinden, oder aber einen gemeinsamen, von >iuil verschiedenen 
Wert besitzen, oder endlich einen, bis auf das Vorzeichen gemeinsameo Wert. 

Im ersten Falle gelangt man zu drei quadrati-schcn Formen, deren Pro- 
duct das ^jOktaeder" bildet, im zweiten zu vier, deren Product der , Würfel* 
ist, im dritten endlich zu sechs, durch deren Muitiplication das slkosaeder" 
entsteht 

♦•) C. R.LXXXIV S. 1446-1448, Journ.f. Math. LXXXIV 8.85—216(1877). 

Kine Revision und Weiterführung giebt der Verf. in seiner Preisschrift 
Atti (Ii Xapoli VIII (1880). „Sur la determinatiou des groupes d'ordre fini con- 
tenus dans le groupe Hn^re.* 

Eine Bestiitifrung der Einzel-Resultate im Falle n = 3 auf anderem Wego 
war wünschen.swert, da bei dem Jordanischen Abzählungsvcrfahren Heobach- 
tungsfehler unvermeidlich sind. Eine solche liegt, abgesehen vuu einzelnen Ab- 
weichungen, vor bei Valeutiner, Kjöb. .Skrift(6)V 8.64—235(1889), der die 
Gruppen direct durch rein algebraische Betrachtung^ (unter. Hinznnahme ein- 
facher diophantischer Qleichunffen) herleitet. 

Die Fiicbs^sche Eigenschaft der Primformen wird bei Jordan auf Differen- 
tialgleichungen höliii als der 2. Ordnung ausgedehnt. So erhält man bei der 
3. Ordnung den Satz, dass eine Primform Wurzel ist aus einer rationalen Func- 
tion von X und einer zu adjungirenden llülfsgrösse, die selbst von eiuer alge- 
braischen Gleichung nter (minung abhängt (n = 1, 2, 3, 4, 5, 7, 9). 

JabrMb«r. d. Deutschen l|«thein.-Vereiiiiguiig. I. 9 
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entweder trivialer Nator sind oder aber in '^Idielikeit zu Gruppen Ton 
2 resp. 1 Variabein gehören*). 

Die gciueiiitc neue Gruppe i>t die sogenannte II esse "sehe ii.^^^ (von 
21(1 vSubstitutionen), mit der Eijrensehaft**), die von Hesse zuerst studirte 
Configuratiun der vier Wendedreiseite einer ebenen C'urve dritter Ordnung 
als Ganzes unverändert zu lassen. 

Indessen hatte Jordan in Folge eines Rechenfeliiers eine weitere, 
ebenfalls wesentlich neue Gruppe 0,^^ (von 168 ternären Substitutionen) 
übersehen, die zuerst Klein von der Transformation 7. Ordnung der ellip- 
tischen FunctioDen her entdeckte***). Die zugehörige Galois'sche Resol- 
vente (168. Ordnung) besitzt nSmlich eine Gruppe von 168 Substitutionen, 
da eine Wurzel derselben, als Function des Periodenveifafiltnisses m 
betrachtet, gerade bei demjenigen 168 Substitutionen von m ungeSndert 
bleibt, welche med. 7 zur Identitftt congruent sind. IKe Grdsse T^ ist 
mit der absoluten Invariante J des elliptischen Integrals durch eine Glei- 
chung (168. Ordnung in r^) verbunden, welche vom Geschlecht drei ist, 
und ebenfalls 1G8 eindentige Transformationen in sich zulässt. Diese 
Gleichung lässt sich wiederum eindeutig beziehen auf diejenige einer „Nor- 
malcurve 4. Ordnung'^: f = \^ x., -hx^ x, -|-x'x, = 0. welche durch 
eine zu der oben erwähnten isomorphe Gruppe G^,^ von ternären CoUi- 
neationen in sich übergeht 

Das volle System von f und damit zugleich der Gruppe besteht, 
ausser f, noch aas drei Covarianten 6., 14., 21. Ordnung, zwischen denen 
eine Syzygie besteht. 

Dass die GaloisVhe Resolvente eine Resolvente 7ter und 8ter Ord- 
nung besitzt, ist geometrisch einfach zu übersehen. Einmal können die 56 
Berfihrungspunkte der 28 Doppeltangenten von f durch 7 Kegelschnlttef) 

*) Dies schliesst nicht aus, dass derartige „überuominene* Gruppen für 
die (icometrii' von Wiehtifrki it --iiui. I'.s s-m etwa an die Gruppe von 18 Colli- 
ueatioueu erimiert, die eine ebene Curve 5. Ürduuug in sich überführen; oder 
an diejenige der 16 Collineationen (und 16 reciproken Umformungen), die 
dasselbe für die Kummer\schc Fläche b'isten. Hierher gehört auch, dass, wie 
Hurwitz nachgewiesen hat (Gött. Nachr. 1887 S. 8ö— 107), alle Gruppen von 
Transformationen , die eine ebene algebraische Curve (vom Geschlecht p > 1) 
in sieb überfahren, vermöge eindeutiger Transformation auf die Normalform von 
un&ren Substitutionen gebracht werden können, d.i. solchen, die nur eine 
Variable ändern (und zwar um eine Einheitswurzel als Factor). 

**) Die Uesse'sche Gruppe ist eingehend von Mascbke untersucht worden, 
Math. Ann. XXXIU S. 324 u.ff. (1889). 

***) Math. Ann. XIV S. 428^471, siehe iusbes. die Aum. auf S. 438 (1879). 
Dio Thoorie der Ct^^^ ist ausführlich behandelt in Klein-Fricke's Modulfunc- 
tiuneu, Absch. III, Cap. G. 

t) Dies ist auf zwei Weisen möglich. Die gegenseitige Beziehung 
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ausgeschnitten werd«), velche von einer Oleichnng 7. Ordnung abhängen. 
Sodann ordnen sich die 24 Wendetangenten von f za 8 Dieiseiten zusam- 
men, die ihrerseits dnreh ^e Gleichung 8.*) Ordnong bestimmt werden. 
Umgekehrt ISsst sich jede Gleichung 7. Ordnung mit einer Gruppe 

von 168 Substitutionen auf den obigen Fall zurückbringen und damit 
auch durch elliptische Functionen lösen, wie Klein angegeben und Gordan 
ausführlich entwickelt hat**). 

Die endlichen Gruppen quaternärer (und höherer) Substitutionen sind 
in ihrer Gesamtheit noch nicht bekannt. Indessen ist Klein neuerdings, 
von verschiedenen Seiten her, auf einige bedeutungsvolle Beispiele quater- 
nfirer Gruppen gestossen. 

Zwei solch« Gruppen bilden den Kern der Anfiösnngsmethode, 
welche Klein ffir die allgemeinen Gleichongen 6. und 7. Ordnung gefun- 
den hat***). 

Van denke sich n&nlich vorab die Gleichungen auf die «Haupiform*' 
gebracht, in der die Goefficienten der zweit- und dritthöchsten Potenz 
der Unbekannten verschwinden, d. h. wo sowohl die Summe der Wur- 
zeln X, als auch die Summe von deren Quadraten Null ist. 

Die X lassen sich nun auffassen als die Liniencoorditiaten der Ge- 
raden eines bestimmten linearen Complexes resp. der Geraden überhaupt 
eines gewöhnlichen Raumes. 

Werden jetzt die x im P'alle der G. Ordnung allen 6! Vertauschungon, 
resp. im Falle der 7. Ordnung allen ^-7! geraden Vertauschungen unter- 
worfen, so erfahren die Punktcoordinaten des Raumes lineare Transfor- 
mationen der gleichen Anzahl, und die letzteren bilden die beiden ge- 
meinten endlichen Gruppen. Die vorgelegten Gleichungen werden dann 
auf die diesen Gruppen zugehörigen «Gleichnngssysteme^ rednchi. 

Eine dritte wichtige (quatemSie) Gruppe' ist von Klein bei Gelegen- 

z wischen deu Wurzeln der zwei eutsprecheudeu Gltiichungen 7. Ordnung bil- 
det bei Gordan den Kern der Theorie. 

*) Vgl. Noether, Math. Ann. XV S. 89—110 (1879). 
**) Gordan in den Math. Ann. XVII S. 217—233 (1880), 359-378(1880), 
XLN. S. 529—652 (1882), XX S.4Ö7— 514, S.515— 53Ü (1882), XXV S. 459 
bis 521 (1885). 

Die Riemaiin'sche Fläche der Normalcurve f = 0 ist von üaskell im Amer. J. 
XIII S. 1 — 52 (1890) genauer studirt worden. (Es haudelf sich hier um die von 
Klein in Math. Ann. VII, X angegebene „neue" Art von Rieraauu sehen Flächen, 
die sich aus den reellen Punkten der imaginiren Gurventangenten ergiebt.) 

♦**) Math. Ann. XXVIII S. 499-532 (1887). Ygl. Gole im Amer. J. VUI 
S. 265-286 (1886). 

Die zweitgenannte Gruppe ist linieugeoinetrisch genauer von Mascbke stu- 
dirt worden (1890), Math. Ann. XXXVI S. 190—215. Dieselbe fährt xu einer 
merkwürdigen Configuration von 140 Geraden im Räume. 

9» 
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bdt linjengeometrischer*) Untenachangen aafgesiellt worden. Beeidit 

man die Oeraden des Raumes anf sechs „Fundamentalcomplexe" x = 0 
(\vu \vi* il< ruui 2lx' = 0 ist), so bewirkt Jede der G! Permutationeii der 
X und jeder der G4 Zeirheiiwochsel der x eine CoUiiieation oder dua- 
listisclie Umfonnung des Kaunies: siinitliclie hieraus resultirenden Vertau- 
schuiiiren der Verhältnisse der x erzeugen eine endliche Gruppe von 32.0! 
Substitutionen, eine „Erweiterung^ der soeben bei den Gleichungen 6. 
Ordnung betrachteten Gruppe. 

Eine Untergruppe dieser Gruppe von lO.G! Collineationen stimmt 
oberem mit deijenigen**), weiche die von Borohardt für die hyperellip- 
tischen Functionen Yom Geschlecht 2 eingef&hrten „Moduln*^ bei linearer 
Transformation der Perioden erfahren. 

Sie besitzt eine ansgexeichnete Unteigmppe von 64 Sobstitotionen. 

Maschke***) hat das volle Formensystem der Gmppe anfgestellt. 

Waren die Borchardt*schen Moduln als Jacobi'sdhe Fanctionen 2. 
Ordnung anzusehen, so giebt es auch solche von der 3. Ordnung, die ein 
analoges Verhalten zeigen, wie Klein bemerkt und Wittingf) weiter aus- 
geführt hat; sie führen zu einer neuen quateriiiiren Gruppe von 25920 
Collineationen. Maschke hat bewiesen, dass diese Gruppe selbst wieder 
in einer solchen von doppelt so viel Substitutionen enthalten ist. und 
hat auch für diese letztere (die selbst in keiner umfassenderen Gruppe 
enthalten sein kann) das volle System berechnet ff). Es gelingt das da- 
durch, dass man durch Nullsetzen einer geeigneten der 4 Variabein znr 
Hesse^schen zurückgelangt 

Die in Rede stehende Gmppe ist einerseitB isomorph mit der Gruppe 
der Dreiteüung der hyperelliptiseben Functionen erster Ordnung, anderer- 
seits mit deijeoigen der Gleichung 27. Ordnung, von der die 27 Oeraden 
einer Fliehe dritter Ordnung abhängcnfff). 

Indem wir hiermit die endlichen Substitntionsgruppen verlassen, gehen 
wir, was die Gruppen mit willkürlichen Parametern anlangt, nur noch 
kurz auf eine Untersuchung von Maurer ein, da sie direct an die Ein- 
gangs des Abschnittes augeregte Frage anknüpft und überdies durch ihre 

•) Math. Ann. IV S. 346—358 (1871). 

**) Vgl. Reichardt, Math. Ann. XXVIII S. 84—98 (1887). 
♦*•) Math. Ann. XXX S. 496-515 (1887). 
t) Math. Ann. XXiX S. 157-170 (1887), cf. Reichardt, ebenda XX VIII 
8. 84—98 (1887). 

tt) Math. Ann. XXXIII S. 317—344 (1889). 

tfi) Jordan, Traitt' «los Substitution.s. 1871. 

Wegen des Zusammenhanges der beiden Probleme vgl. Klein 1888, Joum. 
de Math. (4) IV S. 169—177, und Burckbaidt» Gott Nwär. 1892, S. 1-5. 
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Methode bemerkenswert ist, indem sie die Li ersehe Behandlung «yoII- 
st&ndiger Systeme** von gewissen linearen Differentialgleichungen zn den 
Weierstrass 'sehen Elementartdlem in Beziehung setzt. 

Soll vermöge einer Substitution eine Form*) f(x,, x^,, x„) iden- 
tisch übergeben in f(y,, y^, y„), so ist damit ein System S von alge- 
braischen Gleichungen constituirt, denen diu Subsütutiouscoefficicntcn ge- 
nügen müssen. 

Unter den durch S definirten irreducibeln Gebilden befindet sich 
stets genau eines**), welches die identische Substitution enthält: die zu- 
gehörige Gruppe ist es, welche hier allein in Betracht kommt. 

Nach Aronhold wird die Identität f(x) = f(y) in ein vollständiges 
System lineair unabhängiger Differentialgleichungen umgesetzt 

Hieraus wird das wichtige Ergebnis gewonnen, dass eine, m unab- 
hSngige Parameter enthaltende Substitution aus ebensoviel «elementaien'', 
d. i. von nur einem FArameter abhSogenden, zusammengesetzt werden kann. 
Die Untersuchung solcher elementaren Gruppen basirt auf den Eigen- 
schaften der Elementarteiler der ^iFundamentaldeterminante** 

W O die c durch die Zusammensetzung der Gruppe bestimmte Zahlen sind, 
Ks existiren zwei***) ausgezeichnete Zahlensysteme c, für die jener Para- 
meter rational eingeht; alle andern Fälle kommen hierauf zurück. 

Man gewinnt so das Kriterinmf). dass die Form f m linear unab- 
hängigen partiellen Differentialgleichuogeu von der Form 

•-ff '^'^ ^ ^ ^' 

zo genfigen hat, wo die c ausgezdchnete Systeme einer der beiden 
Arten sind. 

Im Falle der gewöhnlichen Invaiianten ist offenbar m = n', d.i. gleich 
der Anzahl der willkürlichen Substitutionscoefficientenff). 



*) Das Nachfolgende bleibt gültig, wie Maurer hervorhebt, auch wenn f 
überhaupt eine rationale (und homogene) Function der x ist. 

••) 1. c. S. 107. 

***) Entweder ist dann die Fundamentaldeterminante der c gleich rn, oder 

sie hat mir Elementartciler erster Ordnung und überdies nur ganzzahlige 
Wurzeln. Vgl. S. 121. Der Satz ist vom Verf. bereits in seiner Dissertation 
(Ötrassburg 1887} aufgestellt und bewiesen. 

t) S. 138. 

tt) In einer weiteren Abhandlung (Joum. für Math. CVIl S. 89—116 
(1890)) hat Maurer seine Untersuchungen auf nicht-lineare Transformationen 
der Yariabeln ausgedehnt. 
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134 Beriebt ober den gegenwärtigen Stand der Invariantentbeorie. 

n. FormenTerwandtsdiafl. 

Ä) Endlichkeitsfragen. 
a) Ällgemeiiies. 

Nach Krlcdigunpf der Aequivalenzprobleme liegt es nns ob, anf die 
maiinigfaltifien alfrebraisrhon Boziehuii*;en zwischen doii invarianten ßil- 
duiitren einzugehen, welche au*; einer vorgelegten Urform oder auch aus 
einer Hoilie von solchen entspringen. 

Ik^nicksichtigen wir in erster Linie die 'janz-rationalen Bildungen, 
so lässt sich die neuere Periode (seit lb(l<"^) in dieser Richtung geradezu 
dadurch charakterisiron, dass sicli ein b(><timmtes Problem (^Endlich* 
keitsproblem'^) in den Vordergrund gedrängt hat. 

Im Sinne der neaeren Algebra erbebt sieh in der That als vor- 
nehmste Frage, ob der ans gewissen Stammformen durch Anwendung von 
inTariantiven Processen ableitbare Formenkreis ein «»Integrit&tsbereich***} 
sei, d. Ii. ob stets eine endliehe Anzahl von Individuen desselben sich 
derart herausgreifen lasse, dass aas ihren Potensen und Prodncten jedes 
weitere Individnnm des Bereiches mittels rein nnmerischer, rationaler 
Zahlenfactoren linear zusammengesetzt werden kann? 

Und im Bejahungsfalle, welche Mittel erforderlich sind, um jene 
endliche Anzahl von Individuen, die*) „Basis" oder ^das volle System 
der Grundformen^ des Bereiches, im eiozeinen Falle in concreto her- 
zustellen? 

Diese Fragen gehen auf Cajley zurück**) (II. Memoir, 1656). jNach- 
dem er und Sylvester schon vordem im einzelnen nachgewiesen, dass 
einer binären Form, bis znr vierten Ordnung incl., ein volles System von 
Grundformen zukommt, nimmt er hier die binären Formen allgemein in An- 
giüF. Mit Hälfe von Betrachtongen, die sich anf den Ansdmck für das ^Ge- 
wicht** einer In- resp. Covariante stutzen, macht er die LSsnng der Frage 
von einem gewissen Systeme linearer diophantischer Gleichungen abhängig. 
Unter der Annahme der Unabhängigkeit derselben gelangt er zn dem 
Schlosse, dass die Frage nach der Endlichkeit für Formen von höherer 

*) Vgl. Kronecker's „Festschrift* (1882) S. 14. Das Wort »Basis* wird 
im Text in moditu irtem Sinne gthraucht. Die Bezeichnung „(volles) System von 
Grundformen" oder kurz: ^(volles) System'' stammt von Gordau, Journ. f. Math. 
LXIX S. 343 (1868) j 346 ebenda beisst es „System von Fundamentalformen''. 

Freilich ezistiren auch Integritatsbereiche ohne endliche Basis (vgl. s. B. 
Hilbert Gott. Nachr. 1891 S. 283, 238); solche smd aber im folgenden aus- 
geschlossen. 

*•) Collected Papers Vol. II S. 250—275. 

Vgl. dazu die Bemerliuugea von Cayley selbst im IX. »Kemoir* Phil. 
Inns. GLXI S. 17—50 (1870). 
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als der vieiteu Ordnung zn verneinen sd. Indessen hat sich spftterhin 
jene Annahme als unznlSssig erwiesen. (Vgl. unten bei II. A, d.) 

P. Gordan*) wies zuerst (18G8) die Endlichkeit des zu einer all- 
gemdnen binSren Form f gehörigen Formenkreises nach. Der Beweis 

ist (auch in den späteren, vereinfachten Fassungen) umständlich, liefert 
ahcr dafür unmittoll)ar praktische Methoden, um die existircnden vollen 
Systeme wirklich anzugehen resp. zu liegrenzen. Im allgemeinen näm- 
lich werden dieselben noch überflüssige Individuen aufweisen; indessen 
gelingt im Falle der fünften und sechsten Ordnung die Keduction auf 
ein möglichst kleines System von 23 bez. 2ö Grundformen*'''). (Vgl. 
unten bei II. A, b.) 

Die Kn& der Beweismethode beruht wesentlich auf der Aronhold- 
Clebsoh^schen symbolischen Darstellung der In- und Covarianten von 
f, sowie auf der fundamentalen Rolle, welche unter den letzteren die 
von Gayley eingeföhrten Ueberscbiebnngen spielen* 

Das zeigt sich sogleich an einem reeurrirenden Gesetze***), welches 
der ganzen Entwiekelung zu Grunde gelegt wiid. Darnach ist jedes sym- 
bolische Product, von irgend einem Grade m in den Goeffidenten von f, 
und damit auch jede wirkliche invariante Form dieses Grades eine lineare 
Function mit numerischen Coefficienten von Formen, die mittels üeber- 
schiebung von Formen (m — l)ten Grades mit f gebildet sind. 

Man wird demnach diese Ueberschiebungen in der Weise anordnen, 
dass man die zweiten Ueberschiebungen von f mit sich selbst voranstellt, 
die so entstehenden Ausdrücke von neuem 0, 1, 2, ... mal mit f über> 
schiebt, u. s. f. 

Lässt man unter dieser unbegrenzten Formenreihe alle diejenigen 
fort» welche bereits durch früher hingeschriebene linear ansdruckbar sind, 
und nennt die übrig bleibenden T, so lasst sich darthnn, dass überhaupt 
jede Form von f, und zwar nur aaf eine Weise, eine ganze lineare 
Function solcher Bildungen T istf ). Dadurch kommt die Aufgabe darauf 
zurück, für die T ein volles System zu ermitteln ff). 

Hau nehme an, dass em solches volles System bereits für eine 

•) Journ.fnrMath. LXIX S. 323-354(1868). Nach mändlicher Mitteilung 
ist Gordiiii zur Lösung der vorliegenden Frage von (\ Jordan veranlasst worden. 
Vgl. die iJarstellung , welche Cayley von dem Gordan'schen Beweisverfahren 
gegeben hat IX. Hem. Trans, of London 1870, siehe insbes. S. 45—50. 

**) 1. c. S. 343 bez. 346. 

***) I.e. 8. :]27. Darin liegt überhaupt ein wesentlicher Fortschritt gegen- 
über der complicirteren englischen Symbolik, 
t) 1. c. 8. 328. 
tt) L c 8. 333. 
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Originalforiii f' von der Orclnun<r n — 1 ^'cfuinien sei, so ist leicht zu 
sehen, dass jeder Form von f eine ganz bestimmte Form von f corre- 
spondirt, and man kann sich von neuem anf die nvnmehr noch restiren- 
den Fennen von f beschränken. 

Von diesen wird nachgewiesen, dass sie erhalten weiden, wenn man 
die zweiten UeberscMebongen von f mit sich selbst genfigend oft mit 
jenen ans f hernbergenommenen Formen fiberscliiebt*); je naeh def 
Höhe jener zweiten Ueberschiebangen werden sie in verschiedene Klassen 
eingeteilt, nnd dann für jede einzebe der Klassen mittels scharfsinniger 
Ucherlegunfj^en combinatorischen Charakters die Existenz eines voüen 
Systems abijclcitet. 

(iordaii hat l)akl darauf dco Satz aul v'm Systoin**) binärer Stamm- 
fonncn, auf die „luinbiiianten** eines solchen Systems von Formen gle.cher 
Ordnung, wie auch auf die niedrigsten ternäreii***) . ausgedehnt und 
hat seitdem an der Vereinfachung des Beweisverfahrens unablässig weiter 
gearbeitet. 

Die simultane £inftthmng mehrerer Urformen bringt sogar eine prin- 
dpielle Erleichterung mit sich. £s Jisst sich nimlich mit veihiltnia- 
missig einfachen Mitteln der weittragende Satz beweisen, dass, sobald 
jedes von zwei Formensystemen eine endliche Basis besitzt, das Ent- 
sprechende auch von dem «combinirten^^f) Systeme gilt, welches ent- 
steht, wenn man irgend welche Producte von Individuen des emen Systems 
fiber irgend welche Producte von denen des andern uberschiebt Dies 
findet seine unverzügliche Anwendung auf die beiden oben erwähnten 
Systeme (der von f übernommenen Formen und der zweiten teberschie- 
bungen von f mit sich selbst). 

Das Gordansche „Programm ''ff) von l?s75 bietet mannigfache Fort- 
schritte. Die ausschliessliche Benützung des Ueberschiebungsprocesses 
hatte die erschwerende Einführung einer grossen Reihe neuer Symbole 
zur Folge. Dieser Missstand wird wesentlich eingeschränkt durch den 

•) 1. c. S. 339. 

**) Math. Ann. II S. 227-280 (1870), Y S. 595—601 (1878). Wegen der 
CkHDbinanton s. Math. Ann. V S. 05 — 122 (1872). 

Für eine kubische temäre Form Math. Ann. 1 S. iK)— 128 (1869), für 
zwei quadratische in Glebscb-Lindemann^s Vorlesungen I S. 291 (1875). Vgl. 
die nüh. re Ausfiährung Math. Ann. XIX S. 539—551 (1882). 
t) Math. Ann. V S. 595. 
Das Princip ,der combiuirtcn Systeme*' hat später Mertens auf einzelne 
Klassen von tem&ren und quatem&ren Formen ausgedehnt: Wien. Ber. XGV 
(1887) u. flgd. Bände. Vgl. Gordan's Kez. Bemerkung ^Programm" S. 50. 

tt) Leipzig, bei Teubncr. Vgl. das durchsichtige Keferat von Koether, 
Fortschritte der Math. VII S. 50—52. 
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nnnmehr zu Grunde gelegten Proccss der „Faltung", eine symbolische 
Veraligememerung der UebenchiebuDg, der zugleich einen organischeren 
Aufbau des Formensystems ermöglicht^). 

Der Au^staltnng der Symbolik steht das unsymbolische Verfahien 
der ^Reihenentvickelung****) ergänzend zor Seite. Eine Form in 
zwei nicht homogenen Vaiiabeln x, y ISsst eine endliche Entwickeiung 
nach Potenzen von x — y derart zu, dass die Coeffidenten Polaren von 
Formen werden, welche nur noch die Variable x enthalten. 

>Jun ist bei zweimaliger Aiiwcmiimg des Verfabrcns auf eine Form 
mit drei Vaiiabeln x, y, z ein Wechsel in der Reihenfolge statthaft: durch 
Gleichsetzung der Endergebnisse resultiren fruchtbare Relationen zwischen 
symbolischen Prodncten, die durch rein symbolische Umformungen nur 
schwer zu erlangen gewesen wären. Das gesuchte „volle System"^ zer- 
legt sich in eine Reihe bedeutend einfacherer, die weiterhin noch unter 
einander zu comhiniren sind. 

Von den dnreh Combinhmng erwachsenden Formen können alle die- 
jenigen bei Seite gelassen werden, die nicht ein gewisses System diophan- 
tischer Gleichungen erfüllen. Sfimtliche Lösungen der letzteren (in po- 
sitiven ganzen Zahlen) können aber aus einer endlichen Anzahl solcher 
mittels beliebiger positiver, ganzzahliger Factoren linear componirt weiden. 
(Vgl. den graphischen Beweis von Petersen in 11. C, a.) 

Die Ausführung für binäre Stammformen von höherer als der sechsten 
Ordnung wird so weit zubereitet, dass von Gall***) später behufs cxpli- 
citer Aufstellung der, einer Form siebenter und achter Ordnung zugehöri- 
gen Grundformen dircct an die Gordan'schen Systeme anknüpfen konnte. 

Die meisten der angewandten Hülfsmittel, vor allem die Reihenent- 
wickelungen, bleiben bei geeigneter Modification auch für ternfire und 
höhere Formen gültig f). 

Wenn trotzdem ein analoger Endliehkeitsnachweis für beliebige höhere 
Formen auf unüberwindliche Schwierigkeiten stösst, so li^ das daran, 
dass die symbolischen Ausdrücke hi ihrer Gesamtheit nicht mehr über- 
sehen werden können; zudm treten, von den quatemSren Formen ind. 
an, symbolische Determinantenfactoren ein, die mehrere „Symbolstämme^ 
in sich vereinigen und daher in schwer zu übersehender Art von einan- 
der abhängen. 

*) Hierzu dienen insbesondere noch die durch den Faltungsprocess in- 
volvirten Hülfsbegrifife »Stufe, Rang und Dimension'^, S. 3 — 6. 
••) 1. c S. 7. • 
• **•) Math Ann. XVII (1880), XXXI (188^. Cf. II. A, b, 
t) 1. c. § 19. 
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Der Beweis, wie ihn Gordan*« Vorlesungen^*) for eine binire Form 
f geben, gestaltet sich insofern fibersichtUcher, als dem Bogriff eines 
vollen Systems deijenige eines „relativ ▼ollständigen'' fibeigeordnet 
wird, d. i. eines solchen, ans dem bei beliebiger „Faltong* (Uebencbie- 
bung)**) immer nur deruiige Formen hervorgehen, die, bis auf Q&eder, 
welche mit einer gewissen Potenz dnes „Klammerfeetors* mnltiplicirt er- 
scheinen, von den Systemformen ganz-rational abhängen. 

Tiaiait werden unter anderem die früheren complicirten I^eihenent- 
wickelungen überflüssig. Daneben wird in praxi ein ansffiebiger Gebrauch 
von den sojiionanntcn > Keducenten"" **) gouiachl, d.i. von solclien Fao- 
toren symbolischer Producte, welcfie die Znrückführbarkeit der letzteren 
auf Bildungen niedrigeren Charakters nnmittclbar erkennen lassen. 

Der Schwerpunkt des Beweises selbst liegt in folgendem. 

Eine Co- oder Invariante von f = ajj s bJJ s ISsst sieh als sym- 

bolisehes Prodnct stets so sehreiben, dass die höchste Potenz eines Klam- 
merfactors, etwa (ab), eine gerade ist Daraufhin kann man alle ans f 

abgeleiteten Formen in g+ 1 Klassen A,, A^, Ag einteilen, wo g — " 
resp. " \ je nachdem n gerade oder ungerade ist, nnd wo jede 

i 

Klasse alle früiieren nmfasst. Die erste Klasse A, enthält f allein, 
die zweite A, alle***) Formen, welche keinen Klammerfactor in einer hohem 
als der zweiten Potenz aufweisen; für die dritte A., ist diese maximale 
Potenz die vierte u. s. f. bis zur letzten A^, welche offenbar mit der 
Gesamtheit aller Formen von f obereinstimmt. £s kommt darauf an, 
snccessive zu zeigen, dass jede dieser Klassen f8r sich eine endliche 
ist, d. i. ein volles System besitzt. 

Dies whrd durch ConstructiOD von g endlichen, den A^, A,, A^.^ 
parallel laufenden Hulfssystemen B^, B,, geleistet, mit der Eigen- 



*) Leipzig, bei Teubner. Herausgegeben von Kerschensteiner. 1. Deter» 
minanten 1885. II. Itinäro Formen 1887. 

Der Beweis tiudet sieb iu II § 20, 21. Die Reducenten werden schon im 
^Programm" von 1875 (§ 8) mit Vorteil eingeführt. 

**) Die Faltung ist im wesentlichen als eine auf symbolische Producte 
nbertragene Ueberschiebung anzusehen. 

***) Die Kla-^c A, setzt sich für alle Ordnungen (excl. n = 1^ zusararaen 
aus den Bildungen: f, (f, f)-, {f,(f, f)-}. Ist die Bedingung (f, f)* = 0 identisch 
erfüllt, so stellt A,, bis*auf eiue noch hinzutretende Invariante, bereits das 
volle System von f dar. Dies ist für die Theorie der regul&ren Körper von 
Wichtigkeit, cf. I. B, b. 
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Schaft, dasB stets ein System A^+i dadnrch*) henroigebt, dass man das 
vorangehende System Ak mit dem zugeordneten nbersehiebt. Hit 
Bfioksieht anf die Endlichkeit von A^ s» f wflrde sich so in der That der 
Reihe nach die EndUchkeit von A.^, ... nnd schliesslich von Ag selbst 

ergeben. 

Diese Hülfssysteme Bj gewinnt man mittels der ^ Covarian- 
ten cpj zweiten Grades von f, wo (pj = (f, f)-'"^-. Solange die Ord- 
nung einer solchen Form cpi noch nicht unter die Zahl n her- 
untergesunken ist, bilde man die Individuen des Systems Bi 
aas symbolisch genau so, wie die Individuen des Systems 
Ai ans f selbst. Sobald aber die Ordnung von cpi kleiner als 
n ansf&lit (also jener Process nicht mehr durchführbar wäre), 
besteht das System Bi einfach aas dem (als endlich vorans- 
setzbaren) vollen System von fi. 

Die Systeme einer Form fünfter nnd sechster Ordnung gestatten jetzt 
einen eleganten Anfban**). 

Da bei all diesen Beweisen ffir die Stammformen die symbolische 
Schreibw^ za Grande gelegt wird, so müssen jene anch als allge- 
meine" ihrer Art vorausgesetzt werden, deren Coefficienten also als un- 
abhängige Variabein anzusehen sind. Das Entsprechende gilt von den 
auszuübenden Substitutionen. 

Die gewonnenen Ergebnisse erlauhen eine iinmittelbarc Ucbertragung 
auf binäre Formen, welche mehrere Reihen von (homogt iion) Veränder- 
lichen enthalten, vorausgesetzt, dass die letzteren den nämlichen Substitu- 
tionen nnterliegen. Denn auf Grund des Frincips der Keihenentwickelnng 
hat man nur ein solches volles System zn ermitteln , welches zn einer 
vermehrten Anzahl von Stammformen gehört, die aber sSmtlich nur noch 
eine einzige (nnd zwar ein und dieselbe) Variabelnreihe aufweisen. 

*) Beim Beweise dieses Holf^satzes äussert der Begriff der , relativ voll- 
st&ndigen* Systeme seine Kraft Denn Ak ist seiner Definition nach relativ 

vollständig med. (ab)2''+2^ während Bk es ist mod.(ab)2k-M. Durch Ueber- 
schielmng beider Systeme resultirt aber — und hier sind die eigentlichen 
Schwierigkeiten verborgen — ein mod-Cabpi^-H relativ vollständiges Covarian- 
tensystem von f (das w niedrigsten ModuJ (ab)>k-M wirklich besitzt), d. i. das 
System Ak+i- 

**) Für beide Formen ist gleichmässif: Ao — f , B« = A, = f, (f,f)3, 

{f.(fiO''{' Bei der I5 ist fi==0, f)' eine quadratische Form, mithin besteht 
Bi aus tpi und deren Discriminantc. Die Uebersebiebnngen von Ai über B| 
liefern das volle System (cf. 1. c. S. 237). 

Die Form cpi einer ist eine biquadratische, mithin besteht Bi aus dem 
vollen System von 9,. Die Uebersehiebungen von Ai mit Bi fähren, zu A3, 
und da 4» » (f, f)^ eine Invariante ist, so sehen wir in A} nebst das volle 
System von ^, elf. 1. c S. ^^5. 
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Indessen kann man, wie Peano 1881*) gezeigt hat, ohne zu wesent- 
lich neuen Hülfisinitteln zu greifen, den Endlichkeitsnachweis anch in dem | 
allgemeineren Falle fuhren, dass die auf die verschiedenen Variahelnrelhen ' 

Xj'*** uszunbenden Substitutioneo ganz oder teilweise tob 
einander unabhängig sind. 

Die vorgegebenen Stammformen f, g, ... mögen, nach den x^, x, 
entwickelt, die Coefficienten fj, gk, ... besitzen. Unter der Annahme, 
dass die letzteren Formen (in denen eine Vnrialuliin iije weniger auftritt) 
eine liasis znlasscn, soll das Nüinliclic für die ursprünglichen f, g, ... 
abgeleitet werden. Sei jetzt F eine invariante Form der f. g, ... die, 
ebenfalls nach l'ttloiizcMi der x,, x.. geordnet, die Coefficienten Fj habe, 
so ist unschwer zu erkeuuen, dass die Fi dem Systeme der £4, gk» **• 
angehören. 

Nunmehr wende man auf jede der Urformen f, g, ... den Polaren- 

process ^~^^yi~^~ß^yt genügend oft an, so entsteht ein System 

▼on BÜdnngen f, Af, Af, g> Ag, A^, welches dasjenige der 
fi> gk) völlig zn vertreten im Stande ist, in der Art, dass jede Omnd- 
form P des letzteren Systems für eine bestimmte Grundfoim P' des er- 
steren zum Modell dient. Bei der üblieben Entwfekeinng von P' nach 

Potenzen von x, — x^y, erscheinen als Coefficienten Polaren von For- 
men 9, y, die Vergleichung der P mit den P' lehrt dann, dass 
auch der Gesamtheit der cp, 'j», • . . eine Basis zukommt. 

Da sich endlich in binärem Sinne, d. i. bezüglich der x,, x^, F als 
eine invariante Form der */, ... darstellen lässt, so ist damit auch 
das System der F als ein endliches erwiesen. 

Der Satz findet eine wichtige Anwendung auf die sogenannten 
Gorrespondenzen **). 

In neuester Zeit ist Oordan zn dem nämlichen Resnltate auf directem 
Wege gelangt, mittels Einführung des wichtigen BegrÜfo eines , erwei- 
terten*' Formensystems**^. Um dasselbe für den em&chsten Fall einer 



•) Mti di Torino XVII S. 73-80. 
**) ^'^^!. (lazti noch die Isesonderc Arbeit Pcano's Batt. G. XX S. 79 bis 
101 (1882). Die Correspondeu/eu sind durch doppelt-binäre Formeu darge- 
stellt, deren Variable von einander unabhingigen Substitutionen unterwomn 
Word! 6 n* 

***) Erlanger Ber. 1887, Math. Ann. XXXI 11 S. 372-389 (1888). Für qua- 
dratische Pormen war zuvor der Satz nebst zugehörigem System von Study 
aufgestellt worden, der dadurch Gorduu /nr I'ntersuchung der allgemdnen 
Frage angeregt hatte (vgl. Study, IDrl. Ber. 1887 S. 385—388). 
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einzelnen (binlien) Form f aofenstellen, denke man sich das volle System 

einer beliebigen Anzahl von Formen f,, f,, die »ämtlich von gleicher 
Ordnung mit f sind, hereits gebildet, und zwar in (iestalt von (genügend 
oft wiederholten) Ueberschicbnngen der Ij übereinander. Hieraus i^ciit 
diircli blosse Weglassung der Indices i, k, ... das erwcitcrle Sy stein 
von f hervor. Vermöge seiner Herleitung kann das letzten' nnnnttelbar dazu 
dieneu, sowohl die simultanen Systeme einer lieilie vou binären Stamm- 
formen mit einer einzigen Variabeinreihe abzuleiten, wie auch diejenigen 
för mehiete Variabeinreihen, die nnabhSngigen Substitutionen unterliegen. 
So erg^ebt sich f&r eine in zwei incogredienten Vaiiahelnreihen x^, x,; 
7 19 7s quadratische Form ein volles System von 38 Bildungen, die expli- 
cite berechnet werden. 

Hieran m5ge die Erwähnung eines in anderer Sichtung liegenden 
Fortschritts geknüpft werden, den man ebenfalls Peano*) verdankt (1882). 

Nach Glebsch**) besitzen die Tn> und Govarianten einer Reihe von 
linearen, wie auch quadratischen binären Formen die Eigenschaft, in eine 
Anzahl von „Typen" zerlegt werden zu können, sodass die Individuen 
ein und desselben Typus aus einander durch ausschliessliche Benützung 
des Aro nhold 'sehen Processcs, d.i. durch Polarisation nach den Coeffi- 
cienteu erwachsen; dabei bleibt die Anzahl dieser Typen eine endliche, 
wie gross auch die Anzahl der vorgelegten Formen werden möge. 

Peano erbringt die Verallgemeinerung auf Reihen von Formen be- 
liebigen (aber gleichen) Grades. Der Beweis stützt sich vornehmlich 
darauf, dass man einem Satze von GapeUi*^) zufolge irgend eine ganze, 
homogene Function F der n+1 Beihen von je n+1 als variabel ge- 
dachten Goefficienten, die zu n+l Formen nten Grades gehören, nach 
Potenzen von deren Determinante entwickeln kann, wobei die hinzutreten- 
den Factoren Polaren von aus F abgeleiteten Formen sind, welche ein 
Coefficientensystem weniger enthalten. 

Im Falle der kubischen Formen wird die Rechnung durchgeführt; 
es entstehen zehn Typen, und es wird zugleich angegeben, wie sich die 
Formen des vollen Systems auf dieselben verteilen. 

Wir sind jetzt bei einem Wendepunkte der Kntwiekelung angelangt. 
Während die bisher erörterten Endlichkeitsbeweise stets zugleich die wirk- 
liche Bildung der bezüglichen vollen Systeme in s Auge fassten, lässt man 
nunmehr den letzteren, mehr praktischen Gesichtspunkt zurücktreten, und 

•) Atti di Torino XVII S. 580-j8G. 
**) Siehe z. B. bei Glebseht Binäre Formen, § 58. 
**) Batt. 0. XX S. 293-301 (1882). 
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das Interesse eoneentrirt sich anf die reine*) Theorie der Endlichkeit. 
Damit steht im Zusammenhange, dass die nea heranziuieheiiden Methoden 
einen ansgesprochen nnsymbolischen Ghaialcter an sich tragen, wodorch 
das begriiniche Moment schSrfer ansgepifigt wird. 

Der erste Änstoss in dieser Richtung erfolgt durch den Beweis, 
welchen Mertens**) für die Endlichkeit eines biniren Formensystems mit 
einer Variabelnreihe liefert. 

Da eine Reihe von Linearformen stets ein volles System von abge- 
leiteten Formen besitzt, so kann der erforderliche Nachweis für eine be- 
liebip:e I?eilie von Originalfornien (<;. f'. f", . . .) unter der Annahme geführt 
werden, dass der in \U-i\r vtrljotide Satz Itereits für die Reihe (f, f', f", ...) 
gültig sei, wo die Orduung der hoim f um eine Einheit geringer ist, als 
diejenige von g. 

Zunächst lässt sich aus der getroffenen Annahme die Folgerung 
ziehen ) dass auch der, mittels einer Linearform p erweiterten Reihe 
(p, f, f, f , ...) ein volles System eignet 

In dem letsteren ist als ein volles „Untersystem** der Kreis aller 
der Bildungen enthalten, welche in den Coeffidenten von p und f jeweils 
zu gleichem Ghade ansteigen. Denn diese Bildungen werden durch die 
Gesamtheit der positiven Lösungen einer gewissen diophantischen Gleichung 
bestimmt, welche sich indessen aus einer endlichen Anzahl von ihnen 
mittels (gau/,/ahliger) positiver Coefficienten linear aufbauen lassen. 

"Denkt man sich nun die Form f in ihre Linearfactoren q, r, s, ... 
g(.>})alton. und vertauscht man die Linearform p succ. mit q, r, s, 
so ergiebt sich durch symmetrische Combinirung der so entstehenden 
voUeu Systeme ein neues volles System, das zu den Urformen: 



*) Indessen haben die neuesten Untersuchungen Hilbert'» (s. unten) das 
Ziel, aus seinen allgemeinen Sätzen heraus rationale und übersehbare Processe 
zur wirklichen Aufstellung voller Systeme zu liefern: wieweit eine solche noch 
auf rechnerische Schwierigkeiten stösst, lisst sich zur Zeit nicht beurteilen. 

**) Journ. für Math. (". '2-2?, -2?A) (1880). In den Wien. Ber. XCVIII 
S". 1 — () (1889) hat der Verl. seinen Beweis insofern vereinfacht, dass er des 
Schlusses von n auf n-hl nicht mehr bedarf. 

Hierbei ist noch zweier Endlichkeit>Keweise zu gedenken, welche von Jor- 
dan und Sylvester herrühren, und direet i'ine «iIm ii (Ircnze für drad und Onl- 
nuug der Systembildungen einer binären Form eruiitteiu: der erstere geht da- 
bei von den Gordan'scnen diophantischen Gleichungen aus, der letztere von 
einer Modification des Cayley'schen Verfahrens. 

Cf. Jordan CR. LXXXII (187G), LXXXVll (1878), Liouville J. (3) Ii 
S. 177-233 (1876), V S. 345—379 (1879). 

Sylvester Proc. of London XXVII S. 11--13 (1878), G. R. LXXXVI 8. 1437 
bis 1441, 1491- 1492, 1519—1522 (1878). Wegen der weitetgehenden Bestre- 
bungen Sylvester's vgl. 11. A, c 



Digitized by Google 



n. A, a. Allgemeines über EndUchkeitsürageiL 



143 



(p, q, r, », f, f, . . .) 

j^ohürt und zugleich in den Coeificieuten der p. (|, r, s, ... symmetrisch 
ausfällt. Hier hat man nur noch in bekannter Weise die Coefficienten 
des Prüducles der p, q, r, s, . . . einzuführen, um das gewünschte volle 
System der Heilic f. f", . . .) vor sich zu haben. 

Der hiermit skizzirte Beweis ist von Hilbert*), unter Anlehnung an 
die Grondgedaoken desselben, durch einen noch dorchsichtigeien ersetzt 
worden. 

Sei etwa eine einzelne Stammfonn f = f(x, y) nter Ordnung vor- 
gelegt, und wiederum in Linearfactoren aixH-ßiy zerfilllt. 

Jede Invariante J (im engeren Sinne des Wortes) von f ist ein sym- 
metrisches Aggregat von Wnrzeldifferenzen der Gleichung f s 0, also, auf 
homogene Form gebracht, ein Produet von Bildungen 

tü == (l,2)«»(l,3/«^(2,3)*« (n— l,n/°-i'» = Il(k,iy''i, 

wo unter (k, 1) die Differenz «kpi — «jpk» Qi^ter ousseik ganze positive 
Exponenten zu verstehen sind, und wo jede der Zahlen 1, 2, n gldch 
oft vorzukommen hat. 

Die letzterw&hnte Bedingung setzt sich in ein System linearer dio- 
phanUscher Gleichungen um, nämlich 

^n+^^uH = ^«-»-ßgjH }-e2,„ = 

••• = enj-f-Cn.sH he„-i,n- 

Alle positiven Lösungen diese.s Systems setzen sich wiederum aus einer 
endlichen Anzahl m von solchen mittels positiver, ganzzaUiger Coefficien- 
ten p linear zusammen, wie folgt: 

«kl = P|eiV-hP,eM H hPme&\ 

(r) 

Bezeichnet nun cor die (irrationale) Invariante a>rsssn(k,l)^'^', so 

genügt a>r einer rationalen Gleichung vom Grade n!, und es stellt sich, 

zufolge eines bekanntcu Sat/t s iius der Theorie der algebral.>clieu Glei- 
chungen, irgend eine Potenz von tUr, z. B. die p^te, als lineare, honioirene 
Form der Oten, Iten, ... (nl — l)teü Potenzen von tu, dar, deren Coelfi- 



*) Math. Ann. XXIII (1884) S. 223—226. Hierauf bezieht sich eine Note 
von Cayley Math. Ann. XXXiV (IJ^öB) 8. 31U— 320, in der eine AbäuUerung des 
Hilberraeben Verfshrens vorgeschlagen irird. Ein hierbei gemachter Fehl- 
achluss ist von Petersen Math. Ann. XXXV (1890)8.110—112 berichtiget worden. 

Ililheit verwahrt sich in einem HclVialf lihei die letzteren beiden Noten, 
Fortschi, der Math. XXI 8. 104 nachdrücklich dagegen, dass sein Beweis einer 
Erweiterung oder Ergänzung bedürfe, um auch ffir Uovarianten von binaren 
Formen gältig zu sein. 
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cienten G ganz • rationale Functionen der bezaglichen Potenzsummen 
«r-h"*» «>?-f— «J'H-»«» mnd. 

Vermötfo dos Ausdrucks für die Cki durch die m ausgewäblten e^\^ 
nimmt aber die liivuriaute J die Gestalt der syinuietrischeu Summe ai»: 

Setzt man hier die angegebenen Werte der Potenzen «tfr ein, so erkennt 
man unmittelbar, wie J als ganze Function einer endlichen Anzahl analog 
gebauter Invarianten erscheint, nämlich solcher, für die keiner der Ex- 
ponenten von «»r die feste Zahl nl überschreiten kann. 

Die Erweiterung auf die Invarianten einer Reihe von Stammformen 
f, (p, ... geschieht vermöge naheliegender Hodificationen: im besondem 
koinnit (hdier auch den In- und Cuvarianten einer Füruienreihe ein volles 
System zu. 

In einer grundlegenden Arbeit ans dem .lahre 1 HJIU liat Hilbert*) 
allgemein, und unter ausscli liesslichcr Benützung rationaler**) 
Hrocesse die Endlichkeit des aus einer vorgelegten Reihe von ganz be- 
liebigen (ev. auch irgendwie ausgearteten) Formen mit n Vaiiabeln ent- 
springenden Invariantensystems nachgewiesen. 

Es gelingt ihm das wesentlich dadurch, dass er den Kern der Frage 
von dem engeren Gebiet der Invariantentheorie loslöst***) und als eine 
fundamentale Eigenschaft von unendlichen Systemen algebraischer Formen 
überhaupt statuirt. 

Man denke sich vorab irgend ein Gesetz**) gegeben, nach welchem 
eine nie abbrechende Reihe von Formen F,, F,, ... der n Variabein 
X, , x.^, ... Xn fortschreitet. Die Ordnungen der F, sowie deren Coeffi- 
cienten sollen keinerlei Beschränkung unterliegen: die letzteren mögen 
irgend einem Ratioualitätsberciche R angehören. 

*; Math. AiiTi. XXXVf S. 473— .034. Vgl. die voraufgehenden Mittei- 
iuugeu iu den G6tt >iachr. 1888 No. 16 S. 450—457; 1889 No. 2 S. 25—34, 
und^ No. 15 S. 433^90. Demnächst erseheint in den Math. Ann. eine Arbeit 
von Story über die Hilbert^sche Theorie. 

**) Dio Zugrundelegung eines derartigen , willkürlichen" Gesetzes für 
eine uuendliche Reihe tritt auch sonst in den Fundamenten der Mathematik 
auf, man vergleiche etwa die zur Begründung der Irrationalzahlen von G. Oantor 
eingeföhrten »Fundamentalreihen''. 

Wenn man will, repräsentirt Hilhort's Forracnreihe auch eine Art Irratio- 
nalität, die indessen im Wesen der Fragei^tcilung begründet ist. 

Allerdings giebt es eine Richtung in der Wissensehaft, die derartige un> 
endliche Procosse überhaupt verwirft. 

***) In der That ersohoint als ein wesentlicher Vorzug der neuen Ilil- 
bert schen Methoden, dast» sie die Foriuentheorie aut.N Innigste verknüpfen mit 
der von Kronecker einerseits, von Dedekind und Weber andererseits begrunr 
deten Theorie der Moduisysteme und algebraischen Körper. 
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JOsam ISsst sich aas der Reihe der F stets eine endliche Anzahl m 
derselben Fi, , F, , . . Fj^ derart herausgreifen, dass jede Form F« der Reihe 

eine lineare Combinaüou von jenen ist, dass also 

Fs = A.,iFi.-HA,,Fi,4-...-+-A,..,Fi^, 

wo die A ebenfalls Formen der x sind, deren Coefficienten dem nämlichen 
Rationalitätsbereiche R angehören.** 

Selbstredend sind die A so za wShlen, dass die Summe der hin- 
geschriebenen Producte wiederum eine in den x homogene Form -wird. 

Man entnehme nämlich der vorgelegten Reihe nach Belieben ein In- 
dividuum, das mit F bezdchnet sei, von der Dimension r in den x. 
Dabei ist die Annahme gestattet (was sich ndtigenfalls mittels einer ge- 
eigneten Substitution der x stets erreichen ISsst), dass der Goeffieient von 
in F nicht verschwindet. 

D 

Dann lässt sich zuvörderst in bekannter Weise der (irad in Xp einer 
jeden Form F, der Reihe unter r lierabdriickeii; man hat nur die mit einer 
passenden liülfsform B, nmltiplicirte Form F von F, abzuziehen. Dadurch 
stellt sich Fg in der Gestalt dar: 

F,= ß.F4-g^x;-i-hg^x;-iiH hg,,, 

wo die rechterhand stehenden Factoren-Formen g nur noch von den 
Variaheln x^, x,, Xn_i abhängen, im fibrigen aber in diesen bis zu 
beliebig hoher Dimension ansteigen können. 

Indem man nun den in Rede stehenden Satz für Formen von n — 1 
Variaheln bereits als erwiesen annimmt und auf die GoefBcientencolonne 
der gai in Anwendung bringt'*), so mnss es möglich sein, aus den obigen 
Darstellungen der Fg eine endliche Anzahl ij, (etwa für die Werte 
s = 1, 2, ji) so herauszugreifen, dass nach beiderseitiger Muiti^jlication 

*) Es ist leicht einzusehen, dass man den gesebilderten Process auch 

in der uTDgekehrten Kichtiiug vornohm(>n kann, also von den, von .xn freien 
Coefticieutcn übergeht zu den mit der ersten Potenz von Xn multiplicirten 
U.S. f. Hierbei kann man aber die Annahme fa 1 1 e u lassen, dass die höchste 
auftretende Potenz die (r — l)te ist, darf vielmehr von dieser Nuniialform völlig 
abstrahircn und den Exponenten von Xn bis zu beliebiger Höhe anwachsen 
lassen. Allerdings resuitirt so zuvörderst eine uicht abbrechende Reihe vun 
Formen, durch die alle andern Glieder der vorgelegten Reihe linear ausdruck« 
bar sind. Macht man indessen nochmals von der Annahme Gebrauch, dass 
der in Rede stehende Satz bereits für Formen von n— 1 Variabein gältig sei, 
so lässt sich jene endlose Reihe durch eine endliche ersetzen. 

Trotzdem diese Abänderung des ursprünglichen Verfahrens Gomplicirier 
ist, gewährt sie den grossen Vorteil, dass jetzt, anstatt rationaler, nur ganze 
und ganzzahlige Verbindungen der ge gelicnen Coeff i ' ienten ein- 
geführt werden, womit eine unmittelbare Verwertung für zahieutheoretische 
Zwecke möglich wird. Das ist der Kern des im II. Abschnitt der Hilbert*" 
sehen Arbeit dargelegten Beweises. 

Jahretb«r. d. Deutschen llatii«in.-Venliitgaiig. I. 10 
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mit geeigneten Hölftfonnen der x,, x,, Xn^i, Addition nnd scUiess- 
lieher Snbtraction Ton der DanteUnng für jede weitere Form F«, die letz- 
tere linear eomponirt erscheint ans F, F^, F.^, F^ and einer weiteren 
Form, die sich aber bezüglich der Variabein Xq höchstens noch bis zum 
Grade r — 2 erhebt. 

Auf die ("olonne der hierbei mit der höchsten Potenz von Xn mul- 
tiplicirten Coefficienten unserer lunun Darstellungen für F^^.!, F^+o^ ••• 
wende man abermals das nämliche Verfahren an u. s. f., so ist einleuch- 
tend, wie man nach liöchstens*) r Schritten der besagten Art zu einer 
endlichen Anzahl m der Formen F gelaugt, weiche die verlangte Basis 
der orsprünglichen Reihe repräsentircn. 

Es erübrigt jetzt nar noch die directe Erledigung des ein^hsten 
Falles n= 1. Aber hier sind die Glieder der fraglichen Beihe, bis auf 
constante Factoren, positiTe, ganzzahlige Potenzen der einen Variabeln x,, 
und da ist es klar, dass alle Glieder der Reihe doreh ein solches mit 
klemstem Exponenten teilbar s^ mfissen. 

Der vorgeführte Beweis unseres Hölfssatzes**) iSsst zugleich erkennen, 
dass die Coefficienten der multiplicativen Formen A dem gleichen Ratio- 
naiitätsbcreiche R zugehüren, wie diejenigen der F selbst. 

Um nunmehr zur Anwendung auf die Theorie der Invarianten zu 
schreiten, sei der Einfachheit halber nur eine einzelne ternäre üriginal- 
form f zu Grunde gelegt. r)as System der ganz-rationalen Invarianten 
ip i,, ... von f iässt sich leicht in einer Reihe***) anordnen, für welche 
dann der obige Satz gilt. 

*) Bei etwaiger AasfShrang der Methode in einem eoncreten Fall ist 

zu beacliteu, dass die Art des Gesetzes, uach dem die Formen der einzelnen 
Coefficientencolonnon fortschreiten, im alljremcinen eine (sowohl von einander, 
als) von der Art des ursprünglichen Gesetzes der Keihe durchaus verschiedene 
sein wird. 

*•) Kronecker entwickelt in seiner Festschrift S. 18 einen ähnlichen Satz 
für eine, nicht homogene Variable. Würde man indessen seine Formel 
homogen machen, so würde die ganze Function rechterhaud einen Nenner er- 
halten, nftmlich eine Potens der homogen machenden Variabein. Es liegt dem- 
nach bei Kronecker kein Integrität^-, s r nfltm ein Rationalitats-Bereich vor. 

***) Die Anordnung der Invarianten in eine Reibe lässt sich nach Hilbert 
auch umgehen. Man greife aus dem Systeme der Invarianten von f zwei In- 
dividuen i], ij heraus, von denen keine durch die andere teilbar ist. Sodann 
wähle man ein drittes i;. das nicht als lineare Combination A|i,-hAji.^ dar- 
stellbar ist, sodann ein viertes, das sich nicht linear aus i^, i], i« zusammen- 
setzt u. 8. f. Die Reihe der so entstehenden i mnss nach dem ersten HälÜB- 
satze abbrechen (1. c. S. 522). 

Dies Verfahren [^velches unmittelbar auf ganz beliebige Formensysteme 
übertragen werden kann (cf. S. 478)] ist wesentlich an die Voraussetzung 
geknüpft, dass die Coefficienten der Formen des Systems einem bestimmten 
Rationalit&tsbereich angehören. 
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Bedeoton also A^ A,, A^ gewisse ganz-iatioDsle Hfilfsfonetioneii 
der Goeillldenten von f , so ist irgend eine Invariante i von f aus m soleben 
linear ableitbar, sodass man bat: 

i = A,i,-hAji,H f-A,ui,u. 

Der zweite Schritt ist die Ersetzung der A durch Invarianten J^, J^, J,„, 
die selbst wieder ganze Functionen der i^ i^, i,^ sind. 

Sind i. i.^, i^ von den resp. Oraden r, r,, r^, r^ in den Coeffi- 
eienten. so darf Ag als eine homogene Form derselben vom Grade r — r« 
vorausgesetzt werden. 

Auf die Form f werde eine beliebige Substitution T der Variabein 
mit den Coeficienten aiki nnd der Determinante a ausgeübt. 

Versteht man nnter den fi^ die tiansfoimirten Coefficienten der Stamm- 
form f, unter p, p,, pn die Gewichte von i, i,, i,, in, so ver- 
wandelt sich vermöge der Grundeigenschaft der Invarianten die Gleichung 
for i in die folgende: 

aPi » aP.AXfOi, + a^A,(fOi^H \-s^^A^(Q\^. 

"VS'ir ziehen nunmehr einen weiteren, von Gordan und Mertens*) (und hier 
in allgemeinerer Fassung von neuem) bewiesenen Hülfssatz heran. Man ver- 
stehe nnter A(f,) eine beliebige, homogene, isohare Form der f« vom Ge- 
^vichte g, unter q eine positive ganze Zahl (incl. 0) und unter den 
Gay iey 'sehen Differenlaationsprocess: 

öa,,öa^,öaj, öa„aa„öaj, ^a^öa^öa^j 

„Unterwirft man das Product a^ A (f») dem Processe Q« so oft,' etwa p-mal, 
bis die Substitutionscoeffidenten ganz herausgehen , so erhält man dne 
Invariante J von f vom Gewichte g = p — q". 

Die p-raalige Ausübung des Processes 12» auf die beiden Seiten der 
für a''i aufgestellten Identität ergiebt, dass sich linkerliand i nur um einen 
positiven, ganzzahligen und nicht verschwindenden Factor reproducirt, 
während rechts sämtliche Factorou der i^, i,, im in Invarianten von 

*) Der Satz kommt für q = 0 impiicite bei dem (zweiten) Beweise vor, 
der in Oorclan^s „Vorlesungen* II § 9 fSr den Hauptsatz der Symbolik gege- 
ben wird, dass jede Covariante einer binären Form durch ein symbolisches 
Troduct darstellbar ist. £s ist merkwürdig, dass der Kern dieses Beweises 
ein unsymboliscber ist 

Mertens hat den n&mlicben Satz in den Wien. Ber. XGV S. 942—991 
(1887) bewiesen, und seitdem in einer Reihe von Arbeiten in den Wien, 
l^er. systematisch dazu verwendet, um volle Systeme auf unsymbolischem Wege 
zu erhalten, cf. II. A, b. 

Für lineare Urformen findet sich der Satz in der im Texte angegebenen 
Gestalt bereits bei Clebsch, Journ. fär llath. LIX S. 7 u. ff. 

10* 
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f übergehen. Nach Division mit jenem Factor resnltirt demnach eine 
DarateUong von der Form: 

i = J.i.-hJjiaH H-Jmim, 

vo die Grade und Gewichte der J geringer sind, als die der ursprüng- 
lichen Invariante i. Man hat jetzt nur noch das nämliche V^erfahren auf 
die J 7.11 (ibertragen u. s. f., so wird nach einer endlichen Anzahl von 
Operationen das gewünsilitc Ziel erreicht sein. 

Die vorliegenden UeltcriegiwiLrcn iil»crtragen sich fast ohne weiteres 
auf den Fall von n Variabein, sowie auf ein System von Stanimfornien, 
damit aber auch auf Covarianti n. Contravarianten, Combinanten u. s. w. 

Femer subsumirt sich unter das llauptgcsctz auch der allgemeinere 
Fall von melireren Reihen von einer gleichen oder auch yerschiedenen 
Anzahl von Variabein, die beliebigen, identischen oder Tenchiedenen 
Sobstitntionen unterliegen. 

Selbst wenn die vorzunehmenden Substitutionen nur einen Teil 
(Untergruppe) der Gruppe aller Substitutionen bilden, bleibt die Methode 
des Beweises so lange in Kraft, «Iz sich irgend zwei Substitutionen des- 
selben Typus derart zu einer dritten zusammensetzen, dass die neuen Para- 
meter bilineare Formen der alten sind, und falls ausserdem ein dem 
Processe il ähnlicher Differentiationsprocess existirt. 

Die Einwirkung des zu Grunde gelegten Hülfssatzes über den Inte- 
gritätsbereich einer unendlichen Foniienreilie auf die Lehre vou den in- 
varianten Verbimliingen erstreckt sich aber noch weiter. 

Zunächst hat man nur eine der n Yariabeln gleich der Einheit zu 
nehmen, um die Beschränkung der Homogenität aufzuheben. 

Nun herrschen zwischen den Invarianten einer oder mehrerer Stamm- 
formen Relationen in unbegrenzter Anzahl, welche in den ursprfinglichen 
Coefficienten identisch erfällt sind. Die linken Seiten (Syzyganten) dieser 
„Syzygien** *) lassen sich als nicbt homogene Formen ansehen» deren 
Variable nichts anderes sind, als das volle System von m Invarianten 
ip i,, . . im • Hithin besitzt auch das unendliche System der Syzyganten 
eine endliche Basis. 

Die Syzyganten ihrerseits sind gleichfalls durch eine unendliche Menge 
von, in den i,, i.,, . . i„, identisch erfüllten Relationen verknüpft. Den 
linken Seiten dieser „Syzygien zweiter Art" kommt wiederum eine end- 
liche Basis zu, und so fort. 

Durch ein, nicht müheloses Verfahren, welches den grundlegenden 



•) Cf. II. A, d. 
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Hfilfssatz immer von neuem heranzieht, gelingt dem Verfasser die Fest- 
stellong der bedeutangsvollen Tbatsache, dass jener Process der fortge- 
setzten Syzygienbildungen nach einer endlichen Anzahl, und zwar höchstens 
von III Schritten abbrechen mnss*). 

Erst mit der BildunL^ siiintliclicr Basen — nicht nur der ursprüiiiLdichcn 
Invarianten, sondern aucli der Syzyganten successiver Ordnung — wird eine 
volle**) Einsicht in die Structur der, dem vorgelegten algebraischen Gebilde 
entstammenden ganz-rationalen Invarianten gewonnen werden (1. c, S.534). 

In nenester Zeit***) liat Hilbert noch weitere Conseqnenzen aus seinen 
allgemeinen findlichkeitssätzen entwickelt, die vor allem der principiellen 
Frage näher treten, welche HäUisaQijga1)en behufs thatsSchlicher Anf- 
stellang der bezfigliohen vollen Systeme zu erledigen sind. 

Eine wesentliche Handhabe dazu bietet das Theorem, dass man aus 
der Mannigfaltigkeit der Invarianten eines algebraischen Gebildes stets eine 
endliche Anzahl a algebraisch unabhängiger J,, J,, J«, derart aussen- 
dem kann, dass alle fibrigen „ganze algebraische*' Function«! derselben 
werden, und somit verschwinden, sobald es die J thun. 

Umgekehrt sind aber die J durch die zuletzt angegebene Eigenschaft 
(und durch ihre algebraische Unabhängigkeit) völlig charakterisirt. 

Angenommen, man habe ein derartiges System von a Invariniiien .1 
ermittelt, so folgt rückwärts daraus, nach Sätzen von Kroneckerf), nicht 
nur von neuem die Endlichkeit des gesamten Invariantenbereiches, son- 
dern es ist auch ein bestimmter, arithmetischer Weg voigezeichnet, um 
dessen Basis zu finden: dieselbe setzt sich zusammen aus den J nebst 
demjenigen i, weiche die „Basis^ des durch die J fesligel^glen algebrai- 
schen ^Körpers** ausmachen. 

In erster Linie wird es sich jdabei um den «Grad*' g des gemeinten 
Körpers handeln. 

Für eine binSre Stammform f, nter Ordnung, hat Hilbertff) die Ant- 

*) 1. c. S. 492. Vgl. dazu eine Note von Schönllies. Gött. Nachr. 18Ö1 
8. 309—844. 

**) Vom formentheoretischen Gesichtspunkt aus durfte gegen den ange- 
führten Ausspruch TTilbert's nichts einzuwenden sein. Sieht man indessen 
den ^nippenthcoretiscben Gesichtspunkt als gleichberechtigt an, so erscheint 
als eine gleichfiills fundamentale Aufgabe der Zukunft, die Gesamtheit iJler 

vollen „Untersysteme" von invarianten Bildungen einer Reihe von Stammformen 
zw ermittehi, d. i. solcher, wohl definirten Teilmannigfaltigkeiten des ganzen 
Invariantensystems, die für sich den Charakter eines vollen Systems besitzen. 
Gf. II. A, b. 

***) Gott Nachr. 1891 8.232—242; 1892 8.2— 12. 

t) Festschrift § 6. 

tt) Vortrag, gehalten 1891 auf der Naturforscherversammlung in Halle, 
TgL den amtl. Bericht S. 61—62. 
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wort gegeben. Hier ist die Zaiü 8 gleich n — 2; die gesuchte Anzahl 
g bt eine einfache xahlentheoretische Fonction, welche, abgesehen von n, 
aosschliesslich von den Graden der J,, J.^, Jq-^ (in den Coefficienten 

von f) abhängt. 

Von den gemaclitcn AnwiMKlunfrf n. die unter anderem die Herstellung von 
Formen mit gewissen vorge^^rbenen invarianten betreffen*), sehen wir hier ab. 

Im Falle einer l)inären (irundforni f kann man durch blosse Resul- 
tantenbildung ein System von invarianten aufstellen, durch welche sich 
alle anderen Invarianten ganz und aigebraiscli ausdrücken lassen. Sei 
etwa die Ordnung n von f ungerade, so bilde man die Covarianten zwei- 
ten Grades F,, F,, F^(„_,j. und oonstnüre ans geeigneten Potensen der 
f, F mittels wilUKöriiclier Parameter n, v swei homogene lineare Combi- 
nationen U, V. Das identische Verschwinden der Resultante von U, V 
ist mit Gleichungen = 0, = 0, . . as 0 aequivalent. Die J sind 
dann ein System von Inyarianten der verlangten Art. Entsprechendes gilt 
für eine gerade Ordnung n. 

Von diesen J gelangt man durch Anwendung des Aronhold*schen 
Processes zn einem analogen System von Simnltaninvarianten. Auch für 
Formen mit mehr Variabein kann man durch eine endliche Anzahl 
rationaler, von vorn herein angehbarer Processe ein derartiges System 
von Invarianten gewinnen, deren Verschwinden das aller übrigen nach 
sich zieht. Man hat zu dem Behuf nur ein Kriterium nötis/, das ent- 
scheiden lässt, ob eine vorgelegte Form mit numerischen Coefficienten noch 
eine von Null verschiedene Invariante besitzt; das Letztere ist in der 
That dann^ nnd nur dann der Fall, wenn die Substitutions- 
determinante eine game algebraische Function der Coeffi- 
cienten der linear transformirten Form ist 

Dadurch bieten sich denn auch die Mittel zur Anstellung voller 
Invariantensysteme und (nur von n abh&ngiger) oberer Gre'uzen**) 
für Anzahl nnd Gewicht derselben. 

II. A, b. 

Specielles über volle Systeme. 

Es mögen nunmehr die bislang zu gegebenen Urformen in extenso 
berechneten vollen Systeme kurz aufgeführt werden. £s liegt in der 

*) Siehe II. B, b. 

**) nilhert fuhrt diesbezüglich zur Illustration den vorbereitenden Satz 
au: nSämtlicbe Invanauten einer teroären Grundform lassen sich als ganze al* 
gebraische Functionen derjenigen Invarianten ansdrficken, deren Gewicht die 
Zahl 9n(3n-M)« nicht üherstrigt. (CiGlt. Nachr. 1892 S. 12.) Nach mündlicher 
Ifitteilun^ bat Qordau allgemeine Ausdrücke für obere Grenzen gefunden. 
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Natar der angewendeten, im wesentlichen von Glebsch und Gordan be- 
gründeten Bildungsmethoden, dass die Anzahlen der bezfiglichen Formen 
znnSchst den Charakter oberer Grenzen haben: in der That hat des Öfte- 
ren eine nachtrSglicbe Revision*) ergeben, dass einzelne der vordem ge- 
fiundenen System-Individnen fiberflfissig, d. i. redudbel waren. 

Erst der Vergleich mit der englischen Arbeitsrichtang**) wird dazu 
führen, welchen jener Anzahlen eine absolute Genauigkeit zukommt. 

Wir beginnen mit einer einzelnen binaren Urform f„. Nach frühzeitiger 
Erledigung der einfachsten Fälle n = 2. 4 durch Cayley und Sylvester 
war erst Gordan im Stande, die FoniuMi f. und f^. zu bewältigen***). 

Der BcwcIf; fiir die Vollständigkeit der resultirenden vollen Systeme 
von 23 resp. 26 „Grundformen" konnte von Gordan derart geführt 
werden, dass seine Ausdehnung auf die Endlichkeit des Systems einer 
beliebigen fg keine wesentlich neuen Hüifsmittel erforderte. 

Auf Grund der veieinlachten Darstellung des Gerda naschen «Pro- 
gramms*' hat V. Gall das volle System einer ^f), spSter das (grössere 
Schwierigkeiten darbietende) System einer f^ff) in concreto aufgebaut; 



*) Die instrurtivsten Koispiole dieser Art wcrrlen geliefert durch die 
simultanen Systeme der (ps), (fa, ^4), (£4, «^4) und das System einer f^. 

Für den Fall (U, ^3) behauptete zuerst SyWester, 0. R. LXXXIX S. 828 
bis 833 (1877), Am. J. II S. 334—329 (1879), auf Grund seiner abzählenden 
Methode (of. IT. A, e), dass zwei lineare Covarianten der Salmon-Clebssch'schen 
Liste reducibel sein müssten. Unter dieser Voraussetzung gab d'Ovidio (1880), 
Atti di Tor. XV S. 267—270 ihre Zusammensetzung au: bestätigt wurde dies 
Ergebnis von Gerbaldi (ebenda) mittels einer, von jener YoraussetBung unab- 
hängigen Methode. 

Wiederum konnte Sylvester, C. R. LXXXVII S. 445-448, 477— 481 (1878) 
das Gordan-Gundelfinger'sche System (fj, 5^4) um drei Formen reduciren. 

Die Reduction des Gordan-Bertini'schen Systems (f4, cpj um zwei Formen 
kündigte Sylvester an, C. R. LXXXIV S. 1285—1289 (1877), Am. J. II S. 324 
bis 329 (1879). Die wirkliche Ausführung gab d'Ovidio, Atti di Tor. XV S. 301 
bis 304 (1880). Eine anderweite Best&tigung liegt bei Stroh vor, Math. Ann. 
XXII S. 290— 29G (1888). 

Was endlich den Fall der fg betrifft, ao konnte v. Gail, Math. Ann. XVI 
S. 456 (1880) nachweisen, dess die Anzahl seiner Individuen mit der Sylvester - 
sehen Angabe (CR. LXXXIV 8.240-244,032—534 (1877)) übereinstimme 
bis auf eine einzige Form, deren Reduction ihm nicht gelang. Durch 
ausgedehnte Rechnungen legte aber Sylvester die Reducirbarkeit dieser Form 
dar, G. R. Xdll 8. l§2-i96, 365—369, Am. J. IV 8. 63—85 (1881). 

Indessen war erst Stroh 1. c. im Stande, die Fraise dircct zur Entschei- 
dung zu bringen; die bez. Methode, die auf den Relationen zwischen l eber- 
schiebungen gewisser Ordnung beruht (cf. II. A, d), hat er später allgemein 
begründet, Math. Ann. XXXf 8. 444—454 (1888). 
**) Vgl. II. A, e. 

*•*) Jouru. f. Math. LXIX S. 323—354. 

t) Halb. Ann. XVII 8. 31—52, 139—153, 456 (1880). 

tt) Math. Ann. XXXI S. 318-336 (188^. 
Vgl. Krey, Dissert Striegau 1874. 
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er macht dabei geschickten Gebraoch von gewissen Syzygieo, om fiber- 
flüssige Formen auszoscheideD. 

Was die simoltanen Systeme yon zwei binären f„ angeht, so ver- 
dankt man die Behandlnng der Fiüle (2, 2), (2, o), (3, 3) Salmon ond 
und Glebseh; das System (3,4) findet sieh bd Gandelfinger*), 
(2,5) bei Winter**), (2, 6) bei v. Gal !•••). 

Ein svsteinatisclies Studium hat diesen Svstctncn (iordan****) in 
einer Arbeit gewidmet, die am Schlüsse eine Tabelle aller der Fälle auf- 
weist, bei denen keine der beiden Urformen die vierte Ordnung überschreitet. 

Eine andere A])hMtnng des Systems (4. 4), in den Resoltateo mit 
Gordan übereinstimmend, rührt von Bertini f) her. 

Hinsichtlich der simultanen Systeme von mehr als zwei binären 
Formen ist man aber Ciebschtf)» der eine beliebige h'eihe von linearen 
bezw. quadratischen Formen erledigt bat, nicht wesentlich hioansgegangen; 
das System von vier Formen, von denen zwei linear und zwei quadratisch 
sind, ist von Perrinfff) näher antersncht worden. 

Um zu den temären Formen Cn nberzagehen, so ist der erste Fall 
einer einzelnen solchen Form, der wirkliche Schwierigkeiten bereitete, 
nämlich n s=s 3, von Gordanffff) znm Abschlnss gebracht worden. Den 
bereits früher vonAronhold, Cayley, Hcrmite, Brioschi gegebenen 
Bildungen waren verhältnismässig wenige hinzuzufügen; um aber die 



*) Programm, Stuttgart 1869 S. 1—43. 
Xa( h ciiuT auf S. 2 daselbst gemachten Bemerkung stammt das bez. System 

von Gort! an her. 

*•) Programm, Darmstadt 1880. 
***) Programm, Lemgo 1873. 
•••*) Math. Ann. II S. 227-281 a87ü;. 
t) Batt, Giorn. XIV S. 1—14 (1876). Wiederabgedruckt iu Math. Aau. 
XI S. 30—41 (1877). 

tt) Siehe die zusammenhängende Darstellung von Clebsch: Theorie der 
binären Formen, Leipzig 1872, sowie die Vereinfachungen bei Gordan: Vor- 
iesungeu Ii. Leipzig 1887. 

ttt) S. M. F. Bull. XV S. 45—61 (1887). 

tttt) Math. Ann. I S. 00- 128 Wegen der Theorie siehe noch 

Math. Ann. I, 359— 4f)0, sowie X\ Ii S. i'lT- 233 (1880). Vgl. die erschöpfende 
Zu.samineustellung hei Clebsch und Gordan, Math. Ann. VI S. 436 — 512 (1S73). 
Einen einfacheren Aun)au des Systems verdankt man (iundelfinger Math. Ann. 
IV S. 144-1(18 (1871), vgl. noch V S. 442-447 (1S72\ 

Cayley gab die expliciten Bildungen in den Coefiicienten für die Hesse'- 
sche Normalfonn der C3 : ax'-hby^-hcza-f-Gdxyz: Am. J. IV S. 1—16 (1881). 
Hier findet sich auch eine vollständitr* r> l»ersi( ht über > filu ie Litteratur. 

Endlich röhrt von Dingeldey, Math. .\iin. XXXI S. 157— 17(1 (1888), eine 
analoge üebersicht her über das System der (in der Theorie der elliptischen 
Funetionen verwendeten) canonischen Form xy* — 4z*+g3X''y4-g3X'\ sowie 
der speciellen Form ax7;<< — 4by^. Letztere reprisentirt durch ilir Verschwin- 
den eine mit Eückkehrpunkt. 
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VoUstSadigkeit des gewonnenen Systems (von im ganzen 34 Fonnen) 
sicher zn stellen, bednifte es erst einer eigenartigen Ansdehnong der sym- 
bolischen Methoden vom binfiren anfs temSre Gebiet. 

Erst ziemlich spSter hat Hertens*) das gleiche Ergebnis ffir die 
C'^ aaf unsymboliscfaem Wege, mit alleiniger Benutzong des Q-Processes 
erhalten. 

Im Falle n = 4 wird der Reichtum der auftretenden Bildungen 
bereits so gross, dass Gordan es vorzog, sich auf einen besonderen — 
anlässlich der (ilcichungcn 7. Ordnung mit KIS Snb-ititulioiien in sich, 
von Interesse gewordenen — Typus**) zu beschranken, welcher durch 
das identische Bestohea cinor ciufachen Covariantenidentität cbarakterisirt 
werden kann. 

Von den zu einer allgemeinen gehörigen Bildungen liatMaisano***) 
diejenigen, welche bis zum 5. Grade incl. ansteigen, zusammengestellt. 

Das System zweier C, ist wiederom von Gordanf) zuerst ange- 
geben, und spStei^ft)) Znsammenhange mit der eben berührten, 
spedellen entwickelt worden. Den algebraischen und geometrischen 
Zusammenhang der Formen des Systems unter einander hat neuerdings 
Perrinftt) eingehend verfolgt. 

Die Kenntnia ^nes voU^ Systemes dreier verdankt man Giam- 
berlinifttt). 

Im quaternären Gebiet sind ausser den V'ariabelii x einer Form 
FnCx) und deren coritragredienten u. noch die aus zwei Reihen cogredion- 
ter Variabein x, y zu bildenden zweireihigen Determinanten zu berück- 

*) Wien. Bor. XCVII 437-518 (1888). Weger, Irr angewandten Me- 
tbode vgl. die vorhergehende Arbeit dess. Verf.: Wien. Ber. XCV S. 991 
(1887). 

Math. Ann. XVII S. 217—233. Die 54 Formen des Tollen Systems 
sind in einer Schlusstabelle vereinigt. 

Gordan's Angabe über die Endlichkeit des Systems einer allgemeinen C4 
befindet sieh bereits in Clebsch-Lindemann's Vorlesungen I S. 174 Note (1875). 

***) Batt. G. XIX S. 198-237 (1881). 

Auch die Formen 6. Grades befinden sich da.selbst, mit Ausschluss der 
die X und die u gleichzeitig enthaltenden. Vgl. noch den Nachtrag dess. Verf., 
Pal. Rend. I S. 54—56 (1886). 

t) r lebsch-Lindemann\s Vorlesungen I S. 288 tt. flgde (1875). Die Ta- 
belle der 20 Systeraformen findet man auf S. 291. 
tt) Math. Ann. XIX S. 52ü— 552 (1880). 
ttt) S. M. F. Bull. XVni S. 1—80 (189(9. 

Bezüglich der Relationen zwischen den Formen des Systems vgl. noch 
Rosanes, Math. Ann. VI S. 264 u. flgde (187.5), sowie Gerhaldi, Annali (2) XVII 
S. 161 — 19() (1889). Letztere geht auch ausführlich auf die damit verbuudc- 
nen Realitätsfragen ein. 

ttt+) Batt. G. XXIV S. 141—157 (1886). 
Dm System umfasst 127 Bildungen. 
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sichtigen. Mittels geeigneter Modification des Li-Processcs gelang es Mer- 
tens*) in letzter Zeit, für eine F.^ ein volles System von 20 Formen 
herzostellen, nod öberdies einen Weg aozogeben, wie man vennöge leicht 
nbersehbafer Differentiationsoperstionen ans den Einselsysiemen zweier F, 
ein flimnltanes System der letzteren anfbaaen kann. 

Kit ihnlichen Mitteln hat Mertens aoch «Nnllsyzteme***) behandelt, 
d. h. altemiitode bilineare Formen von zwei cogredienten quatemaren 
Variabelnreihen x, y, denen man noch beliebig viele in den x resp. n 
lineare Formen adjungiren mag. F0r ffinf (nnd weniger) Nullsysteme 
lässt sich das Krgebnis übersichtlich gruppiren. 

Was endlich Fonnen mit mohreren incongruenten V^ariahelnreihen 
anlangt, so ist bereits frülier des von Study und Tu^rdan ermittelten 
vollen Systems für eine binäre, quadrato-quadratische Urform***) Erwäh- 
nung geselle heil. 

Im temären Gebiete ist nur der Fall einer, in zwei contragredienten 
Reihen x, u linearen Formf) von Clebsch und Gordan im einzelnen erle- 
digt worden. Die analoge, qaatemiie Aufgabe wurde neuerdings von Mer- 
tens ff) soweit gefördert, das« es nur noch gewisser CombiDiruDgen seiner 
verschiedenen Formengrnppen bedarf, um das volle System zu besitzen. 

Zum Schlüsse sind noch gewisse volle Untersysteme (d. h. die selbst 
nur einen Bestandtdl allgemeiner voller Systeme ausmachen) anzufahren. 

Sieht man dabd von solchen ab, deren Existenz auf der Hand 
liegtff +). so können wir uns auf zwei Erscheinungen derart beschränken. 

Die erste gciiürt der (iattuug der binären Combinanten an, die schon 



♦) Wien. Ber. XCVIU S. 739 (1889). 
Wien. Ber. XCVII S. 519—537 (1888). 
•••) Math. Ann. XXXIII S. :172 .".89 (188Ö). Da.s System l^otthi aus 
38 Formen. Vgl. die vorhorgeliendi n Noten von Study und Gordan in den 
Erlanger Ber. 1889. Die Metbode ist auf höhere Formen ausdehnbar. Das 
volle System der Invarianten hatte schon froher Gapelli anfjmestellt* Batt. 
0. XVII S. 69—148 (1879). 

Von binären Formen mit cogredienten Variabelnreihen hat le Paige die 
trilinearen und quadrilinearea untersucht, C. R. XCII S. 1048—49, 1103 — 5, 
XCIII S. 264-265, 509-512 (1881)j C. B. XCIV S. 69-71, Torino Atti XVII 
S. 299— 32B (1882), wesentlich zn geometrischen Zwecken ond ohne daher eine 
VoUstrind igkeit anzustreben. 

t) Math. Ann. 1 8.359—400(1869). Abgerechnet die identische Zwischen- 
fonn ux, enthält das volle System 7 Formen* Siehe insbes. S. 873. Die Me- 
thode ist auf höhore Formen ausdehnbar. 

ff) Wien. Ber. XCVUI S. 13-32 (1890). 

ttt) Dahin gehören z. B. soldie Untersysteme, deren Formen nur einen 

Teil alier Variabein des bez. Gebietes enthalten, ferner die (iordan'schen 
Systemklassen A|, A«, ... (Vorlesungen II § 21) u. a. (Vgl. die Anmerkung**) 
auf 6. 149 oben.) 
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1873 von Oordan*) als das volle System einer einzelnen Form mit 
mehreren (cogredienten) Variabelnreihen erkannt wurden. Der einlachste 
Fall, der hier einer besonderen Untersuchang bedarf, ist der asweier f^. 
Nach der Gordan^sehen Methode kommt die Aosfähning des vollen Com- 
binantensystems soröck auf diejenige des gewöhnlichen simultanen Systems 
zweier „Elementarcovarianten" von 6. resp. 2. Ordnung, die aber durch 
eine gewisse identische Kclation mit einander verknüpft sind. 

Die bezügliche Rechnung hat Stephan os**) geleistet. 

Sodann ist "W iltheiss von den hypGrelli}»tischen Functionen an^ 
zu einem merkwürdigen Untersysteme einer binären geführt worden***). 

Es seien mit Ai die Coefficienten, mit x,, die Variabein von be- 
zeichnet; femer bedeute 9^ eine gewisse Covariante 6. Ordnung und 
2. Grades, in deren Coefficienten Bj noch zwei, mit XpX, cogrediente 
Variabein 7,, y, zur 2. Ordnung eingehen. Versteht man dann unter S 

ß 

den Aronhold'schen Process ^Bf^ , verbunden mit naohtiigiicher 

Gleichsetzung der x und y, so ISsst sich ein System von 9 Covarianten 

von f nachweisen, derart, dass durch Anwendung der Operation 8 stets 
wieder Covarianten des Systems hervorgelien. 

Die Untersuchungen über volle Systeme von (irundtormen, insoweit 
sie mit den sogenannten „erzeugenden Functionen-^ in Verbindung stehen, 
sowie die im Anschlüsse hieran über volle Systeme von Syzygien zu 
berichtenden Daten werden weiter unten beriicksichtigt werden. 

Di^egen sind die mit endlichen Gruppen linearer Substitutionen ver- 
knüpften vollen Systeme bereits im Abschnitt 1. A, b besprochen worden. 



II. A, c. 

Assoeiirte Systeme und typische Darstellung. 

Es sind nunmehr die Bestrebungen zu würdi^»^en, die darauf abzielen, 
die Mannigfaltigkeit der aus gegebenen Urformen ableitbaren invarianten 
Bildungen, anstatt zu einem Integritätsbereiche, zu einem lUitionaUtäts- 
bereiche mit endlicher Basis zusammenzufassen f). 

•) Math. Aua. V S. 95—122 (1875). Nach mündlicher Mitteilung hat Gor- 
dan in der letzten Zeit das volle Gombinantensystem zweier C3 („Kegelschnitte*) 
entwickelt ; die Anzahl der Formen erwies sich als eine verhältnismässig geringe. 

C. R Xrvil S 27—31 (188;i). Es ergeben sich 26 Systemformen. 
Math. Ann. XXXV S. 433-456 (1889); Math. Ann. XXXVl, 134 
bis 153, XXX Vll S. 229—272 (1890). 

t) Vgl. damit dio in gewissem Sinne parallollaufcnden, gruppenthcore- 
tischen fintwickeluugen von Lagrauge bez. der gegenseitigen rationalen Ab> 
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156 Bericht über den gegenw&rtigen SUmd der InTsriaatenUieorie. 

Biese Bestrebangen geben auf Hermite*) zaracli, der 1852 dar- 
legte, wie man ans den In- nnd Covarianten einer binlren Form 

ffC^,, xj = f 

in mannigfaltiger Weise eine endliche Anzahl so herausgreifen kann, dass 
alle übrigen rational von jenen abhSngen. Will man die einfeehste Dar- 

stcllnng derart haben, ])ei welcher alle Individuen der Basis algebraisch 
von einander imabhängiL' sind, so führe man neue Variabein T^ mit der 
Determinante fn(x,, x^^) ein, mittels der „Covarianten*: 

rif dt \ _ 

öx, "^^^ öx., J' ^ — ^«y»-"^yt' 

wo die Hiilfsvariabcln y mit den x cogredient sind. Dann gebt die mit 
der (n — l)ten Potenz von fB(Xj, x,) multiplicirte Form fnCy^yj) «bör 
in eine nene Form Oit(^, 13), von deren Coeflidenten der erste gleich 
der Einheit, der zweite gleich Noll ist, wahrend die übrigen 9,, 
im Verein mit fnCx^x,}, die gewünschte Basis, oder, mit Her mite zu 
reden, das „assodirte System** von f reprisentiren. 

Um dne beliebige Covariante von f dnrcb die 9,, 9,, f anszu- 
drucken, bat man nnr im Ldtgliede derselben die Coeffidenten von f zu 
ersetzen durch diejenigen von O, und nachträglich mit Hülfe von f ho- 
mogen zu machen, wodurch eine Potenz von f in den Nenner kommt. 

Mau kann indessen, wie Clcbsch**) 1870 ausgesprochen hat, die 
associirtcn Formen cp auf noch einfachere zurückführen, nämlich auf die 
Covarianten 2. Grades von f und deren Functionaldeterminantcn y 
mit f (d. s. Covarianten von f vom 3. Grade). Die cp sind vermöge 
recuirenter Formeln rational durch die tj/, ^, f darstellbar, so dass wie- 
derum nur eine Potenz von f als Nenner fungiren kann, der sich übrigens 
in den von Glebsch ausgerechneten niedrigsten FSllen nss2, 3, 7 
auf die Einhdt ledndrt. 

Gnndelfinger^} hat im folgenden Jahre nidit nur die Behanp- 

hängigkeit dor „ahnlichen" Functionen. Eine weitere Ausführung in diesem 
Sinne befindet sich bei König, Math. Ann. XVlli S. 69—77 (1881). 
♦) Vgl. diesen Bericht S. 88. 
In anderer Weise , nämlich in unmittelbarem Zusammenhange mit der 
Äuflösuuj: il' r al^rcbraischeu Gleichungen, bat Igel die Theorie der associirten 
Formen begründet: Wien (bei Gerold), 1889. 

**) Gott. Nachr. 1870 S, 405—409 oder Math. Ann. III S. 265—267 (1871). 
♦**) .louni. f. Math. LXXIV S.87— 91 (1871). Vgl. die vereinfachte Dar- 
stellung des«. Verf. in ..Sahnon-Ficdler" S. 459—4^3 (1877). Die Umkehrung 
des „Clebsch-Gundelfinger'schen'* üleicbimgensystems bat Gordan in neuester 
Zeit ausgeführt, Math. Ann. XLI S. 1 — 24 (1892), insofern er die Hermite^schen 
Formen 9 explicite als gan/ ratiunale Functionen der y darstellt. Man kann 
a priori erkennen, wie sich die ersteren Formen durch Producte der letztere 
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tongen von Gleb&ch auf symbolischem Wege erwiesen, sondern auch allge- 
mein begrOndet, dass die <p stets ganz^rationale Fanctionen der ^, ^, f werden. 

Zugleich giebt er die Erweiterung auf das simultane System zweier 
Formen fn und 9». Sei etwa m diejenige der beiden Zahlen m, n, 
welche die andere an Grösse nicht fibertrifft, so treten zu den obigen 
Formen ^, ' ™ Üeberschiebangen von f mit 9 hinzn. 

Sylvester*) hat, ausgehend von den Leitgliedorn der Covarianten, das 
letztere Ergebnis auf eine beliebige Reihe Mnären Liluimon ausgedelint. 

Kine interessante Anwendung der associirten Formen rührt von 
Koho*'*'} her. indem er an Stelle der <p ihre irrationalen Aequivalento 

einfährt, nSmlich die Wurzeln der Gleichung ^n^-^, 1^ = 0, welche 

ein übersichtliches Bildungsgesetz befolgen, gelingt es ihm, die Teilbar- 
Iceit der Resultanten und Discriminanten von Covaiianten durch eine Po- 
tenz der Discrinünante der Urform allgemein zu beherrschen. Die Ueber- 
tragung auf simultane Urformen ist dann Idcht zu bewerkstelligen. 

Die L^tglieder der von Clebsch eingeführten associirten Formen 
'/^ liegen bei Perrin's***) Erweiterung des Hauptsatzes auf Urformen 
F mit p Vaiiabeln x,, Xp zu Grunde. Man sehe die nach Poten- 
zen von X, geordnete Form F: 




ausdrücken: die Aufgabe conceutrirt sich daher darauf, die rationalen Zablen- 
coefftcienten G jener Producte zu ermitteln. Vgl. Bartblein Disseri Erlangen^ 
1887, wo die succcssive Rereohnung der C weiter geführt wird als bei 
Clebscb. Es ist bea€htens\\ ort . dass genau dieselben Grössen C UOCb die 
Lösung folgender zwei iuudameiitalen Aufgaben vermitteln: 

1) Die Goefficienten einer binftren Urform darzustellen als rationale Func> 
tionen der beiden ersten und der Leitglieder der y. 

2) Desgleichen als rationale Ifunctionen der beiden ersten und der beiden 
Aufiingscoefticienteu der 'i^. 

Die fraglichen Grössen G hängen zuvörderst von einem speciellen Systeme 
quadratischer Gleichungen ub: indessen gelingt es Gordan, dieses System 
in ein in den C lineares überzuführen. 

Damit ist übrigens zugleich die weitere Auf<:abe gelöst, alle ganz-ratio- 
nalen Lösungen der Diiferentialgleichung für l»iiiriie „Differentialinvarianten* 
durch die einfachsten derselben rational auszudrücken. (Vgl. dazu etwa For« 
syth: Mess. ^o.202, 188Ö). 

•) 0. R. LXXXV! S. 448-460 (1878). 

Am. J. I S. 118—124 (1878). 

**) Wien. Rer. Juli 1891, 29 S.: Oct. 1891, 5 S. 

£s scheint noch nicht bemerkt worden zu sein, dass der Ausdruck für die 
Wurzeln der Gleichung 4>d » 0 geradezu ubereinstimmt mit dem von Hermite 
ffir die Tschirnhansen-Transformation gegebenen (cf. Kiul. S. 93, Anm. ***). 

♦**) c. H. civ s. 108—111, -m-m, m-m (im). 
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als eine binäre Form in der nicht homogenen Variabein an, nnd bilde 
die Leitglieder v der n — 1 Formen <|»(x,, x,, Xp), x(^> ^p)'* 
T, = aF,— FJ, V, = a»F,— 3aF,F,-h2F;, 
v, = aF,-4F,F,-|-3F;,..., 

dann wird jede Invariante von F, bezw. der Goefficient der hSehsten 

Potenz von Xj einer jeden Covariante von F, nach Multiplication mit 
einer t;eeignt'ti'ii Potenz von a eine ganzt* Fnnction von a und den Co- 
varianten dos Systems der v (und entsprorliend umgekehrt). 

Beim Lebergangc von den I.eitgliedern zu den wirklichen Bildangen 
tritt an Stelle von a die Lrform F selbst. 

Will man auch dicyenigen Formen mit berücksichtigen, welche noch 
von den, zn den x contragredienten Variabein a abhSngen, so hat man 
nur den v eine einfache, in den n nnd den x,, x,, . . Xp lineare Hülfs- 
form zu a^jnngiren. 

Analoges gilt für ^e Reihe von Urformen F. Directer nnd nm- 
fassender hat Forsyth*) die nSmüche Aufgabe behandelt, nnd sngltich 
f&r eine Anzahl von EinzeUUlen des temSren nnd quatemiren Gebietes 
eine voUstSndige DorehlShning geliefert 

Sei F 8 F„(xj, x^, X,) etwa tine temire Form, und, wie oben, 

— 

nach Potenzen von x, geordnet; unter O^Xj, x,,, x,; UjjU^jUjy werde 
irgend eine iR\'ariante Bildung („Temariante") von F verstanden, deren 

Entwickeluiig nach fallenden Potenzen von x^ nnd mit dem Glicdc 
cI)^,^x^uP beginne. Dann genügt der Lcitcoefficient (h^^ von <l> zwei 
charakteristischen (linearen, partiellen) Differentisilgleichnngen; „dies sind 
aber zugleich die charakteristischen Gleichungen für die Leitglieder der 
Covarianten der (binären) Fonnenreihe F,,Fj, Fn". 

Abgesehen von der identischen Covariante u^ wird das System der 
zu F associirten Temarianten von ^(n"l-4)(n — 1) Individuen gebildet. 
Hingt indessen bereits die Urform F ausser von den x auch noch von den 



•) Am. J. XII S. 1—60, 115—160 (1889) (Teraarianten). 

Cambr. Phil. Trans. XIV S. 409-466 (1889) (Quaternarianten). 

Im tcrnäron Gebiote werden die Fälle einer quadratischen, einer kuhischen, 
einer biquadratischeu Forui, sowie des Systems dreier quadratischen formea 
erledigt; überdies werden von solchen Formen, welche ausser den x nocA die u 

enthalten, hehandolt: eine linco-lineare Form, zwei lineo-linoarc Formen : eine 
quadro-liueare, eiue kubo-lineare, und endlich eine kubo-kubischp Form. 

Jm quateruäreu Gebiet wendet der Verf. seine allgomeiue Theorie au auf 
eine und auf zwei (in den x) quadratischen Formen, ferner auf eine (in den x, u) 
lineo-lineare Form: endlich auf fut^fende Complexe: einen lineanni. snwie das 
•System von zwei uud drei lineareu, schliesslich auf einen quadratischen Complex. 
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u ab, so steigt die bez. Anzabl auf ^(n+l)(D+2)(ii'+l)(n'-H2)— 3, 
wenn n' die Ordnang von F in den u bedentet. 

Für vier*) Variable x kommt analog das Leitglied Og^g einer „Qua- 
temariante'^ <t> in Betracht, die nach fallenden Potenzen von x,, u,, p, 

geordnet ist, wo p, eine der sechs Zwischenvariabeln ptk = ^' 

bezeichnet. freniiirt jetzt sechs charakteristischen Gleichungen u. s. f. 

Das ursprüngliclie Verfahren llermite's, die a.ssociirteu Systeme auf 
(liucare) Transformationen der binären Urformen zu begründen, ist bald 
nachher von Brioschi**) auf Formen mit mehreren Variabein ausge- 
dehnt worden: eine wirkliche Durchfuhmng in diesem Sinne kennt man 
för zwei temäre Einzelfälle, die allgemeine und eine spedelle G^. 

Die etstere***) rfihrt von Glebsch nnd Gordan her; die lineare 
Transformation der x wird vermittelt dnreh drei, in den n lineare 
„Zwischenfoimen** , welche in den x zn den resp. Ordnungen 1, 4, 7 
ansteigen. 

Jede, aus G, ableitbare Form kann mit einer solchen Potenz einer 
gewissen Covariante G multiplicirt werden, dass sie in eine ganze Func- 
tion von 7 associirten Formen übergeht, welche aus jenen drei Zwischen- 
formen und noch vier Covarianten bestehen. 

Daneben geht eine zweite, gleichberechtigte Dai stcllunLr, bei der sich 
dualistisch die 7 correspondirenden Formen aus drei in den x linearen 
Zwischenformen und vier ^^zugehörigen Formen^ (Contravarianten) zu- 
sammensetzen. 

Als nahe verwandt mit dieser Behandlung der G, erweist sich die- 
jenige, welche Gordanf) f&r die schon mehrfach en^nte G^ mit 168 
Snbstitationen in sich geliefiBrt hat. 

Die bisher besprochene rationale Dai Stellung der invaiiantiven For^ 
men lisst sich als »Govariantentypik*' bezeichnen. In der That ist der 
Kern der Methode der, eine Urform F(x) (oder anch eine Beihe solcher) 



*) Siehe die zweitcitirte Arbeit 
Vgl. diesen Her. S. 94, Anm. ff). 
Auf anderem Wege ist eine solche Ausdehnung gcU istt't von Grassmann 
Math. Ann. VII S. 538—548 (1874), sowie von Christoffel üath. Ann^ XIX 
S. 280-290 (1882). 

***) Math. Ann. I S. 57—89 (1869). Vgl. hiermit die kurz zuvor erw&hnte 
Behandlung von Forsyth. 

t) Math. Ann. XVII S. 359—379 (1880). 
Die Anzahl der associirten Formen, die identische Zwischeutorui ux ein- 
geschlossen, beträgt acht, wie übrigens schon aus der Cleb8ch*Qordan*schen 
Arbeit Math. Ann. 1 57—89 hervorgeht. 
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mit einer Potenz einer geeigneten Covariante, geschrieben in cogredienten 
Yariabeln y zn miütipliciren derart, dass das Product naeh Potensen ganzer 
Functionen i] der x, y als nener Yariabeln entwickelbar wird und zu- 
gldeh die neuen Coefitdenten Covaiianten von F(x) leprfisentiren. Man 
darf sich dabei auf den Fall beschrinken, dass die Substitution hinsieht- 
lieh der y eine lineare ist. 

Dem steht gegcnfiber eine „InTaTiantentypik " ; die Urform F(x) (oder 
eine Reilie solcher) nimmt nach Muitiplication mit einer gewissen Potenz 
einer Invarianto K \un F. uiul entwickelt nach Potenzen ganzer P'nnctio- 
nen c, der x, (die dann ( Varianten von F sein werden), eine Gestalt 
an, in der die iit'uon roefficicnton Invarianten von F sind. 

Die den UelMTiran«: venuittcliule Transformation ist liier eine ge- 
wöhalicU© „Tschirnhausen'sche'* ; es mag indessen hervorgehoben sein, 
dass man in manchen Fällen die directe (mit Schwierigkeiten verknüpfte) 
Anwendung derselben ganz nmgehen kann, und dass überhaupt die Trans- 
formation selbst ganz in den Hintergrund tritL 

Eine grosse Reihe von algebraischen, geometrischen und fnnetionen- 
theoretischen Au^ben Ifihrt, wie Idcht zu erkennen, a priori auf eine 
solche iiinvariantive*^ Gestaltung, die zum natuigemfissen Ausdruck bringt, 
dass schon die Urformen selbst, resp. vorgegebene Functionen derselben 
in invariantem Lichte erscheinen. 

Wiedemin hat Her mite*) 1851 zuerst eine derartige Typik für 
binäre Formen f-jn+i ungerader (insbesondere der fünften) Ordnung be- 
gründet, indem er zwei lineare Covarianten als neue Variabein einführte. 

Clebsch und (Jordan**) haben 18 f. 7 auf dem 11 ermite'schen 
Wege die Typik einer f^ l)is ins einzelnsie erledigt, mit besonderer Be- 
rücksichtigung der verschiedenen Ausnahmefalle, die in Folge des Ver- 
schwindens gewisser Invarianten eintreten. 

Hier zeigt sich deutlich, wie sich eine directe Ausfuhrung der Sub- 
stitution bei Benfitzung symbolischer Identitäten vermeiden Ulsst 

Bedeuten nftmlich et«) ßx zwei, zunächst belieUge Linearformen mit 
nicht verschwindender Resultante R = (aß), und a^ dnen symbolischeii 
Linearfactor der Urform fi = , so kann man das Product (aß)ax als 
eine lineare Gombination von und ß' hinschrdben. Erhebt man hier 
bdde Seiten auf die Ite Potenz, so ist damit boeits das Product R*fi 

*) ^■^rl. diesen Ber. S. 88 Anra. f). 

Aunali (2) I S. 23—79. Vgl. damit die Darstellung in üordau's Vor- 
lesungen II §§ 24, 29. 

Die Resultate der crsttTwähnton Abhandlung werden von Gtordaa Annali (2) 
1, 367—372 (18Ü7) auf die Jacobi'sche Modulargleichung 6. Ordnung angewendet. 
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typisch, wenn auch in roher Form, daigesfellt, wo «x, die neuen 
Variabeln, und die neuen Coeffidenten simnltane Invarianten Ton 
^1 j ttx9 sind. 

Letztere werden Luyaiianten von f allein, sobald man för a«, ßx zwei 

lineare Covarianten von f wählt; die weitere Rechnung concentrirt sich 

darauf, die neuen, vorerst in symbolischer Gestalt auftretenden Coefficien- 
ten durch die einfachsten Invarianten des vollen Systems von i auszu- 
drücken. 

Das nämliche Verfahren gilt, wie dieselbe Abhandlung lehrt, auch 
für eine typische Darstellung von binären Formen fan gerader Ordnung: 
man hat nur, statt mit Lincarfonnen , mit geeigneten Quadratformen zu 
Operiren: die Tschirnhaustransformation wird zu einer quadratischen. 

Seien oi» > beliebige Quadratfoimen mit der nicht ver- 

schwindenden Resultante R = (aßf)» nnd a| ein symbolischer Quadrat- 
factor von f^a, so ist wiederum (aßY)4 lineare Combination der 
drei erstjgenannten Formen. Erhebt ;nan auf die nte Potenz, so geht 
R'fte über in eine typische Gestalt Co mit den drei Variabehi «x, ßl» T*> 
ffir die man wieder hinterher Covarianten der Urform f nehmen mag. 

Clebsch und Gordan haben die erforderliche Rechnung fan Falle 
der fg vollständig durchgeführt. 

Lindemann*) hat nachgewiesen, dass €„, als ternäre Form irgend 
dreier Variabein aufgefasst, durch das identische Verschwinden einer ge- 
wissen Covariante rharakterisirt ist. Die geometrische Deutung dieser 
Verhältnisse führt ihn dabei zu den Elementen der sogenannten »Apo- 
laritätstheorie-* **). 

Mit typischen Darstelhinpron der einfachsten simultanen Binärformen 
haben sich Bessel***) und Uarbordtf) beschäftigt. 

Auf einen interessanten Fall dieser Art hatte schon früher Herrn! teff) 
hingewiesen durch die Bemerlcung, dass zwei binäre kubische Formen 
einen einfochen typischen Ausdruck linden als erste Ableitungen einer 
biquadratischen Form, und Cayleyftt) hatte hierauf die Transformation 
3. Ordnung eines elliptischen Integrals 1. Gattung gestutcL 

Clebschffff) hat der Hermite^adien Angabe ein aosfilhilicbes 



•) S. M. F. Bull. V, 113—126 (1877): ebenda VI, 195—208 (1878). 
Cf. II. D, b. 
••*) Math. Ann. 1 S. 173—194 (1869). 
t) Math. Ann. 1 S. 210-224 (18(59). 
tt) Journ. f. Math. LVII S. 371—375 (1860). 
ttt) Siehe die Darstellung bei Clebsch ^Binäre Formen* $ 101. 
tttt) Journ. f. Math. LXyfl S. 371—380 (1867). 

Jahratber. d. D«utsch«B ]ltthein.-Vertiiiigiiag. L II 
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Stadium gewidmet; sein Verfidinn wurde doieh Gandelfinger*) wesent- 
lich vereinlaeht. 

In &hnlicher Weise kann man drei biqnadntische Innire Formen 
als zweite Ableitungen einer Form 6. Ordnung adbssen, wie Linde- 
mann**} zuerst hervorgclioben hat 

Hermite***) Terdanicen wir auch das erste analoge Beispiel ans 

dem tornäron Gebiete, insofern er nachweist, wie sich zu drei quadra- 
tisclu n l'uriiKii eine kubische herstellen lüsst — mit simultanen Invarian- 
ten der ersteren als Copffioienten — d<'ren erste Ableitungen mit den ge- 
gebenen Formen riberoin>tiiJHneii. Hierdurch tritt erst der Sylvester sche 
Ausdruckt) für die Kesiiltanto vun drei quadratischen formen als pVom- 
binaute^ derselben in s richtige Licht. 

Einen durchsichtigen Beweis des Hermite 'sehen Satzes hat wie- 
derum Gundelfingerff) erbracht. Die aimaltanen Invarianten der drei 
Fonnen eiscbeinen als rational abhängig yon eilf solchen: die Combinaut- 
invarianten von nur xweien. 

Gundelfingerftt) Ergebnisse angewandt anf die qua- 

dratische Transformation eines, ISngs einer ebenen Cnrve 3. Ordnung hin- 
ersteckten elliptischen Integrals 1. Gattung. 

Fnr die Auf ISsnngstheorie der schon mehrfiich gestieifteo Gleichun- 
gen 7. Ordnung mit 168 Substitutionen in sieh ist eine typische Dat^ 
Stellung von Bedeutung geworden, welche Gordan ff ff) dem simultanen 
Systein der zugeordneten ternären und einer beliebigen C.^ („Kegel- 
.schnitt"^) hat zu Teil werden lassen. Von den Cuvarianten des Systems 
werden zwei weitere C,, sowie eiue ausgezeichnete («Gerade'^) her- 

♦) Math. Ann. VII S. 452- 1')'' (1874). 
Iq den Math. Ann. VIII S. 444 -452 (1875) stellt Wiederhold in Gestalt 
einer identisch verschwindenden Covariante die Bedinguug dafür au^ dass 
xwei fn Polaren einer fn+i sind. 

**) Clebsch-Linderaann's Vorlesungen I S. 900. 
Vgl. die Üissertatioueu von Friedrich, Glessen (1886) und E. Meyer, Königs- 
berg 1888. Drei als zweite Ableitungen einer sind von Igel studirt wor^ 
den, Wien. Bcr. Uli S. 155—184 (18S7). Dayon wird eiue Anwendung ge- 
macht auf die Jerrard\sohc Transformation einer Gleichung 5. Ordnung. 

***) Journ. f. Math. LVII S. 371—375 (1860). 

f) Siehe Seite 87 Anm. ***). 
ff) Journ. f. Math. l.XXX S. 73-^85 (1875). 
fff) Math. Ann. VII S. 449—451 (1874). 

tttf) Math. Ann. XX S. 529-552 (1882). 
Die Lösung der bezeichneten Aufgabe (§ 14) erfordert diejenige einer Reihe 
von Hülfsaufgaben, nriralich der typischen Darstellung von 1) zwei C, und einer 
Ci; 2) einer 0« durch Oa-Büschel und d; 3) von drei C,. Siehe §§11» 12, 16. 
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ausgegriffen: die «Pole** der C, iMzfiglich der drei Inlden die Ecken 
des „typischen Goordinatendreieeks*'. 

Eine merkwürdige Rolle spielt die Invariantentypik nach Stroh*) 
für das volle System der ('ombinantcn zweier BinUifüniien (p„: die 
Individuen eines solchen Systems verwandt'iii sicli nach Miiltiplication mit , 
einer jeweils geeigneten Potenz der Resultante von fn und «p« in die 
Individuen des vollen Systems einer einzigeu binären Form der Ordnung 
2(n-l). 

Die Bedcutunfr der Typik für die Theorie der Syzygien wird im 
nftehsten Abschnitte hervortreten. 

II. A, d. 

Syzygien* 

Die Int^titts- wie Ratlonalitftsbereiehe von Systemen invarianter 
Formen geben Mittel an die Hand, nm in die algebraische Verwandt- 
schaft zwischen den letzteren einzudringen. 

Offenbar ist dies aber nur der erste Schritt: es wird sich von neuem 
darum handeln müssen, die Gesauiüicit der in jecL m Falle vorhandenen 
algebraischen lU'lationen oder „Syzygien" invariantentheoretisch zu beherr- 
schen, d. h. deren linke Seiten („Syzyganten") selbst wieder zu Integritäts- 
resp. Kationalitätsbereichen mit einer endlichen Basis (von „Grundsyzy- 
ganten'' oder fundamentalen Syzyganten^) zusanunenzuüassen, wobei die 
Coefficienten Grundformen des ursprünglichen Formensystems sein dürfen. 

Von diesen Syzygien «1. Art^ wird man entsprechend zu solchen 
hdherer Art aulsteigen. 

Dass diese Aufgabe eine bestimmte ist, d. i. dass in der That die 
Syzygien jeder Art ein volles System bilden, und dass die Syzygienkette 
nach einer endlichen Anzahl von Schritten abbricht, hat frdlich erst neuere 
dings, wie schon frSher betont, Hilbert**) nachgewiesen. 

Der historische Gang war der, dass man für die einlachsten Urformen 

•) Math. Ann. XXXIV S. 321— 331 (1880). 

Eine andere Art von typischer Darstellung einer binären Form f hat Eleia 
in einer Vorlesung über algebraische Gleichungen (Winter 1891/02) erwähnt 
Die Form f lässt sich nämlich nach Multiplication mit ihrer Disoriminante in 
die Gestalt |aik-l-Xbik| umsetzen. 

Endlich sei noch kurz verwiesen auf die typische Darstellung der ellip- 
tischen (und Aberschen) Integrale, wie sie dttrch Weierstrass eingeführt, und 
in neuerer Zeit besonders durch Klein und seine Schüler weiter au^gcliildet 
ist. Vgl. etwa die grundlegenden Arbeiten von Klein in den Jklath. Ann. 
XVil S. 133—138 (1880); sowie Leipziger Abb. 1885. 

^ Math. Ann. XXXVI S. 473—^4 (1890), insbes. S. 584. 

Siehe oben 8. 149. 

11* 
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• 

(beziehungsweise Snbstitationsgrappen) eine mSglicbst mnfusende Anzahl 
von Syzygien zn ennitteln sachte. 

Der experimentiiende Charakter dieser Untersochnngen bringt es mit 
sich, dass ihr Verständnis für den Leser Icein leichtes ist, da die Ge- 

, winnnng der Einzelergebnisse in erster Linie dnrch die indiYidaeUe Ge- 
schicklichkeit (Ii s l etreffenden Autors bedingt ist. 

Wir müssen uns datier beguugeu, einige mehr principielle „Leit- 
motive'* horaiisziiheben. 

Das nächstliegende lliilfsniittel zur Aufstelluntr der Syzygien I.Art 
ist durch die Her mite sehe Theorie der associirten Systeme gegeben; 
die Kenntnis des Leitgliedes irgend einer abgeleiteten Form bat ja den 
rationalen Ausdruck durch die assodirten Formen zur anmittelbaren 
Folge. 

Cayley*) and Brioschi**) haben diesen Weg mit Erfolg für die 
binfire ^ betreten: hat man erst einmal die Individuen des vollen Systems 
in der angegebenen Art behandelt, so genügt zn weiterer Aasfühmng die 
Handhabung von Elinunationsprocessen. 

Die von Gayley erhaltene Tabelle för die Syzygien 1. Art der 
ist in einigen Punkten später ergänzt***) worden. 

Der weiteren Ausdehnung dieser Meliiode treten jedoch grosse rech- 
nerische Schwierigkeiten entgegen: zudem gewährt sie nur eine geringe 
Einsicht in den Aufbau des Syzygicnsystems. 

Kin anderes Verfahren hat Stephanosf) vorgeschlagen. Innerhalb 
der Binürformeu giebt es ein Gebiet, in dem sich derartige Relationen 
übersichtlich gruppiren lassen, nämlich das der Functionaldeterminanten 
(ersten üeberschiebungen). Bildet man dieselben für je zwei Formen 



*) Das IL, IIL, y. Ifemoir enthalten die Syzygion (erster Art) der 

bis Kam fünften Grade in den Coefficienten: das VIIL Memoir (1867) diejeni- 
gen vom sechsten Grade: im X. Memoir (1S78) endlich wird auf <jrund der 
„realen'' erzeugenden Function eine Methode entwickelt, für irgend einen ge- 
gebenoi Orad und gegebene Ordnung ein kleinstes System von Syzyganten 
herzustellen, aus denen alle übrigen durch lineare Combination hervorgehen. 
Als Anwendung hiervon wird die Liste der Syzygien bis zum Qrade 14 aus- 
gedehnt. 

••) Annali (2) XI S. 291—304 (1883). 
Vgl. auch die trin iren Entwickelungen dess. Verl: Annali (3) XV, 285 
bis 252 (1887). Der Verf. verwendet seine Sy/.ygien zur Ableitung gewisser 
cauouischer Formen der Gleichungen fünfter (und sechster) Ordnung, die für 
die Anflösung derselben TOn Wioitigkeit sind. 

•**) Sylvester, Am. J. IV, 41—63 (1881). Siehe insbes. S. 58. 

Hammond, Ära. J. VIII S. 19-25 (1885). 

t) G. R. XCVI S. 232—235, 1564—1567 (1883). 
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einer vorgelegten Reihe f, 9, so lassen sich nach Clebsch*) nicht 
onr die ersten üeberschiebnngen dieser neuen Formen „F** mit den . .. , 
sondern auch die Froducte je jEweier F auf einfachere GebUde, d. i. auf 
erste und zweite Ueberschiebongen der Urformen f, <p, ... zorückfübren. 

Um dies auf die Syzygien, etwa einer f^, anzuwenden, gehtStepha- 
Tios SO vor. Das volle System der setzt sich zusammen aus 4 In- 
\ananten und 8 Covarianten von geradem, sowie aus 1 Invariante (welche 
nicht weiter in Hetracht kommt) und 1 Covarianleii von ungeradem 
Charakter. Die letzteren 18 Formen kimncu vertreten werden durch 13 
von den 28 Functionaldcterminanten, zu welchen die S |[reraden Covarianten 
Anlass geben, während die 16 übrigen leicht als ganze Functionen der 
25 Grundformen ausgedrückt werden. Von diesen Id Darstellungsformeln 
gelangt man mittels der Sätze von Glebsch zd einem Bestände von 
Syzygien zwischen geraden Formen, ans denen weitere darch Elimination 
ableitbar sind. Entsprechend gelangt man zn Syzygien zwischen geraden 
und schiefen Grundformen. 

y. 6 all**) hat das ^Princip der Functionaldeterminanten** weiter aus- 
gebildet und verknöpft mit dem Aronhold*sehen Processe. Es enn5g- 
licht das nicht nur eine betrSchtliche AbkSrznng in der Recbnnng, son- 
dern giebt auch Mittel an die Hand, ans der reichen Mannigfaltigkeit von 
Relationen die irreducibeln oder Grundsyzygien herauszuschälen. Gestützt 
anf die abzählenden Vorarbeiten von englischen Forschern hat er so 
eine f^, sowie zwei und zwei der eingehendsten Behandlung unter- 
zogen. 

Einer mehr directea Methode bedient sich Perrin***). Hatto schon 
Cayley zur Herleitung von Syzygien zumal die Leitgliedor der Covarian- 
ten zu Grunde gelegt ^ zwischen denen ja genau die nämlichen Rela- 



*) Siehe etwa Clebsch: »Binäre Formen'' §54. Vgl. damit die Dar- 

sfrllimg bei Gordan, Yorlosungen II §4. §§ 11. 12 wird daselbst eine ans- 
gedehute Anwendung gemacht auf die zu einem System von quadratischen 
(binären) Formen gehürigeu Syzygien. 

Math. Ann. XXXI S. 424-440 (2f3 ; 1888). 
Math. Ann. XXXIH S. 197-223 (2f4; 1888). 
Math. Ann. XXXIV S. 332— 3.')3 {'>U: 1889). 
Math. Ann. XXXV S. 63—81 (f«: 1889). 

S. M. F. Bull. XI S. 88—107 (1883). 

C. R. XCVI S. 426—430, 479—482, 563-565, 1717—1721, 1776—1779, 
1842—1845 (1883). 

Der nämlichen „Keductionsmethode* hatte sich schon kurz zuvor Sylvester 
bedient, um gemeinsame Eigenschaften der Seminvarianteu einer bin&ren Form 
von unbegrenzt hoher Ordnung zu gewinnen. [Am. J. Y 8* 79—137, (1882 
bis 1883)]. 
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tionen herrschen, wie zwischen den Covarianten selbst — , so geht Per- 
rin hierin noch einen Schritt weiter, indem er in den LeitgUedem den 
ersten Coeffidenten der Urform f. gleich Noll setit» nnd seigt, dass dnieh 
dieses ihr Residnnm das Leltglied (nnd damit auch die Covariaiite) ein- 
denüg eharakterisiit ist. Perrin verbindet dies Princip mit dem der 
assoeärten Fonnen nnd illnstrirt die FmchÜbarkeit seines VeifUiiens an 
den B^pielen der und f^. 

Da eine Syzygie (1. Art) eine Relation zwischen Grandformen A, B, ... 
eines Systems ist. so ist sie sicher irreducibei, wenn sich unter ihren Glie- 
dern wenigstens ein Product von der Gestalt AB vorfindet. 

Hammond*) hat nun darauf aufmerksam gemacht, dass in der That 
alle bis dahin bekannten Syzyi.Mcn (1. Art) immer mindestens ein der- 
artiges „binäres" Glied aufweisen, sodass das letztere geradezu zur 
Charakterisirung der Syzygie dienen kann. Dieser Erfalimngsgrandaats 
gewährte bei der An&teUnng neuer Syzygien wesentliche Vereinfachnngen. 

Indessen stiess zuerst y. Gall^) auf ein Beisind — die Belation 
zwischen den acht Invarianten zweier — /das sich trotz aller An- 
strengungen dem Satze Hammond^s nicAit fugte. 

Bnreh geeignete Speeialisira'ng der Coefficienten konnte Stroh^ 
das V. Galt 'sehe Eigehnis direet bestätigen, womit definitiv die aUgemdne 
Gültigkeit jenes Satees widerlegt war. 

Stroh f) hat, in Veiallgemeinening der durch Stephanos nnd 
V. Gall gehandhabten Methode der Functionaldeterminautcn, eine eiulieit- 
licho Quelle aller Syzygien (1. Art) in den Reiatiunen zwischen den 
höheren Uebcrschicbiingcn einer Anzahl von Formen aufgefunden. 

Alle derartigen Relationen erscheinen als der Ausfluss eines einzigen 
Princips (1. c. § 3), einer Art „associativen" Gesetzes, welches für die 
durch den Ueberschiebungsprocess definirte Verknnpfang von Grössen 
allgemein gültig ist. 

Im binären Felde darf man sich dabei anf vier (resp. drei) Ansgsngs- 
formen f^ ^, ^, beschränken; man erhält für jeden (positiven) Wert 

•) Am. J. VII S. 327-344 (f«; 1884). 
Am. J. VIII S. 19—2.0 (f^: 1885). 
**) Math. Ann. XXXIV, siehe S. 332 (1889). 
-*) Math. Ann. XXXVI S. 154—156 (1890). 

t) Math. Ann. XXXIII S. Gl-lOS (1888). Als Beispiel wird der Fall 
der f, durchgeführt. V^'l. dazu nooh Math. Ann. XXXIV S. 354—370 (1890). 
Der Keru der Methode liudet sich schou iu der voraufgeheuden Arbeit dess. 
Verf.: Math. Ann. XXXI S. 444—454 (1888). 

Die Anwendung seiner Theorie auf die fg giebt der Verf. Matlk Ana. 
XXXIV S. 306—318 (1889) und XXXVI m2—m (1890). 
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der «Gewichtszahl«* i (=s 1, 2, 3, ...): 

eine IdentitSt (in den GoefScienten der f), welche bei allen 34 Ver- 

tanschuDgen der f nur drei, wesentlich verschiedene „Typen repräsen- 
ürt (1. c. § 18). 

Vermöge geeigneter Specialisirung der f, sei es, dass einige der- 
selben gleich werden, odor aber in ihrer Ordnung unter eine gewisse 
Grenze sinken, entstehen hieraus weitere Typen. 

Liegt non ein volles System von Grundformen vor, so hat man 
dieselben successive nur als Ueberscliiebnngen von einer möglichst Ideinen 
Anzahl unter ihnen darzustellen. 

Jeder Gmndfoim Iftsst sich so eine bestimmte Syzygie zuordnen. 
Die Constmciion eines möglichst vollstSndigen Syzygiensptems gestaltet 
sich darnach etwa wie folgt Nimmt man beispidshalber als Urform eine 
ff, mit einem ToUen System von 26 Individuen, so resultirt in erster Linie 
ein Bestand von 20 fundamentalen (oder assocürten) Syzygien, die bereits 
den vollständigen algebraischen Znsammenhang zwischen den 26 Grund- 
formen enthalten; in der That hat man in ihnen die wirkliche Ausführung 
der Hermi te'schen assocürten Darstellung für die Grundformen (durch 
sechs unter ihnen) zu erblicken. 

Jede weitere Syzygante ist, bis auf eine Potenz von der Urform im 
Nenner, ganz und sogar linear mit Grundformen als Coefficicntcn*), durch 
jene 20 Syzyganten ausdrückbar. Solcher weiterer Syzyganten waren all- 
mählich durch die Bemühungen von Cayley. Sylvester, Hammond, 
Stephanos, Perrin und v. Gall 184 irreducible entstanden. 

Der verwirrende Qesamtbestand dieser 204 Syzygien ordnet sieh 
nunmehr unter nur eilf**) verschiedene Typen [f^^f^fj) » 0 unter: 
umgekehrt liess sich die Ableitung der 204 Syzygien aus den eilf .Typen 
derart gestalten, dass jede einzelne derselben nnabh&ngig von jeder 
andern berechnet werden konnte, wodurch die ZuverlSssigktit der Er- 
gebnisse die denkbar grGsste wird. 

Älit der Eintheilung nach Typen hat Stroh zugleich eine zweck- 
entsprechende Methode zur Prüfung**^') der Syzygien verknüpft. 

Werfen wir einen Kückblick, und berücksichügen zugleich noch die 



*) Siehe den bez. allgemeinen f^atz Math. Ann* XXXIII §22. 
**) Siehe Math. Ann. XXXVl S. 262. 
*^ Cf. II. C, a. 
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mittels der crzengcndcn Functionen erlangten Resultate, so können wir 
die Theorie der Syzygien, wie sie zur Zeit vorliegt, trotz aller rechnc- 
rischen Falle doch nnr als eine, erst in der Entwickelang begiüFene be- 
zeichnen*). 

Die ausgedehnten Versnche für die Fille der ^, f,» sovie der Simnl- 
tansysteme der (f„ 9,), (f,,?,), (f„ ?4)> Ov'ii) Änscheino 
nach sehr gute untere Grenzen für die Anzahlen der Orundsyzyganten 
geliefert, aber, wenn man von den trivialen FSllen der f,, ^, und zweier 

absieht**), ist die VoilstSndlgkeit eines Sjrzygantensystems, auch nur 

der 1. Ordnung, mit Sicherheit noch nicht nachgewiesen. 

Höhere Gebiete sind noch fast gar nicht berücksichtigt and ebenso- 
wenig ist man an die fundamentale Unt^Ti^uchung, wann in einem ge- 
gebenen Falle die Kette der Syzygien abbricht, ia praxi herangegangen. 



II. A, e. 
Abzählende Richtnn^. 

Erzeugende Functionen. Augeiiühi rte und genaue Bestimmung der Anzahlen 
von (irundforraen, Syzygien, Perpetuanten und linear unabhängigen Gebilden. 

Die bisher besprochenen Leistungen hinsichtlich des Integritätsbe- 
reiches inTarianter Bildungen, wie sie Tomehmlich aus der Clehsch- 
Goidan'schen Sdiule hervorgegangen sind, gipfeln theoretisch in den 
allgemeinen „Endlichkeitsnachweisen*'; praktisch, in der Ermittelung einer 
oheren Grenze !&r die Anzahlen der Grundformen emes vollen Systems, 
vohunden mit jeweiliger wirklicher Aufstellung derselben. 

Venn es nun gelingt, für die gcmemten Anzahlen von anderer Seite 
her je eine untere Grenze festzulegen, so wird man in allen Fällen, 
wo sich beide Grenzen decken, im Besitze der cxactcn Anzahl sein. 

Hierin***) erblicken wir die Bedeutung der englischen, von Cayley 
und Sylvester inaugurirten Arbeiten, die vermöge eigentümlicher ab- 
zahlender Methoden, welche auf der Entwickelang „erzeugender Func- 



*) Ee sei noch bemerkt, dass MaeUahon den Syzygien zwischen »Per- 
petuanten* eine besondere Untersuchung gewidmet hat: Am. J. X 8. 149—168 

(1887). 

**) Einer hrieflicbeu Mitteilung zufolge hat Hilbert für ein System von 
drei quadratischen Formen ein System von 14 Syzygien autgestellt und zu- 
gleich den Nachweis für die Yollst&ndigkeit desselMü erbracht. Of. Math. 
Ann. XXXV l S. 534. 

***) Vgl. eine diesbezügliche Bemerkung von Sylvester im Amer. J. IV 
S. 62 (1881). • 
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tionen'* basiren, aof die BeBtimmiiDg derartiger unterer Grenzen (nebst 
wirUieher Anfstellnng der beinglichen Formen) hinzielen. 

Diese Bestrebungen gehen auf Ansitze Gayiey's*) ans dem Jahre 
1856 zorficlc; wir ziehen sie gleich in der späteren Gestalt heran, in 
der sie von Cayley**) selbst, sowie yor aUem yon Sylvester***) von 
1877 an wieder aufgenommen worden. 

Es liege etwa eine einzelne binäre Form fj vorf) mit den Coeffi- 
cienten . Das Leitglied cp irgend einer Covariantc von f, vom Grade j, 
der OrdnunL' g, und dem Gewichte w = ^(ij — g) genügt der charak- 
teristischen Differentialgleichang: 

Die Fundamentalaufgabe lautet: „Wieviel linear unabhängige Covarianten 
(incl. Invarianten) von f giebt es, ffir die Grad und Gewicht (oder auch 
Grad nnd Ordnung) vorgegebene Werte haben 

Bezeichnet man die Anzahl der Goeffidenten eines Leitgliedes 9 mit 
(w:i,j), so hat man dieselbe zur Beantwortung der Frage oifenbar nur 
zu vermindern um die Anzahl deijenigen, linearen und linear unabhSn- 
gigen Relationen, welche den Coefficienten von 9 durch die Identi1£t 89 =b 0 
auferlegt werden. 

Die stillschweigende Annahme Cayley 's, dass solcher Relationen 



*) Siehe Seite ^0, 91. 

*•) Seine neuere Theorie bat Cayley entwickelt im IX. Mem. Phil. Trans* 
1870 S. 17-50, und X. Mem. ebd. 1878 S. 603—661. 

1877. CR. LXXXIV S. '240 i>44, 532~.i34, 974-975, 1113-16, 

1207—11, 1285-89, 1359— fi2, 1427—30. 
C. R. LXXXV S. 991—995, 1035—39, 1091—93. 

1878. Phil. Mag. S. 1—12 und Lond. Proc. 
Joürn. f. Math. LXXXV S. 89-114. 

C. R. LXXXVr S. 1437-41, 1491—92. 

CR. LXXXVli S. 242— 244, 287-289, 445-448, 505-509, 

899—908. 
Am. j. I s. 370- :ns. 

1879. Am. J. II .S. 71— 84, 98-99. 
C. Ii. LXXXiX S. 395—396. 

1883. Am. J. V S. 241-250. 

Die umfangreichen, auf Grund der Sylvoster'schen Methoden von Franklin 
berechneten Tabellen von erzeugenden Functionen, Grundformen uud Syzy- 
gien finden sich im Amer. J. II S. 223— 251, 293-306 (1879), Am.'j. III 
S. 221—829 (1880), Am. J. V S. 241 250 (1882). 

Eine concise Bearbeitung der Haupt.sfitze Sylvestor's und Cayley's über 
die erzeugenden Functionen hat Franklin geliefert, Am. J. III S. 128—154 
(1880). 

t) Vgl. die Darstellung bei ,Bruno' f ' 12, die sieh an die Gayley'sehen 
Eatwickelungen anlehnt 
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genan so viel vorhanden seien, als Glieder in 09, ist zneiat 1878 von 
Sylvester als allgemeingnitig nachgewiesen worden*). 

Da tff eine Form der a Yom Gewichte w — 1 and des Grades j ist, 
so betrSgt somit der fragliche Ahnig gerade (w — 1 : i«]}: »die gesuchte 
Anzahl ist daher dnrch die Dilferens A(w : i, j): 

A(w:i,j) = (w:i,j)-(W— l:i,j) 

gegeben***). 

Der Zahl (w:i,j) begönnet man schon bei der Euler'schen***) Be- 

haiidlimfr von Aufgaben aus der ^ Zahlenteilung*. 

Ist niunlich irgend ein Glied von von dem Typus Ca^»a^'a^i ... af', 
so sind die Exponenten a aasschlieaalich an die beiden diophantischen 
Kelationen gebunden: 

e^-ha,H hai=j, eij-H2a,-f-3a,4-"-Hiai = w, 

d. i. ,)die Anzahl (w : i, J) giebt an, wie oft die Zahl w als Summe von 
j Zahlen der Reihe 0, 1, 2, . . i mit WiedeiholungeD gebUdot werden 
kann^. 

Nach Euler ist dann die gem^te Anzahl nichts anderes als der 
Coefßcient von c^x* in der Entwickelung der „erzeugenden Function* Z 

z= ' 

( 1 — a)( 1 — axXl — ax') . . .(1 — ax*) 
nach steigenden Potenzen von a. 

Entsprechend entnimmt man die Anzahl A(w : i, j) der Entwickelung 
des Productcs Z(l — x). 

Indem Euler die Entwickehingen ausführt, nehmen die gewonnenen 
Sätze die andere Fassung an, dass (w auch als CoeMcient von z"^ 
in der Entwickelung der Function Z'i 

_ (l-:.j^-)(l-x)^^)...(l-,W) 

" - (l-xXl-x')...(l-i') 
hervorgeht, aus der durch Streichung des Nennerfkctors (1 — z) wiederum 
eine zweite erzengende Function för A(w:iJ) folgt. 

♦) Phil. Mag. ISTS S. 1 — 12. 
Joura. f. Math. LXXXV S. 89—114 (1878). 

Seitdem ist der bezeichnete Satz mit den venchiedenartigsten Hnlfomitteln 

bewiesen worden vgl. 

Capelli, Rom. Acc. L. Mem. Xll S. 1-62 (18dl). 
Hilbert, Math. Ann. XXX S. 15-*29, (1887), insbes. 8. 20. 
Stroh, Math. Ann. XXXI S. 441— 443 (1888). 
Study, „Methoden ..." 1S89 § 9 (S. 197). 
•♦) Sylvester hat in Mess. (2) VIII S. 1—8 (1878) eine bequeme Regel 
zur directen Berechnung der Zahl A angegeben. Cf. Franklin, Am. J. II S. 187 
bis 188 (1879). 

***) latroductio in Analysin ...»!§ 304. 



. ij i^ud by Google 



n. A, e. Abifttalende Biehtong. 



171 



Nach diesen VorbereHnngen k9imen wir den Nutsen ventfindlieh 
machen, den die erzeugenden Fnnetionen bebofs actaeller Ennitteinng von 
Orandfonnen nnd Syzygien gewShien, woM wir uns auf eine der bei- 
den Entwickelangcu , etwa diejenige von Z resp. Z(l — x), beschrlniLen 
können. 

Zuvörderst erweist es sich als zweckmässiger, statt j und w die 
Zahlen j und g= ij — "2\v (Grad und Ordiuiiig einer Covariante) als 
gegebene einzuführen. Bedient man sich demgcmäss der Zeichen (i, j : tr) 
und A(i, j:g), so stellt sich nach einfacher Umrechnunfr die Iftzterc An- 
zahl dar als Factor von a^ in der Entwickelung der ^primitiven (crude) 
enengenden Fonction** ?(^)* 

. . _ 

VW — (i—axiXl— ..(l-w-<'-^0(l—«~0 
nach steigenden Potenzen von a. 

Nimmt man hier die den einzehien Nenneifactoren coitespondhen' 
den Zerlegnngen in PartUlbrficbe vor, und ISsst beim nachfolgenden Zu- 
sammenfassen alle Potenzen von x mit negativen Exponenten fort — die 
ja für die Torliegende Frage irrelevant sind — , so bleibt eine Entwieke- 
lung, die auch nur positive Exponenten von a aufweist, und welche wie- 
derum rückwärts iu die Gestalt des irreducibeln endlichen Bruches gebracht 
werden kann: 

C,-hC,x-t- C,xV- .- 

(1-ax'Xl— ax'-=^) .... (l-a'')(l - a") . . . ' 
wo die Exponenten i, i — 2, . . k, k', . .. des Nenners ganze positive 
Zahlen (>0) sind. 

Diese ^reducirte erzeugende Funetion*)*^ lässt sich weiterhin 
in jedem concreten Falle, durch Multiplication von Zlhler und Nenner 
mit geeigneten Hnlfii&ctoren — aUerding» manchmal eist nach lang- 
wieriger Bechnung — umformen in die „reprSsentirende erzeugende 
Function^. Wfihrend sich der endlich l^leibende Zähler abermals nach 
steigenden und positiven Potenzen von a und x anordnen liest, sind die 
dreieilei Arten der Nennerfoctoren, (1 — a^), (1 — ax') und (1 — a'x')so 

*) Wie eine solche am zweckuirissigstoii und zugleich so, dass sie mög- 
lichst wenig Glieder enthält, hcrechuct wird, hat Cayley am Beispiel der ij 
gezeigt. Am. J. 11 S. 71—84 (1879). 

Bezüglich der repräsentirenden erzeugenden Function bot der Fall der fr 
eine scheinbare Ausnahrae dar, als es Sylvester und Franklin nicht gelingen 
wullto, (ien Zähler der Function m einem endlichen zu gestalten. Dieser \Yider- 
spruch Jioimte erst durch Uammoud (Math. Ann. XXXVl S. 255—261, 1890) 
gehoben werden, nachdem v. OaU einige irreducible Invarianten der ^ aufge- 
mnden hatte, welche Sylvester entgangen waren. 
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gewählt, dass sie mittels ihrer Exponenten von a und x die einftchsteo, 
sicher iiredncibeln Systemformen „reprlsentiren*'. 

Biese ^Repr. En. Function*)*' ist znn&chst eine gemein- 
same Quelle för die Anzahl (nnd den Typus) der Grundformen 
und Syzygien aller Arten. 

üm diese Quelle aussuscliöpfen, hat man, vom Grade drei in a be- 
ginnend, eine Art „Siebverfahren (tamisage)" vorznoehmen , indem 
man für irgend eine „ Grad -Urdn ung** („degorder'^) j, g zuerst alle 
möglichen Potenzen und Producte von niedrigeren Grundformen (mit Aus- 
schluss der rcpräscntiren<len) herstellt nnd deren Anzahl von dem Coeffi- 
cientcn von aJx*? im Zähler der Repr. Kr/,. Frt. ahzieht. Diese Diffe- 
renz liefert für die vorgelegte Grad-Ordnung die Zahl der Grundformen, 
vermehrt um die Anzahl der Syzygien gerader, dagegen vermindert um 
die Anzahl der Syzygien ungerader Art 

Da der Zfihler abbricht, so hat man in. der Summe aller positiven 
Coefficienten, vermehrt um die Anzahl der reprisentirenden Grundformen, 
auf alle FSlle eine untere .Grenze fnr die Anzahl der Grundformen. 

Erkliien wir uns an einem Beispiel. Die Bepr. Erz. Fct. einer 
lautet nach Franklin*): 

Nenner: (l-a*)(l— a«)(l— a»»)Cl— ax»)(l— a»x»)(l— aV) 
Zihler: l^-a^(x'^-x*-|-x^)-f-a*(x*-hx')-^a^(x-^x^-hx'— x") 

_|_a''(x'-'4-x*)-ha'(x-hx* — xO-ha^(x'^-^x*)-|- — a"x". 

Hieraus liest man zuvörderst ab, dass succ. für die Gradordnungen 
(3,3), (3,5). (3,0): (4,4). (4,«): (5,1), (5,3), (5,7); (6,2), (M); (7,1), 
(7,5); (8,2); etc. mindestens je eine Grundform existircn muss. Eine 
Grundform (^,4) giebt es nicht, da man das Product (3,<i).(5,l) zweier 
niedrigeren Grundformen constmiren kann, u. s. f. 

Im ganzen wird man so zu mindestens 23 Grundformen geführt: 
andererseits ergab die ursprüngliche Gordan 'sehe Behandlung höchstens 
23 Grundformen (von genau denselben Grad-Oidnnngen): hierdurch ist 
aber die Frage nach Anzahl und Typus der Grundformen ebier f, deft- 
nitiv erledigt 

Um zu den Syzygien 1. Art fiberzugehen, so ist wiederum die Ezistens 
^er solchen in den Flllen (5,11), (7,9) etc. ohne weiteres ersichtlich. 
Ffir die Gradordnungen (6,6), (6,8), (6,10), (6,12), (6,14), (6,18) hat 
a^xs im Zähler je den Coefficienten Null; da aber die drei Grundformen 

•) Die englische Abkürzung „Repr. G. F." (von representative gene- 
rating function) ist im Texte durch die entsprechende deutsche ersetzt worden. 
••) Am. J. Ii S. 224. 
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(^f^)) (^>^)' C'^^^)) ^ zweien mnltiplicirt, gerade je ein Piodaet zn 
jenen 6 Ondordnnngen ergeben, so ist damit die Existenz von 6 bezfiglichen 
Syzygien (nnd nicht mdir) erster Art gewShrleiBtet. In derselben Weise 
werden för den Grad 7 noch 6 Syzygien (7,7), (7,9), (7,9), (7,11), 
(7,13), (7,15) abgeleitet n. s. f. 

Die erste Syzygie 2. Art tritt im Falle (8,14) aof. DieRepr. Erz. 
Fet. weist hier, mit Hinzdziehang des Nenners, auf 5 linear anabhängige 
Formen hin, während die Siebung 10 Producte von Grundformen liefert. 
Nun lassen sich ohne weiteres sechs reducible Syzygien 1. Art hin- 
schreiben, indem man die früiier gefundenen (0,8), (G,12); 
(7,9), (7,9), (7,9)resp. mit den Grundformen (3,:j); (2,6), (2,2), (1,5), 
(1,5), (1,5) uiultiplicirt. Jetzt ültertrifft die Zahl 5 die Differenz 
10 — 6 = 4 um eine Einheit: „mithin sind jene ö Syzygien 1. Art 
durch eine und nur eine Syzygie 2. Art mit ein ander verknüpft***). 

Aaf diesem Wege hat Sylvester, auf Grundlage der sorgfältigen 
Rechnungen Franklin 's, für eine Reihe von einzelnen und simultanen 
Urformen nntere Grenzen für die Einzel- und Gesamtanzahlen der Sy- 
zygien 1. Art angegeben**). 

Die Repr. Erz. Fct. bedarf übrigens nach Cayley nur einer gerin- 
gen Hodification, um nicht nur die Anzahlen, sondern auch die wirk- 
lichen BUdungen der Grundformen und Syzygien zu liefern***). 

Hammondf) ist in der Theorie der Syzygien noch einen Schritt 
weiter gegangen. Kennt man einmal für eine Urform das volle System 
der Grundformen genau, so lässt sich die Repr. Erz. Fct. für die 
Grundformen zu einer solchen für die Syzygien ausgestalten, indem 
man Zähler und Nenner mit solchen Factoren multiplicirt, dass numnehr 
der Nenner gerade das Product der, sämtlichen Grundformen correspondi- 
renden Factoren (1 — a^xs) wird. Hieraus kann für jede beliebige Grad- 
Ordnung eine obere Grenze für die Syzygien 1. Art abgelesen werden, 
die dann mit der Sylvester'schen unteren Grenze zu yetgleichen ist: 
bei den ausgeführten EinzeUSllen (f, nnd t^) zeigt sich, abgesehen Ton 

*) Auf die Nichtbeachtung dioser Syzygien zweiter Art ist der irrtüm- 
lirlie Schluss Cayl»^y's (H Mern. 1^56) zurückzuführen, demzufolge eine fj kein 
eudlichcs volles System vua üruudtoruieu zulabseu sollte. Siehe Cayley selbst 
im VIII Hern. Phil. Trans. 1870 S. 518. 
•*) Am. J. IV S. 41—61. 

***) Dasselbe leistet die „reale erz. Fct.'' Cayley's (cf. X Mem.), die aus 
der repr. an;. Fct. entsteht, indem die in ihr aufbretendan Grundformen durch 
Buchstaben a, b, c, . . . vertreten werden. Siehe dazu die Bemerkung Syl- 
vester's Am. J. !V S. 57. 

t) Am. J. Vill S. 19—25 (1885). 
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einigen Aosnahmen, bei denen directe Bechnung entscheiden mosste, 
Uebeieinstiminang beider Orenxen. 

Ehe wir die Repr. Erz. Fct Sylvester^s verlassen, haben wir noch 
einer meikwfirdigen Erseheinnng zu gedenken, die sich gerade in all* 
den mien gezeigt hat, wo eine definitive Bestimmung der Orandformen 
emiüglicht worden ist. Es ist dies das sogenannte ^Fnndamentalpostn- 
lat**) Sylve8ter*8, demzufolge fBr jede Onidordnang das Auftreten von 
Orundformen und dasjenige von Syzygitii ( inander ausschliessen solltcji, 
wodurcli sich die Theorie der Formen wesentlich vereinfacht hätte. 

Hammond**) stiess jedoch zuerst auf ein Beispiel (bei der üradord- 
nung (.'>,! ;J) einer f^), welclies jenem Postiilat widersprach, und er- 
kannte bald darauf***) den Grund dieser Ausnahmen in einer recurriren- 
den Identität, welche unmittelbar aus der Differentialgleichung für die 
Quellen hervorging. 

Es sei noch Icorz erw&hnt, dass auch für besondere Arten invarian- 
ter Bildungen eigentfimHche erzeugende Functionen eonstmirt worden 
sind; so von Mac Mahon fOr die sogenannten „Perpelnanten^ f}. 
Hier gestattet die Function, die Anzahlen der inedudbeln Gebilde un- 
mittelbar anzugeben. Strohff) hat nicht nur einen durchsichtigen Be- 
weis daffir gegeben, mittelst einer eigenartigen Weiteifnhmng derAron- 
hold-G1eb8ch*schen Symbolik, sondern auch f&r diese Anzahlen einen 
einfachen Ausdruck ermittelt und zudem gezci;jt, wie sich die bezüglichen 
Perpetuanten symbolisch ohne weiteres hinschreiben lassen. 

Mit der Ableitung thrur. ti^cher Formeln für obere Grenzen von Grad 
und Ordnung der invarianten Bildungen im binären Gebiete haben sick 
Jordan und Sylvester beschäftigt. 

Jordanfff)geht von den Relationen zwischen den Covarianten dritten 
Grades aus, deren sich Gordan zur Begründung seines Endlichkeits- 
beweises bedient hatte, und stutzt sich des weiteren wesentlich auf das 

•) Siehe etwa dv? Darstcllimg bei Franklin Am. J. III S. 130—132. 
*♦) London Proc. XIV Ö. 85— Öb, Am. J. V S. 218—228 (1883). 
Vgl. dazu die Bemetknngen von Cayleyt London Proc XIY S. 88 — 91. 
Hopk. Circ. II S. 85—86, 150, III S. 13 (1883, 1884). 
***) Siehe die zweitcitirte Arbeit, 
t) Am. J. Vll S. 26—47 (1884), cf. II. 0, a, ou 
ff) Hatii. Ann. XXXVI, 1. c. §$ 10, 11. 

ttt) Liouv. J. (3) II S. 177—233 (1870), V S. 34.')-370 (1879). 

Vgl. dazu noch (lio Noten in den C. R. LXXX 8. 87.^—877, lUJO— 1161, 
(1875), LXXil 0.495—498 (1875), LXXXII 8.269-270 (1876), LXXXVIl 
S. 302-904 (1878). 

In der ersten Abhandlung giebt der Verf. eine nbersichtliche Darstellung 
der älteren Gordan'sdien Theorie. 
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Verfahren Gordan's, aas den beiden vollen Systemen von zwei binSren 
Formen deren simultanes System herznldten, wobei die beizabehaltenden 
Ueberschiebungen durch die kleinsten (positiven) Lösungen zweier dio- 
phantischen Gleiehnngen definirt werden. Diese Lösungen hat Jordan 
zahlentiieoretbch nSher untersadit, nnd successiTe immer niedrigere An- 
sahlen als obere Grenzen erhalten.' Um sein Endresoltat*) anzugeben, 
80 denke man sich eine beliebige Reihe von Urformen vorgelegt, deren 
Ordnungen < n seien. Jede Covariante des vollen Systems wird linear 
zusauiuiengesetzt aus Producten von dreierlei Formentypen, für deren 
(irud und Ordnung jeweils obere Grenzen cxistiren. Diese letzteren sind 
einfache ganzt; Functionen von n, enthalten aber sämtlich einen Factor 
'M-^^y wo p tratisceudent bestimmt wird» als grüsste ganze Zahl des 

Bruches IH- ^f^" -* 

Beispielsweise ergeben sich, den Fällen n=l bis 12 (excl. 11) 
entsprechend, für die Ordnung der bezüglichen Govarianten die oberen 
Grenzen 1, 2, 4, 6, 9, 12, 15, 18, 22, 26, 34. 

Diese Grenzen werden sogar alle thatsichlich erreicht, wie die Syl- 
vester -Frank lin'schen Tafeln für die Systeme einer emzelnen Form 
fo zeigen**). 

Sylvester***) hat ohne Beweis ihnliche^Formeln gegeben, die noch 

einfacher sind, da sie nnr rationale Zahlencoefficientea enthalten, dafür 
aber zu wesentlich hühercii Anzahlen führen. 

Sodann hat Sylvesterf) ein Verfahren mitgeteilt, für die Gesamt- 
anzahl der Bildungen eines vollen Systems einer Urform gerader Ordnung 
eine ziemlich niedrige Grenze zn gewinnen. 

Die Grenze hängt von der algebraischen Summe der Goefficienten 
seiner Repr. Erz. Fct. ab. 

Wir beschliessen diesen Abschnitt mit der Berücksichtignng der £r- 
wdtemngen, welche der Cayley-Sylvester'sche Satz „über die Anzahl 
der linear unabhSngigett Bildungen (des builren Gebietes) von vorge- 
gebenen Gradordnungen'' auf Formen mit mehreren Reihen von n Vatiabeln 
erfieduen hat 

Die vorbereitenden Grundlagen für eine LSsung dieses wichtigen 



*) Siehe die zweitcitirte Abliandlung« 
**) Am. J. II S. 223—251. 
♦**) Procof London XXVII S. 11—13 (1878). 
t) CR. LXXXVl S. 1437-1441, 1491-1492, 1519-1522. 
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nnd schwierigen Problem's hat Capeiii*) gelegt Per Sats, TOD dem 
er ausgeht, lehrt eine Form F tob n Reihen Ton n Yaiiabeln: 

x{, xi', il\ xj» 
nach Potenzen der Determmante A der x so za entwickebi, dass die 
Goefficienten Polaren von Formen werden» welche eme Variabeinreihe 
weniger enthalten und ihrers^ts gleichfalls ans F dnrch blosse Anwen- 
dung von Polarenproeessen entstehen. 

Diese Polarenprocesse beziehen sich auf die Variabein und setzen 

sich aus lauter solchen von der Gestalt Ds,=:^yi (i^l, 2, n) 

mittelst Wiederholung und Combination zusammen. 

Wendet man jenen Fundamentalsatz auf eine Bildung 9 an, die von 

einer Reihe von Urformen f, , f^. . .. mit einer beliebigen Anzalil von ' 

(co^fredienten) Variabelnruilieii invariant abliiingl, so lässt sich dar- 
stellen als ein Air^TOfiat von Producten „S2<^~ idciilisciier Covarianten 
mit invarianten liildungen von gewissen (liomoL'eneii und isobaren) For- 
nioii <1>. weiche höchstens n — 1 Variabclnreiheu enthalten, und den n — 1 
charakteristischen Differentialgleichungen 

oder auch den folgenden**) 

1' D,^.0 = O, D,^..a>=:0, ... D,(„_,)^(.,<I»=0 
genfigen. 

Die ursprüngliche Aufgabe kommt nun vor allem auf die einfachere 
zurück: die Anzahl der linear uuabhSngigen Formen 4> , — die man 
noch durch Multiplication mit je einer geeigneten Potenz von A mit einem 
Constanten Gewicht, etwa Nuü, ausstatten kann — zu ermitteln, welche 
von vorgegebenen Graden in den CoefBc'ienten der f und von yorgegebenen 
Ordnungen O^, ö,, in den bezüglichen Reihen der x sind. 

Bezeichnet man mit ^(»^i, i^^, •., 0„) die Anzahl der willkürlichen 
Coefficienten von so beweist der Verfasser, dass die denselben durch 

*) „Fondamenti di una teoria generale delle forme algebricbe", Mem. 
Rom. Acc. L. XII S. 1-72 (1882). 

Eine nähere Ausfahrung findet sich im Batt G. XX S. 893—801 (1882). 

Für gewisse Arten von invarianten rilMungeu, z. B. solchen, die in allen 
Vai iabeinreihen von gleicher Ordnung sind, hatte der Verf. schon vorher ele- 
gante Anzahlformen abgeleitet, Batt. G. XIX S. 87— 116 (1881). 

Eine Ausdehnung des Text-Problems auf Formen mit mehreren Reihen 
von (Vtrricdienton VariaKcln, welche von einander unabhängigen lincnron Substi- 
tutionen unterworfen werden, hat derselbe Verf. ausgeführt in Mem. Korn. Acc. L« 
XY (1883). Auch hier kommt es darauf an, alle ganzzahligen LSsungfen eines, 
bei der Partition von ZaUen auftretenden (ileichungssystems aufzufinden. Die 
bes. Hülfssätze sind zusammengestellt im Batt. G. XXI S. 343—355 (1883). 
•*) Siehe die zweitcitirte Arbeit S. 297. 
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eine einzelne der Gldchnngen I', etwa die erste, auferlegten Bedingongen 
linear unabhängig von einander sind, und dass ihre Anzahl durch 

9(ö,— 1, ö,-hl, O3, i>„) bestimmt wird. 

Darin ist eine unmittelbare VeraUgemeineruog des Cayley-Syl- 
vester'schen Satzes ausgrdn'ukt*). 

Hingegen erweisen sich die durch zwei und niolirere der Oleicbungen 
I' involvirteu Bedingungen als nicht mehr linear unabhängig von 
citiander, und Capelli begnügt sich dalier mit der Angabe einer un- 
teren Grenze für die in Rede stehende Anzahl. 

Eine vollständige Lösung der letzteren Aufgabe und weiterhin su> 
gleich der ursprünglichen verdankt man Deruyts**). 

Deruyts umgeht die diiecte Benutzung der DifferentialgleichuDgen, 
indem er die Frage nach der Anzahl der 0 abermals zurückfuhrt auf 
di^enige ihrer „LelfgUeder*. 

Schreibt man letztere symbolisch, so erkennt man, dass sie sich hin- 
sichtlich der Torliegenden Frage ersetzen lassen durch „SemiuTarianten" 
von linearen Urformen: dann aber genügt die Untersuchung eines Systems 
linearer diophantischer Gleichungen, deren Lösungen, von einer Gesamt- 
anzalil „II", als linear unabhängig nachgewiesen werden. 

Andererseits lässt sich beweisen, dass die Anzalil der ursprünglich 
gesuchten cp übereinstimmt mit derjenige^ der oben erwähnten Product- 
formcn Q"^. 

Greift man nun eine einzelne solche form <t> mit bestimmten Ge- 
wichtszahlen heraus, so dient zur Bestimmung der zugehörigen Anzalil 
„Q'^ von Formen ein Verfahren, welches dem oben bezüglich II 
angedeuteten durchaus analog ist 

Bildet man daher schliesslich die Summe der Producte je zweier 
der berechneten Zahlen II, U! für aUe möglichen Gombinationen von 
Gewichtszahlen der O — welch* letztere wiederum durch die Lösungen 



*) Eine gewisse Ausdehnung des in Rede stehenden Satzes auf ein Sy- 
Stern binärer Urformen rührt von Study her („Methoden . . .** S. ICKl). Sind die 
r Urformen von den Ordnungen Ui, n^, . . Ut, so ist die Anzahl aller linear 
uuabbängigeu Govarianten mit den Gradzahlen p,, . . pr gleich 

/n,+pA /n«-|-p,\ /ur-h pA 

^ Pi ' ^ Pa ' * ^ pr ' ' 

Auch für höhere Gebiete existirt eine entsprechende Anzahl für die sogenann- 
ten „Normalcovurianteü-. Vgl. noch Stfoh, Math. Ann. XXII, bes. S. 405 (1883). 

•*) „Theorie generale . . 1891 Chap. Vll. Hier geschieht die Abzah- 
lung nur fär eine gewisse Gattung von Covarianten, während sie Bull. Belg. (3) 
XXI S. 437—401 (1891) allgemein ausgeführt wird. Im übrigen vgl. II. D, a. 

^«bratbrnr. d. DeatodNii llRttMiik>V«raiaigiiiiB. I. 12 
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einer diopbantisehen Gleichung, der sogenannten „GewichtsgleiehaDg*' cha- 
rakterisirt sind — so hat man damit in der That eine Begel znr Bestim- 
mung der Anzahl der linear nnabhängigen invarianten Bildungen cp, die 

gegebene Grade in den Coefficienten der Urformen und gegebene Ordnun- 
gen in einer beliebigen Anzabl von (cogredieiiten) Variabeinreihen besit- 
zen: dabei darf diese letztere Anzahl kleiner, gleich oder grösser sein als 
diejenige der in den Urformen auftretenden Variabeiureiheu. 



n. B. 

Irrationale Fragestellungen. 

In den bislang erurtertcn Untersuchungen ist fast ausschliesslich der 
rationale bezw. ganz-rationale Gesichtspunkt massgebend gewesen. 

Allerdings haben sich schon von Anfang an, insbesondere durch den 
Einfluss der Geometrie, irrationale Fragen vereinzelt anfgediSngt; doch ist 
man erst neuerdings zu einer systematisehen Einffihrung irrationaler In- 
nnd Covarianten veranlasst worden, und dne durchgebildete Theorie dieses 
Gegenstandes existtrt überhaupt noch nicht. 

Es Iftssen sich historisch zwei StrQmungen unterscheiden. Ein- 
mal liegt (wie bei den quadratischen Formen) die durch praktische Be- 
dürfnisse hervorgerufene Frage nach gewissen invariauLeu „canonischen" 
(iestalten von gegebenen Formen zu Grunde, zu deren Durchführung die 
Auflosung algebraischer lIiilfsLHeieliungen erfordeilich ist. 

Andererseits wird iiiiirrliaib der Theorie der invarianten Bilduntrcn 
eine Art ^Umkehrproblem" aufgeworfen, indem man sich eine oder 
mehrere der aus Urformen abgeleiteten Bildungen — unter der still- 
schweigenden Bedingung des Erfülltseins der ev. zwischen ihnen herr- 
schenden Relationen — als beliebig gegeben vorgelegt denkt und nun- 
mehr rückwärts hieraus die zugehSrigen Stammformen zu ermitteln sucht. 
Es wird diese Aufgabe im allgemeinen eine mehrdeutige sein, und es 
wird sich dann darum handehi, in erster Linie die Anzahl der jeweils 
zugehörigen Stammformen festzustellen, weiterhin aber auch die Glei- 
chungen, von deren Auflösung jene abhängen. 

Freilich ist diese zweite Art von Problemen — die uns als not- 
wendige Ergänzung zur Theorie der Nationalen Invarianten und ihrer Sy- 
zygien eine Zukunft zu haben scheuil — nur erst in wenigen verein- 
zelten 4^'äilen verfolgt worden. 
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Canoiiisinuig von Formen* 

Die Grandlagen dieser Diseiplin*) gehören der frfiheren Periode an. 
Um mit den binSren Formen zn beginnen, so zeigten Sylvester und 

Cayley, wie sich dieselben als lineare Combinationen von Potenzen 
linearer Ausdrücke x - a darstellen lassen. Es existiron einfache Cu- 
variantcü („ Canonizanteu'*), deren Wurzeln die gesuchten Werte a 
sind: in einzelnen Fällen Hess sicli auch erkennen, welche Modificaüouea 
eintreten, wenn einige der a einander gleich werden. 

Eine, alle Ausnahmefalle umfassende Abrundung der Theorie ist erst 
später von Gundcifingcr*"^ unißt Heranziehang analytischer llülfs- 
mittel gegeben worden; indem er den partiellen Differentialauadruck für 
die kte Ueberachieboog zweier BinSrformen in geeigneter Weise umwan- 
delt***), ist er in der Lage, eine Reihe bekannter Sätse aas der Theorie 
der linearen Dilferentialgleichangen auf die der Invarianten zu fibertragen. 

Um sein Endresultat mitzuteilen, seien a^, a,, . .. die Goefficienten 
einer Urform f„. Man bilde dann die Kette der „canonisirenden** Go- 
varianten C, C\ C", ... mit den Leitgliedem: 

a„ a. a., 



»0 ^ 



0 1 a 
^1 ^i' 

S '*3 '^4 



Soll fn als Summe von genau k nton Potenzen darstelli)ar sein, so hat 
zunächst CC'^ (aber nicht C^''-')) identisch zu verschwinden. Dann exi- 
stirt eine Form \\, deren kte üeberschiebung mit f identisch Null ist: 
die Gleichung l\ = 0 mnss ausserdem lauter ungleiche Wurzeln a 
besitzen. 



•) Es war erlaubt, den Text so knapp zu haiten, da gerade dieses Ka- 
pitel iu den Lehrbüchern von Clebsch, Salmon, Bruno, Gordan ausführlich be- 
handelt wird. Wie die Darstellungen von Sylvester und Cayley auf mehrfach 
lineare Formen ausgedehnt werden können, hat le Paige eingehend verfolgt: 
Belg. B. (3) II S. 40—53, C. R. XCII S. 1048-1049, 1103—1105, XCIII S.264 
bis 2G5, 509—512 (1881); CR. XCIV S. 31-32, 69—71, 424— 42G, Tor. Atti 
XVII S. 299-320 (1882) ; Rom. Acc. P. N. XXXV S. 54—84, 140—146, Lisboa 
Jörn, de sciencias math. ... IX (1883). 

**) G5tt Nachr. 1888 S. 115—121 , und ausfahrlicher Joum. f. Math. G 
8,413-424. 

***) Die gemeinte Identität lautet für die kte Üeberschiebung YOn zwei 
Formen fn und cfm m der uicht homogeueu Variabeln x: 

Vgl. dazu die Bemerkung von Hilbert, Math. Ann, XXX S. 15. 
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Umgekehrt sind diese beiden Bedingungen aneh binidchend ffir die 
geforderte Datstellnng als Sonune Ton Potenzen (z — ay. 

Fallen dagegen die Wurzeln von Fk 0 zum Teil zusammen, so 
ergiebt sieh — duroh ein Verfahren der Partlalhnichzerlegung — fOr 4 

ein Ausdruck als Summe von gewissen kiten (ki ^ n) Fetenzen, jede 
noch mit einer ErgKnzungsfürm der Ordnung n — kj multiplicirt. 

Kin eiitspro( hondcr Satz gilt für eine simultane Darstellung vou n 
Formen ntt r Ordnung. 

Sehen wir indessen von den Ansnahniefällen (wo die et teilweise 
coincidiron) ab, so findet sich der Kern des obigen Kriteriums, die Ein- 
führung der Form 1^, bereits bei Rosanes*), der die letztere als con- 
jugirt zu In bezeichnet. 

Rosanes hat zugleich seine Untersuchungen ausgedehnt auf nbinSie 
fa, sowie auf Formen höherer Gebiete. Geometrisch gesprochen, ist eine 
Curvc (Fläche) nter Ordnung conjugirt zu jedem ihrer, n-fsch gezählten 
Punkte. Die Potenzdaistellungen von Formen treten danach in die innigste 
Beziehung zqt Theorie der sogenannten „Polpolygone resp. -polyeder" etc., 
die dadurch eine wesentliche Bereicherung erfährt. 

Auf ganz anderem Wege ist Iveye**) zu diesem Zusammenhange 
gelangt, indem er sich ursprünglich die Frage vorlegte, durch welche 
geringste Anzahl von discreten Massenpunkten ein iregebener Körper 
hinsichtlich seiner auf eine beliebige £bene bezogeneu u ten Momente er- 
setzt werden kann. 

Die Gleichung F,, = 0 einer Fläche als Samme von< & vollen Po» 
tenzen darstellen, heisst dann, die Fläche als «nte Homentenfläche** 
eines, durch k Punkte ersetzbaren Körpers aufzuhissen, d. i. als diejenige 
Fliehe, bezuglich deren Bernhmngsebenen das nte Moment des Körpers 
yerschwindet 

Mit diesen Mitteln hat Reye*^) nicht nur z. B. einen ein&chen geo- 
metrischen Beweis f&r das sogenannte „Pentaeder'^ einer FiSehe 3. Ord- 
nung gegeben, d. i. für die zuerst von Sylvester bemerkte eindeutige 
Darstellung f) einer kubischen quateruären Form als Summe von fünf 



♦) Joum. f. Math. LXXV S. 172—176 (1873X LXXVl 8.312—330(1873), 
Math. Ann. VI S. 264—312 (1873). 

Der Zusammenhang zwischen den canonischen Formen und der Apolarit&ts- 
theorie ist iu dem Abschnitt übor Combinanten II. D, b eingehender dargelegt. 
•*) Journ. f. Math. LXXII S. 293—326 (1870). 
♦♦*) Joum, f. Alath. LXXVIIl S, 114—122 (1874). 
t) Siehe die historis<Aen Bemerkungen in der Clebseb-Biograpbie, Math. 
Ann. VlI & 17. 
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Kuben, sondern aaeh gezdgt, in welcher Richtung dieser Satz einer Ver- 
allgemeinening fEhig ist*). 

Welche Verwa&dtschaften zwischen den Gesichtspunkten vonRosanes 
und Reye bestehen, hat Referent**) ausführlich dargelegt, und insheson- 

deru nachgewiesen, wie die canonischen Darstellungen in höheren Ge- 
bieten vermöge der Theorie der symmetrischen Functionen auf solche in 
niedrigeren Gebieten zurückgeführt werden können. 

Um zu den binären Formen zurückzukehren, so hat in jüngster Zeit 
Bauer***), im Anschluss an Rosanes, für die binären Formen fo,, gerader 
Ordnung als Summe von n -f- 1 Potenzen einen eleganten Ausdruck abge- 
leitet, in dem alle auftretenden Formen einfache Covarianten von f sind. 

Hilbertf) hat, vermöge eines dgentnmlichen Difforentiationspro- 
cesses, ein durchsichtiges Inyarianten-Eriterinm dafür ermittelt, dass eine 
vorgelegte binSre Form die volle Potenz einer andern ist. 

Hilbertft) verdankt man femer die Unterordnung der verschieden- 
artigsten eanonisohen DarsteUnngen unter ein allgemeines Princip, wobei 

*) Jouni.f.Matb. LXXVIII S. 123-^129 0874). 

••) .,Apokirität und rationale Curven*, Tübingen 1883. 
***) Münch. Ber. 1802 S. 3—20. 
t) Math. Ann. XXVIi S. 158—160 (1886). Wegen der Methode vgl. II. 

C, b, 8. 

Für die einfacheren Fälle hatte schon vorher (1883) Maisano die Cova- 
riante angegeben, deren identisches Verschwinden das Kriterium für die in 
Rede stehende Potenzdaistellung ist: Rom. Acc. L. (3) VII S. 231—233. So 

hat man für als nie Potenz: H^""* = (a^^aj-^b^"^ ^0, für f als y te 

Potenaj T — (aH)a;-*]B^°-*=0 etc. 

tt) Loipz. Ber. 1885 S. 427-438, Math. Ann. XXVIII S. 381-446 (1S87). 
Worrcti (ies Zusammenhauges mit der ^^ormiruug liuearer Differentialglei- 
chungen vgl. 11. C, b, ß. 

Ist n — 2i die Ordnung von f, so macht sich für das Studium der Hulfs- 
gleichung die Unterscheidung von vier Hauptfallen notwendig, jenachdem die 
beiden Zahlen i und v gerade resp. ungerade sind. 

In dreien dieser Fälle besitzt die Hülfsgieichung im allgemeinen v-hl 

v-hl 

verschiedene Wurzeln X, im letzten jedoch (wenn i gerade, v ungerade) — ^ — 

Paare gleicher Wurzeln X. 

Die zugehörigen Formen tp, deren es in allen vier Fällen v+1 linear von 
einander unabhängige giebt, werden durch Determinantenlinderung erhalten. 

Umgekehrt lassen sich für ein vorgelegtes System von v-f-1 Hnear unab- 
hängigen Formen vter Ordnung die Kriterien dafür aufstellen, dass sie ein 
Formeusystem 9 bilden; sie bestehen in der Fxistenz gewisser linearer Rela- 
tionen zwischen den quadratischen InYarianten und Govarianten des go<,'cbe- 
nen Formensystems. 

Tm Journ. de Math. (4) IV 8.249—256 (1888) hat Uilhorl an tretTeiulen 
Beispielen (Formen dritter Ordnung) gezeigt, mit welchem Ertolge äich sein 
Princip auf das temftre und quatemäre Gebiet übertragen l&sst. 
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der irrationale Kern des Ganzen dentlieher, als bisher, hervortritt; es 
werden alle Formen <p», (von einer Ordnung v) gesucht^ deren — passend 
hoch f[cnommene — Ueberschiebnng fiber eine Stanmtform f (sc. von 

gerader Ordiuini;) sich von der letzteren nur um einen constanten Factor 
X mit« i>» licidet. Dieses X. eine irrationale Invariante von f, hängt von 
einer llülfsiilci« liung (v-|-l)ter Ordnunir. mit rationalen Invarianten als 
('(M'lticienten, ab, die sich in eine charaktcristisclie Determinantcngestalt 
bringen lässt. Der V'erfasser ist in der Lage, die verschiedenen Aus- 
artungen der rrform f zu verfolgen, die entstehen, wenn jene Gleichung 
znsammen fallende Wurzeln X aufweist. 

Die Formen 9 erseheinen als irrationale Govarianten. 

Auf die mannigfachen canonisehen Formen, welche die Gleichangs> 
theorie vermöge Resolventenbildong ond Tschirnhansentransformation far 
ihre Zwecke aufgestellt hat, kann hier nur hingewiesen werden: als einem 
spcciilschen Invariantenproblem entspringend, seien zwei eigentfimliche 
Formen fSr die erwihnt, welche V4m BriU^ herstammen. 

•) Math. Ann. XX S. .'{30-357 (1882). 
Pic rr, iiifon canonisehen Formen sind: x*-f-2px*-f-o<]x^ 4-4rx^-+-3x' 
H-2px-f-tj und x<^-|-ax*-i-bx'-f-cx''-t-l. Man gelangt zu denselben auf fol- 
gende Art. 

Unter den durch lineare Combination von drei binären biquadratischen 
Formen entstehenden Formen befinden sich einmal drei Producte quadratischer 
von der Art; ^i<fit fiftj 9s<pi> sodann aber vier Quadrate 6f, ^l- Sind 
XI, yt die Verschwindungswerte von (fi; e^, r^,^ die von 4*,^, so gehtdie »Functio* 

naldeterminante" W«, d.i. die Determinante der zweiten Ableitungen der drei 

X — Xi ^ — ^It 

vorgelegten Formen mittels der Substitutionen x' = resp. x' = 

X — yi X — 

in jene canonischen Gestalten über. Vgl. die Darstellung beim Referenten ,,Apo- 
larität . . .'' 8. 312. Brill verwendet die canonische Korm unter anderem zu 
einer übersichtlicheu Discussion der lvealitiitsYerhiUtuis.se der Wurzeln einer 
Gleichung sechster Ordnung. 

Eine andere canonische („typisihe'') Gestalt der Formen f« findet sich, 
wie beiläufig erwähnt sei, bei Maschke und ßrioschi, nämlicli: x'"'-|-ax*-l-ßx' 

-^x^-hfL-h^ wo a, 7, h die vier Invarianten von ^ bedeuten. Die Wurzeln 

der Gleichung 4 = 0 erscheinen dann ausgedruckt durch einfache ganze 
Fumtioneu von vier, zur fe gehörenden 0-Functionen. Siehe Maschke, Gütt. 
N. 1887. S. 421— 424, Math. Ann. XXX S. 496—515 (1887), Rom. Acc. L. 
Rend. (4) IV S. 181— 184 (188^; Brioscbi: Bemerkungen zur letztgenannten Ar- 

beit ebenda, sowie ausführlicher Acta. Math. XII S. 83—101 (1888). Eine zweite 
typische GfsTalt der f^, bei der die TocffinVnten der fünften und dritten Po- 
lenz der L'nliikiiunteu verschwinden, halte IJrioschi schon früher mit Hülfe von 
Syzygien gewonnen: Annali di Mat. (2) XI S. 291—304 (1888). 

In dem besonderen Falle, wo eine f,-, die llesse'sche Covariante einer fj ist, . 
kann dieselbe durch lineare Substitution auf die canonische Form der Multi- 
plicatorgleichuug G.Ordnung gebracht werden, aber nicht auf diejenige der ent- 
sprechenden Ifodulargleichnng (Lindemann, JKath. Ann. XXI S.71 — 109, 1883). 
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Dagegen gedenken wir zam Sehlnese ein« charakteiistiBchen oano- 
nischen Darstellnng als Qnadratsnmmen der sogenannten „definiten*' 

Formen nter Ordnung von m Variabein, d. i. derjenigen Fernen mit reellen 
Coefficienten, welclicn für alle reellen Wertsystenie der Variabein nur einer- 
lei Vorzeichen zukommt. Zu den bekannten Fällen n = 2, m beliebig, und 
III = 2, n beliebig hat Hilbert*) noch einen dritten: n — 4. in = 3 hin- 
zugefügt, wo eine Darstellung (mit drei willkürlichen Parametern) als 
Summe von drei Quadraten existirt. 

Die Bedeutung dieses Ergebnisses tritt aber erst dadurch an's Licht, 
als Hilbert der Nachweis gelingt, dass es bei allen übrigen Combi- 
nationen der Zahlen n, m FSUe von definiten Formen giebt, die eine Dar- 
stellnng als Snnune von Quadraten nieht solaasen. 

U. 6, b. 

Rückkehr von Coyarianten zn den Urformen. Irrationale 

In- und Coyarianten. 

Das berühmte Problem der Zahlentheorie, alle „nichtäquivalenten", 
d. h. vermöge (ganzzahliger) liiu'arer iSiibstitutioncii nicht in eituiiuler 
überführbareu Typen quadratischer binärer Formen von gegebener Doter- 
niinanto zunächst der Anzahl nach aufzustellen, bat die anföngliche Ent- 
wickeluug der Invariantentheorie nicht unwesentlich beeinflusst. Indem 
Hermite**) die Verallgemeinerung jenes Problems anf binSre Formen 
höherer Ordnung in Angriff nahm, war er genötigt, die formentheoreti- 
schen Methoden weiter anssnbUden. 

Andererseits ffihrte die Geometrie auf derartige „Ruckkehrfragen^. 
Eines der bemerkenswertesten und ersten Beispiele bietet die ebene 
Curve dritter Ordnung Cj = 0, zn der eine covariante Cmve = 0 ge- 
hört (welche aus der ersteren die Wendepunkte ausschneidet). Hesse 
entdeckte nicht nur die letztere, sondern fand auch, dass iimgckelirt zu 
einer, als gegeben gedachten 11^ drei verschiedene gehören: die bezüg- 
liche Gleichung 3. Ordnung bildet einen An^'i Ipunkt der ganzen Tlienrie. 

Eine systematische Behandlung solcher Fragen hat iu der Theorie 
der Formen erst später Platz gegriffen. 

Im binären Gebiete hat sich, besonders auch rücksichtlich der zahl- 
reichen geometrischen Anwendungen, das Problem in den Vordergrund 
gedrSngt, alle nicht &qniyalenten Typen von Formenbusehein fa+ktpn auf- 
znsQchen , deren Fnnctionaldeterminante (f, 9) eine vorgegebene Form 

*) Math. Auu. XXXli 6. 332-350 (1888). 
**) Siebe Einleitung S. 88. 
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^2(0-1) Ordnung 2(n — 1) ist Dass dieses Problem in der That nor 
eme endliche Auzahl von Lösungen besitst, d. h. dass xwischen den 
Goefficienten der /^(n-i) keinerlei Relationen existiien, hat zuerst Brill*) 
nachgewiesen. 

Die Erledigang des ^nlachsten Falles n = 3 mit zwei LSsnngen 
stiess nur auf geringe Schwierigkeiten**). Wesentlich anders liegt die 
Sache schon beim nächsten Falle n 4, der zn fSnf L5snngen führt***). 

Die Gleichim/ Ordnung, von welcher dieselben abhängen, hat Stepha- 
nos****) in ins ai i:uit( iitlicorctisclicr (Jostalt aufgestellt: den inneren Zu- 
sammenhang der fimf Furnieiihiix lit l f-f-kcp unteri'inander sowie anderer- 
seits mit dir Theorie der quadratischen Fonnen und der Gleichungen 
6. Ordnung hat Brillf) erforscht, wcitt rliin der iicferentff) denjenigen 
mit der Theorie der rationalen ebenen 0^ und C^, sowie endlich mit der 
Theorie der kubischen Raumcurven. 

Für ein beliebiges n hat der Referentftf) zuerst die Anzahl der 
Lösungen (mittels der ^Methode des Projicirens^) abgeleitet, welche bald 
darauf direct durch Stephanosffff) und auf anzahlgeometrischem Wege 
durch Schubert*t) bestätigt worden ist. 

Aber erst Hilbert*tt) war im Stande, auf Grand des im vorigen 
Abschnitt erwihnten Frincipes, die Gleichung für die L5snngen des 
Problems in fertiger destalt zu bilden, und zugleich auch das ver- 
wandte Problem der Formcnbüschel mit vorgegebener Discriminaute *f f f ) 
durchzuführen. 

*) Math. Ann. XX S. 330—357 (1882). Vgl. die Darstellung beim Re- 
ferenten: „Apolarität . . S. 320. 

**) Siehe z.B. Caporali, Nap. Rend. XXII 8.95-111 (188.;). 
••*) in deai besoudereu Falle, dass das Büschel von f* dasjenige der 
ersten Polaren einer fj wird, giebt es nur eine Losung* Die Functionaldeter- 
minante fällt hier mit der ne>se'schen Covariante H der f« zusammen. (Linde- 
mannjMath. Ann. \XI 8.71 — 109, 1883.) 

**•*) C. R. XLiil S.9Ü4 — 997. (1881). Dies ist ein Auszug aus einer grösseren 
preisgekrönten) Abhandlung, die 1883 in den Sar. etr* ersduen, 138 S. 
t) Math. Ann. XX 8. 330—357 (1882). 
tt) „Apolarität . . (1883). 

tft) L c. S. 391. Es giebt — i)T Formen fn^i bei 

gegebener Functionaldeterminante 2nter Ordnung, 
tttt) Thpse 1881, 64 S. 

*t) Acta Math. VlU S. 97—117 (1886). Hier erscheint das Problem des 
Textes als spedeller Fall eines sehr viel allgemeineren, der Theorie der höhe- 
ren linearen BAnme angehörigon. 

*tt) Leipz.Rer. S. 112^122(1887): Math. Ann. XXXlll S. 217-236 (1888). 
♦ttt) Math. Ann. XXXI S. 482—492 (1888). 

Für n » 4 kommt die Aufgabe auf die andere zurück, eine 4 die ea^ 
nonische Gestalt vl^vi bringen, und hingt daher Ton der nämlichen Hnlfii- 
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Im. Dächst b5heren Gebiete, von xwd nnabhSngigen Vaiiabeln, bat 
Hur Witz*) mit faDctionentheoretisehen Mitteln die schwierige Au^be 
bewältigt, die Uifoimen sn finden, wenn die Diserimioante, oder genauer, 

deren „wesentliche*^ Teiler gegeben sind, oder, nach seiner Ausdmeks- 
wcise, die Riemaun'sclicii Flächen mit gegebenen Verzweigungspunkten 
zu ermitteln. Sein Hesultat umfusst die früheren als specicUe Fälle. 

Es sei ferner hingewiesen auf ein eigentümliches Unikehrproblem, 
welches die neueren Metiiuden zur Auflösung der höheren (ilcichungen 
charakterisirt**): es iiandclt sich darum, wenn man den Formen eines 
vollen Systems feste (sc. mit einander Tericägliche) Zahlcnworte bei- 
gelegt denkt, die Gioichong aufzustellen, von welcher die Bestimmung der 
bezüglichen Urform abliängt — Zorn Schlosse erwähnen wir noch dos Auf- 
schwunges, den die Theorie der elliptischen und Aberschen Functionen 
durch die systematische EinföhroDg inationaler Formen genommen hat 

Was zunächst den ersteien Fall angeht, so kann, wie Klein^) 
betont bat, das elliptische Integral erster Gattung unendlich viele cano- 
nische Gestalten annehmen, je nach der Ausdehnung des Raumes, in 
welchem man die elliptische „Normalcurve" — über welche das Integral 
hinzuerstrecken ist — zu ü runde legt. Der „Modul" des Integrals ist 
dann eine absolute irrationale Invariante jener Curve. 

Weit mannigfaltiger gestaltet sich eine entsprechende Theorie für 
das Geschlecht p = 2 und p = 3f). Beschränkt man sich im letzteren 
Falle auf die einfachste Normalcurve, eine ebene C^, so modificirt 
sich der Charakter der zugehörigen Integrale und O-Funetionen (nebst 



glelchung 40. Ordnung ab, welche Glebseh behnfo Dreiteilung der hyperellip- 
tischcn Functionen aufgestellt hatte. (Gott Abh. XV, 1869; Math. Ann. II 

S. 193—197 (1870)). 

*) Math. Au«. XX XIX S. 1— 61 (1891). Hier findet sich auch eine Zu- 
sammenstellung der verwandten Litteratnr. 

**) Siehe etwa Klein's „Vorlesungen über das Ikosaeder . . .", sowie die 
früher citirten Arbeiten von Klein und Gordan über. Gleichungen fünfter und 
siebenter Ordnung (l. B, b). Auf eine fernere Art von Llmkchrproblein, wel- 
ches neuerdings von Gordan aufgeworfen ist und übrigens nur eine einsige 
Losung znlässt, ist schon auf S. 156, 157 aufmerksam gemacht worden. 

Math. Ann. S. 133—138 (1880). Leipz. Abh. 1885 S. 339—399. 
Vgl. Pick, Math. Ann. XXVIIl S. 809—318 (1887), Wien. Ber. Juni 1888, 7 S., 
Hftrs 1889, 28 S. 

t) Bezüglich des Geschlechtes p = 2 sei etwa verwiesen auf die bez. 
Arbeiten von Klein, Burkhardt und Wiitheiss in den Math. Ann., vom 27. Band 
an, wo man weitere Litteraturangaben nachsehen möge. 

Hinsichtlich des Geschlechtes p = 3 siehe Pick, Math. Ann. XXIX S. 259 
bis 271 (1887). eine Note von Klein in den r.ött. N. 1888. S. 191 — li*4, sowie 
Math. Ann. XXXVl S. 1—83 (1890), Wiltheiss ebd. XXXVlil S. 1— (1890), 
Pascal, Tier Abhandlungen, AanalidiHat (2) XVll, XYIII (1889, 1890). 
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deren Diiferentialgleicbiingen) je nach dem zn Oninde gelegten Rational!- 
tätsbewich. Zn einem solchen wiid man gelangen, wenn man einen je- 
weils passend ausgesachten irrationalen Bestandteil der mit der in- 
variant verknüpften Systeme von •Bcrührungscurvcn" adjungirt. 

Die Coordinaten eines Punktes der Ebene der C. fallen hier mit 
den (drei) Functionen zusammen, sodass eine lineare Transfornintiori 
der ersteren der allL'emeinsten (eindeutigen) rationalen Transformation der 
algebraischen Funttioiien vom Geschlecht drei äquivalent ist. 

Insbesondere hat Klein*) her\'orgohoben, dass die hier zur Ver- 
wendung gelangenden invarianten Bildungen im allgemeinen die Nator 
von „Combinanten** besitzen, d. b. sich an! Urformen beziehen , welche 
verschieden ausgedehnte VariabebreiheD aufweisen, die unabhängigen Sub- 
stitutionen unterworfen werden. 

Es liegt auf der Hand, dass derartige Untersuchungen zn gleicher 
Zeit die rein geometrische**) Theorie der wesentlich zu f&rdern ge- 
eignet sind. 

11. C, 

Symbolik und Invarianteiiprocosse. 

Wir gelangen nunmehr zu dem engeren Gebiete der Invarianten- 
theorie, zu den daselbst zur Verwendung gelangenden Processen. Diese 
teilen sich naturgemSss in zwei Banptklassen, die symbolischen und die 
realen; letztere setzen sich ans Dilferentiationsprocessen zusammen, welche 
auf Formen ausgeübt werden, wfihrend die ersteren recht eigentlieh der 
Algebra angehSren. In der That erkennt man bald, dass das der formen- 
theoretischen Symbolik zu Grunde liegende Prindp im wesentlichen über- 
einstimmt***) mit dem seit Knmmer allgemein eingeführten Princip der 
„idealen Zahlen", welches darin besteht, algebraische Zahlen und Formen, 
die in einem gegebenen Kationalitätsbcreiche iiTeducibel sind, mittels 
„Adjunction" geeigneter Irrationalitäten in ideale (Prim-) Factoren ein- 
facherer Art zu zerlc^^'H , so zwar, dass die letzteren den gewöhnlichen 
YerkuüpfuDgsgesetzen der Arithmetik unterliegen. Erst in gewissen (mol- 

•) Gott N. 1888 S. 191—194. 
Eine weitere Ausfiihning in diesem Sinne liegt vor bei Wirtinger, Math. 
Ann. XL S. 361—412 (18Ü2). 

*♦) Vgl. in dieser Hinsicht Frobenius, Journ. f. Math. IG S. 275—314 

(l88ß), cm 8. i;!;>-isa (i888). 

•**) Kill anderes Bild für da.s Wesen der Symbolik bietet die Clieinie, 
insofern der Begriff des Molecüls dem der algebraisch eu Form, der des Atoms 
dem symbolischen Element der Form correspondirt Vgl. unter II. a, ß die 
bez. Anschannngen Syhester*s. 
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tiplicativen) Verbindungen werden diese idealen Elemente wiederum sn 

Grössen des ursprünglichen Bereiches. 

II. C, a. 

Symbolik und gr&phisclie Darstellang. 

II. C, a, a. l)eut.sche lin liliiiig. 

Die von Clebsch und A ronhold eingeführte symbolische Mctho<le*), 
welche inzwisclien durch Gordan und seine Schule zu einer gewissen 
Vollendung gebracht ist, bezweckt, die Invariantentheorie der Formen 
beliebiger Ordnung auf diejenige der Linearformen zurückzuführ^, und 
einen dementspiechenden, bequem zu handhabenden Algorithmus zu ent- 
wickeln. Ein solcher Algorithmus soll also, wie von Tomherein betont 
sei, ausschliesslich die linearen AbhSngigkeiten resp. Unabhingigkeiten 
zwischen den Coeffieienten vorgelegter Formen wiedergeben. 

Zunächst wird man**), wenn etwa eine Inyariante J einer einzelnen 
Urform f vorliegt, die vom pten Grade in den Coeffieienten von f ist, 
der Form J eine andere Jj eindeutig „zuordnen'*, welche in den p 
Coelficieiilenrcihcn von p, zu f analogen Formen f, , fj, .... fp je linear ist. 

Sodann wird man. in Anwendung des nämlichen Princips auf die 
Urform f selbst (oder ihre äquivalenten Repräsentanten f^, f.,, f,,), die 
von der vten Ordnung in einer einzigen Vahabelnreihe x sein mag, f in 
y ideale Linearformen 

«i^q+a^Xj-H"— l-aaXn, b,yj-|-b,y3-h««— hbayo» 
. . ., Uj ö>,H-n,»,H— Hna«o 
zerlegen. Es zeigt sich aber, dass man hier, unbeschadet des ein- 
deutigen Rückganges zu den realen Formen, sowohl die n Reihen 
der Coeffieienten a, b, n, als auch diejenigen der Vaiiabeln x, y, . . ü> 
jeweils mit einander identifichren darf, sodass die p Formen fj übergehen 
in p analoge n te Potenzen von liinearformen a^ , a" , . . . 

Eine erste unmittelbare, höchst wichtige Folge dieser Darstell unf? ist 
diese. Unterwirft man jetzt die Variabein x einer linearen Substitution, 
wodurch sie iu neue Variabein y, die Formen fj in neue Formen F4 über- 

•) Wir Terweisen den Leser, der möglichst rasch in die Symbolik ein- 
geführt zu werden wünscht, auf den ersten Abschnitt von Gordan*S Vorlesun- 
gen im übrigen siehp diesen Bericht S. 97 n. flgde. 

Eine Reihe von Anwendungen der Symbolik kann übrigens erst iu den 
sp&teren Abschnitten, in Verknüpfung mit den realen Processen, versttadlich 
gemacht werden. 

**) Vgl. die Entwickeluugen bei Study „Methoden . . I § 5, II §§2, 5,6, 
die sich eingehend mit dem inneren Wesen der Symbolik beschäftigen. 
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gehen, nnd schreiht man die tianafonnirten Formen F wiedernm symbo- 
lisch als nte Potenzen von Linearformen A|7j+A,y.^ -^,,,^Aj^j^ etc., 
,,80 nimmt die vermöge der Sobstitntionsgruppe der Variabeln 
X indneirte Sabstitationsgrnppe der Ooeffieienten von f| die 

einfache Gestalt nii. dass die A von den a etc., bis auf die 
Transposition der Sulistitutionscoefficienten, genau so abhän- 
gen, wie die x von den y". 

Daraus geht ohne weiteres hervor, dass man beliebig viele Inva- 
rianten von f hinschreiben kann; man hat nur aus den n-reihigcn Deter- 
minanten der a', a", ... derartige Producte zu bilden, dass jode dieser 
Symbolreiben im ganzen v-mal vorkommt — Der Angelpunkt der gan- 
zen Theorie ist, wieClebsch*) snerst bewies, die Umkehrang dieses 
Satzes, „dass also Jede (ganz-ntionale) Invariante von f als eine (ganz- 
rationale) Function der genannten Ph>dnete daigestellt werden kann^. 

Dieser Fnndamentalsatz lisst sich ohne Schwierigkeit anf eine R^e 
von Urformen ansdehnen, unter denen sich Insondeibeit eine Anzahl 
linearer befinden kann**). Nun Ist es allerdings C lebseh***) auch ge- 
lungen, solche i»iuiultanen Invarianten symbolisch zu charaklerisircu, in 

*) Joum. f. Math. LIX, S. 1—62 (1861), «Binäre Formen« $ IS. 

Durch «licson Satz uüd die aus ihm zu ziehenden Consequenz.en hat sich 
die detitsche SyinlMilik illier die oiig!is(li(», von Cayley eingeführte, erhoben. 

Weitere Beweise des Satzes hudeu sich bei Dahl, Zeuthen Tiddskr. (4) IV 
S. 154—158, zwei solche in Oordan's Vorlesungen II § 0, sowie einer bei Study, 
«Methoden" § 5. 

**) Beispielsweise setzt sich eine simultane Invariante einer binären Form 

a" = (a,X|-f-a-jXj)"— = c^ = .. . und einer binären Liiu'iirforra aiXi-haaX3=ax 

zusammen aus »Klammerfactoren" der beiden Typen (ab), (ac), (bc), 
(ba), (oa), ... Da aber die Oj, «3 cogfredient sind mit — y?, Yi (d. i. ebenso 
linear transformirt werden, wie tlic letzteren), so lassen sich die Klammer- 
factorcn der zweiten Art ersetzen durch die Linearfactoren ay, by, Cy , . . .. Der 
Begriff ein« r simultanen Invariante von aj und x,y,> — Xjyi fällt aber zusam- 

men mit dem der „Co Variante" der einzelnen Form a^. 

Gott. Abh. XVII S. 1-62 (1872). 

Ist f eine Urform , welche verschiedene Reihen, nicht nur von den ein- 
zelnen Variabein (x,, X.,, xn), (yi, y2>-"»y»)» (hl Z|,. ..,!«),..., sondern auch 
von deren zwei-, drei- etc.-reihigen Determinanten pik, piki, ... enthält, so zerlegt 
sich f symbolisch in lauter Factoren, deren jeder nur einer Reibe von einem 
Variabelntypus, etwa ptki... zugeordnet ist 

Ein solcher Factor ist dann darstellbar als Potenz einer Linearform 
der piki, wegen der Identitäten zwischen den p und aus Duaiitätsgrunden 
lässt Jene Darstellung noch jeweils vier Modüicationen zu. 

Für «Littiencomplexe" finden sieh diese vier Darstellungen von Clebsch 
ausgeführt in Math. Ann. II S. 1—8 (1869). Eine Vereinfachung und Weiter- 
fShrung hat mittels Kinfühnmg Grassmann'si her .Symbole erzielt Waeisch: j 
Math. Ann. XXXVil S. 141 — 152 (ISiiü). Hierauf gründet sich auch eiu ent- 
sprechendes Uebertragungsprincip u. a. 
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welche die Coeflleienten jener Linearformen realiter nor in ganz bestimm- 
ten (nämlich zwei- oder drei- . . . oder endlich (n — 2)-reihigen) Deter- 
minaiitenvcrbindiingen eingehen; trotzdem ist es für n ;> nieht mehr 
möglich*), die Gcj^amtheit der luugiiciien Bildungen zu übersehen. Da- 
gegen dürfen die Urformen mehrere Reihen von cogredienten Variabcln 
(x), (x'), wie coutragredienten (u), (u'), ... enthalten; vermöge des 
Frocesses der „RcihenentwiclLelung^ wird man schliesslich auf Urformen 
mit nur einer Reihe von x und nnr einer Keihe von n zurückgeführt, für 
welche der obige Fandamentalsatz nnr einer geringen Modification bedarf. 

Die wissenschaftliche**} Berechtigung der in Rede stehenden Sym- 
bolik ist wesentlich in dner Eigenschaft derselben begründet, die erst 
nenerdmgs***) — dorch Gordan für binire Formen, dorch Stndy far 
temfire, und durch Pascal für solche von n Variabeln — an^gestellt und 
bewiesen ist. 

Die oben angeführten n-reihigen Determinanten der Symbole a', a", . . . 
sind durcii ein System von algebraischen Relationen li^ =0, = 0, ... 
aneinander geknüpft. 

£s zeigt sich nun wiederum umgekehrt, dass irgend eiue^ zwischen 



*) Siebe die Bemerkungen von Gordan, Pro<:!,unm 1875, Anhang. 

Die Schwierigkeiten, auf welche die symholische Rechnung in höheren 
Gebieten stösst, können bereits durch so einfache Aufgaben, wie: »Die Glei- 
chung des, drei tinearen Gomplexen gemeinsamen HypeH>oloides in Ponktcoor- 
dinaten aufzustellen* zur Genüge illustrirt werden. Vgl. indessen Waeisch 1. c. 

**) Ueber den praktischen, bezw. pädagogischen Wert dos symbolischen 
Rechnens werden die Mathematiker jederzeit verschiedener Meinung sein. Es 
ist alletdings nicht zu leugnen, dass in dieser Hinsicht die Formentheorie der 
neueren Periode vielfach zu einer Art Sport geworden ist, bei dessen Aus- 
übuiifr die Fülle der Formen (leii leitenden Gedanken zu überwuchern droht. 
Glücklicherweise tritt dem eine gesunde Strömung entgegen, bei der das ge- 
dankliche Rechnen mit den invariantiven Processen immer mehr hervortritt 

**♦) Gordaus Vorlesungen II (1887), No. 117. 

Study, Math. Ann. XXX. S. 120— 126 (1887), sowie, Metlioden (188f>), 
Pascal, 1888, Batt.G. XXVI. S.33— JiS, 102- 10.3: Rom. Aec. L. Kend.CD iV 

S. 119—124. Rom. Acc L. Mem. (4) V S. 375—387. 

Die Onmdidentit&tmi» auf die bei Pascal alle übrigen zuräckkommeni 

lauten: 

2 ± (a,aa ... an ) (aD+ibi bj . . . bn— i) = 0, 

2 ± (aiBt . . . an ) an+i,x = 0, 

(aiai...aa) (xizs...xn)— 2±ais^a,^.. .a^s^ »0, 

2±(x,Xa ... Xn)an + l.x =0, 

2: + (X , X.j . . . Xn ) (Xn + ly s Y.. . . . Vn -l) = 0. 

Hier sind die Summen zu bilden, indem mau die Symbole a bez. x uut 
alle möglichen Weisen vertauscht, und die Vorzeiehen gemftss der gewöhn* 

liehen Deterrainantenreirel wechseln Ifisst. 

Im binären Gebiet gicbt es nur die eine Grundidentität: 

axby — ay bx — (ab) (xy) = 0. 
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luTarianten bestehende Identitit — die aber nicht etwa schon dorch 
gegenseitiges Sich-Zent5ran der Invarianten erfoUt wird, sondern erst 
dadurch, dass man sich dieselben in den realen Coefficienten der Urfoi^ 
men ausgerechnet denkt — in eine solche Gestalt gebracht werden kann, 
dass die linke Seite der Identität za einem Aggregat symbolischer Glieder 
wird, deren jedes mindestens einen der Aosdrficke R als Factor enthSlt. 
UiiU zwar koniint man dabei mit eiuer der bestimmteu Auzahl von fünf 
jener R vollständig aus. 

Im übrigen gilt hier die nämliche Einschninkunü:, wie oben (Ö. 1<S?5). 
Beispielsweise hat man im quaternären*) Ciebiete noch keine Uebersicht 
über die Eelationen, an denen nirlit nur die Coordinaten des Punktes und 
der Ebene, sondern auch die der Geradi n teilnehmen. 

Der Ausgestaltung der Symbolik durch Gordan, wie sie sich an 
die Begriffe „Redncent, vollstSndige und relativ vollstSndige Systeme, 
erweiterte Systeme* knüpft, ist berdts froher**) gedacht worden: eine 
Reihe weiterer Gesichtsponkte, insbesondere der der Faltung, wird in dem 
Abschnitt über ansymbolische Prooesse ihre Stelle finden. 

Hier erwähnen wir noch eines symbolischen ^Uebertragungsprin- 
cipes"***), welches Gordan zum Aufbau voller Formensysteme verwendet 

*) die Darstellung bei Stady .Methoden . . .* S. 904. 

•*) S. 13') u. flgde. 

ilath. Ann. 1 S. 90-101 (1869), XVli S. 217—234 (1880) I. Cap. 

Dies Uebertragungsprincip ist nicht etwa tu Terwechsefai mit dem be- 
kannten, von Clebscb aufgestellten. Letzteres lautet, etwa in der ircbertragung 
Von binären auf ternäre Formen, und in geouiotrisi her Fassuntr: „Soll eine 
Gerade eine ebene Curvo n»«' Ordnung in eiuer Puuktgruppe 
schneiden, welche eine besondere projeetiTische Eigenschaft 
besitzt, so erhält man die Gleichung der von der Geraden um- 
hüllten Curve in folgender Weise: Man stelle die Invariante 
der binären fn, deren Verschwinden die geforderte Eigenschaft 
aussetzt, symbolisch dar und ersetze jnh in ihr v o rk <i tum e u d e 
zweigliedrige Determinante (ab) durch eine dreigliedrige (abu), 
wo die u Liuiencoordinaten und die a,b,... Symbole der gege- 
benen tern&ren Form bedeuten." 

(Siehe etwa die Darstellung in Glebsch-Lindemann's Vorlesnngen, I S. 374 
u. flgde.) 

Beispielsweise erhält man als Gleichung der Curve dritter Ordnung es 0 

in Liniencoordinaten unmittelbar 

(abu)a (cdu)2 (acu) (bdu) = 0; 

femers ,Die Geraden, welche eine Curve vierter Ordnung a^ =0 nach har- 
monischem DoppelverhUteis schneideD, umhüUen eine Curve sechster Klasse: 

(abu)' (bc.u)' (cau)2 0" u. s. f. 
Vgl. die Erweitemngcu von Guudelfinger, Math. Ann. Vi S. 16—22 (1872) 
und Study „Methoden" II § 19. 

Wegen anderer Uebertragungsprindpien siehe den Abschnitt über Oom- 
binanten II. D, b. 
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hat. Um dies gleich für das ternSre Gebiet za entwickeln, so sei ein System 
von invarianten Formen <p einer Urform f = a^ =s =: . vom (m — l)ten 

Grade in den Goeffidenten bekannt, durch welches alle anderen Bil- 
dungen des nämlichen Grades linear ausdrückbar sind. Es handelt 

sich darum, ein entspieciieudes System iür den iiüchst iiöliereu 
Grad m zu finden. 

Die symbolischen Factoren einer Form cp sind von den dreierlei 
Typen b^, Cx, d^, (bcu), (bdu), (cdu)...; (bed), bce), ... 

Man ersetze jetzt X Factureii b^, c^, ... durch resp. (bau), (cau), 
lind zugleich k Fartoren (bcu), bdu)... durch resp. (bca), (bda), 
nnd füge endlich den Factor ajl-C^+i') hinzu (X+k^n). Für ein gege- 
benes Paar von „Moduln*' X, k kann man so eine ganz bestimmte Reihe 
neuer Formen '| (vom Grade m) herleiten. Man zieht nun successive 
alle möglichen Gombhiationen in Betracht, indem man X+ks 1, 2, ... 
nimmt, und sodann wieder in jeder einzelnen Gruppe k = 0, 1, 2, .... 
Schliesst man alle verschwindenden und reducibcln Formen aus, so 
ergiebt sich als Hauptresultat, dass sämtliche, aus dem „linear 
vollständigen"* Systeme der Formen cp vom Grade m — 1 durch 
obigen Process gewonnene Formen ^ vom Grade in wiederum 
ein linear vollständiges System bilden". 

"Wir wenden uns jetzt zu einer bemerkenswerten Weiterführung 
bezw. Vereinfachung der Clebsch-Aronhold'schen Symbolik, welche 
in neuester Zeit von Stroh^ angebahnt isi Es geht dieselbe in praxi 
darauf aus, die Amzahl der symbolischen Faotoren, aus denen sich eine 
Invariante aufbaut, mSgUchst zu leduciien. 

Wir beschrlnken uns dabd auf den vom Verfasser wirklich durch- 
geführten Fall des binären Gebietes**). 

Ist f„ = (aAX,-|-fliXj)° (X'= 1, 2, ...) eine Urform nter Ordnung in 
symbolischer Schreibart, so ist es zuvörderst erlaubt, die Symbole a 
sämtlich einander gleich, etwa gleich der Einheit zu nehmen, ohne 
dass bei der Keconstructiua der realen Bildungen eine Vieldeutigkeit zu 
befürchten ist. 

Versteht man jetzt unter C eine Covariante von f, vom iton Grade 
in den Goefficienten und vom Gewichte g (und mit nur einer Reihe 
Veränderlicher), so genügt das Lei<glied G^ von G — als eine Form 



*) Math. Ann. XXXVl S. 262—303 (1890) § 7 u. flgde. 
'*) Bezüglich des ternäreu Gebietes siehe 1. c § 12. 
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gter Ordnung der i (homogenen) OrOsMn a,, a^, at — nnr noch der 

f)C 

einen charakteristischen Differentiaigleichang ^ ^ " = ^> deren allge- 

meinstt ganz-rationale Losung C^, zu suchen ist. 

Die letztere ist aber nach Hesse*) sofort an^^elibar, sie ist nichts 
anderes, als die allgemeinste Form der i — 1 Argumente 

a.^ a^ — a^, . . a; -a^**), 

von einer Ordnung g "'^ n. Ist '( die Anzahl der willkürlichen Constan- 
ten einer solchen Form, so itann anch als Summe von y (linear un- 
abhängigen) gten Potenseo geschrieben werden, wie folgt: 

C,(a„aj, a») = ^ Ck(Xuaj-|-X8ka,H |-Xikai>«, 

wo 

Dies Ergebnis lässt sich noch symmetrischer gestalten. 

Die einfachsten Lösungen unserer Gleicbuni:. eben jene i — 1 Diffe- 
renzen a^j — aj, a^ — a^, a|— können ersetzt werden durch ebenso- 
viele ^Ornndsymbole'' A2ÄXja,-|-X,a,-|— — hXiai(2XsB0). 

„Um demnach die symbolische Darsteilang für das Leit- 
glied einer Govariante von f zu haben, hat man nur aus g 
Orundsymbolen ein Product zu bilden, in welchem jedes Sym- 
bol a höchstens in der nten Potenz Torkommi^ 

Offenbar sind die Clebsch^sehen Ebunmerfactoten arOs — a,as ge- 



«) Joum. f. Math. XLU S. 117—134 (1851). 

**) Au dieser Stelle erkennt man deutlich den Zusamraenhang mit den 
Sy/.ygicn (siehe diesen Boridit 8. 1^7), von denen aus der Verf. zu der im 
Texte geschilderten Symbolik gelangle. 

Um n&mlieh eine elementare Syzygie [i74'x]i = 0 auf ihre Richtigkeit su 
prüfen, nimmt man die vier P'ormen f, 9, <\>jy als reale Potonzcn linearer Formen 
an : f = (x — a)"i. 9 = (x — b)":-, = (x — c)'>3, y = (x — d)"4, und beschränkt sich 
bei jeder Ueberschiebung auf das Loitglied. Dann ist z. B. zu setzen für 
(^T)^ W,?)' resp. (a-b)i,(a-c)*(a-b). 

Die linke Seite de^yzygie [f,7,^,x]i^wird zu einer Function F(a,b,c,d>, 

welche der Gleichung g^+g^+^+^j^^ genügt F h&ngt somit nur 

ab von den drei Verftndeilichen: 

a— b=— b', a— cae— c', a— dt«— d'. 
Da aber gleichzeitig 

b — c = b'— c', b — d = b'— d', c — d = c'— d' 
wird, so braucht man nur in der Function F a»0 zu setzen, um 

mit Leichtigkeit das identische Verschwinden von F einzusehen. 

Umf,'ekehrt lässt sich aus jeder solchen identisch verschwindenden Function 
dreier Variabein die entsprechende Syzygie herstellen. 

(Vgl. 1. 0. & 274.) 
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radc die einfachsten joner „ Grundsymbole " : es hat keine Sciiwierigkeit, 
von der einen Symbolik zur andern überzugehen, und umgekehrt. 
Um ein Beispiel anzufähren, so sclureibt sich die Covariante 

(ab)*(ac)»j-«b;-«c;-> 

nunmehr in der einfacheren Gestalt (a-J-b — 2c)^, welche nur ein Grond- 
symbol benutzt. 

Nimmt man die Ordnung n der Urform beliebig hocli an, sodass 
stets n > g, 80 gehen die Grössen in die sogenannten „Seminvarian- 
ten*^ über, und es gilt daher der fruchtbare Satz: „All<' Scminvarian- 
ten Tom Grade i und dem Gewichte g sind durch symbolische 
Potenzen (X,aj+X,a^+"-+)^i&i)' linear ansdrückbar'^*). 

In anderer Richtung hat sich eine Erweiterung der Symbolik auf- 
gedrSngt, wenn es sich nm Formen von solchen Variabelnreihen handelt, 
welche veischiedenen Substitutionen unterliegen. 

Unter ihnen spielen eine besondere Rolle die „Gombinanten**, d.h. 
diejenigen Bildungen von p Urformen f gleich hoher Ordnung n, von r 
Variabelü , x.^, Xr, welche bei linearer Transformation sowohl der 
X, wie der f, invariant bleiben. 

Hier führe man nach Stroh**) Symbolenpaare a und a (b und ß etc.) 
ein, sodass immer erst n Symbole a zusammen mit einem Symbole a 
als Product vereinigt reale Bedeutung erhalten. 

Gonstruirt man jetzt die Form 

F = («i^iH-«,^.H H«p€p)(»,Xi-»-a,x,H l-a,Xr>», 

so ersetzt diese eine Stammform die früheren f in dem Sinne, 

dass Combinante der f jede Form ist, weiche in Bezug auf F 

Invarianteneigenschaft besitzt ffir beide Variabelnreihen^,!, 

and dabei die € nicht enthSlt. 

Study***) hat diese Symbolik noch weiter ausgedehnt auf Oombi- 
\ 

*) § 10. Als eine unmittelbare Folge davon erscheint die Bestimmung 
der irredudbeln Seminvarianten von gegebenem Grade i und Gewichte g: ihre 
Ans^l ist gleich der Zahl gauz/.ah liger LSsnngen der Gleichung: 

•2{x.,-|- 3.1x3 -hi<x, = g — 2i-i-M 

(cf. unten S. 1^8), aber auch die Bildungen selbst lassen sich symbolisch so- 
fort ansclireitien. 

Math. Ann. XXII S. 393—405 (1883). 

Einer entsprochenden Symbolik hatten sich schon vorlit r Capelli und le 
Pai^e bedient für einfache Furmeu von mehreren Variabelureiheu, welche ver- 
schiedenen Substitutionen unterliegen; der erstere für eine quadratische Form 
von zwei binären Reihen (Batt. G. XVII S. 69- 148, 1879), der letztere für 
mehrfach lincaru Formen (Belg. Bull. (3) U S. 40— 53, 1881). 

•-) „Methoden ..." II §13. 

JaiirMber. d. DeaUcben Mathein-Vereiiiigniif. I. 13 
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nantcM solcber Formen f, welche, ausser von den x, noch von den con- 
tragredif'nten n ahhänircn. 

Kill ^^anz iihiiliclies Princip Lfüt mm aucli, wie unschwer zu erkennen, 
für die complicirteren invarianten Bildungen von Urformen der Art: a|a]^ 

n. 8. f., welche die TexBchiedeneii VarUbelnieihen der x, C» wirklich 
enthalten. 

Für den Fall, dass die letzteren dem biofiren Gebiet angehSren, 
hat Gerdau*) eine einfMhere Symbolik — die sieh mit nor einer 
Art Yon Symbolen begnügt — angegeben, ober welche bereits aof S. 141 

berichtet ist. 

Eiullich sei noch kurz erwähnt, dass die beiden Hauptsymbolc iltr 
* Lie schon Theorie der Transfurniationsgruppen , das „Xf* der infinitesi- 
malen Transformation und das ^(XjXk)'* des „Klammerausdrncks" von 
Study**), unserem iSpecialgebiet der projectiven Transformationen mit 
£rfolg angepassi worden sind, sodass sich dieselben bereits äosserlich als 
invariante Processe zn erkennen geben. 

n. C, a, ß. 
Englische Richtung. 

"Während den soeben geschilderten Bestrebungen ein einheitlicher 
(..liaiaklcr eignete, bieten die verwandten, hier und da zerstreuten Er- 
scheinungen, wie sie vorzugsweise bei englischen Autoren der späteren***^ 
Periode auftreten, eine Keihe sehr verschiedenartiger Momente dar. 

Man mag etwa drei Hauptgesichtspunkte unterscheiden: erstens die 
Versache, die Ausdrucke der Formentheorie durch geeignete graphische 
Daistellangen der Anschannng näher zn bringen; sodann, in nmgekehiter 
Richtung, die Gharakterisirong nnseres Arbeitsfeldes als eones Aaslfiafers 
der abstiacten (aniTersalen) Algebra der ^Hatrices^; endlich die (sym- 
bolische) Verknüpfung der «Seminyarianten* mit der Lehre Ton den 
symmetrischen Functionen. 

SyWesterf) geht 1878 davon aus, dass der Aufbau der Structur- 



*) Math. x\un. XXXIII S. 372—389 (1889). 
**) „Methoden ..." II § 15. 

***) Vor allem hat Gayley selbst, der ursprünglich die Symbolik begrün- 

det Hatto, in seinen späteren Arbeiten das Rechnen mit den wirklichen Xeit- 
gliedern und den erzeugenden Functionen bevorzugt, 
t) Am. J. 1. S. G3— 125 (1878). 
Vgl. dazu die Bemerkungen Ton Gliflford ebd. S. 126^139; Ifalet, ebd. 
S. i'77— 282. Die wirkliche gegenseitige Zuordnung der beiderseitigen Dar- 
btcliuugeu rdbrt von CUfford her. 



Digitized by Google 



II. G, a, Symbolik u. graphische DarsteUung. Englische Richtung. 195 

formeln nach der neueren atomistischen Theorie mit der üblichen sym- 
bolischen Schreibweise der bin&ren In- und Coyarianten eine weitgehende 
Analogie aufweist Setst man die chemischen Elemente als bin&ie For- 
men an, wie folgt: 

H = hxssllj; = — , Oa=sOj=sOi»=.-*, C=C|=:C;* = ..., 

N s= = nx' = etc. 
wo also die „Wertigkeit*' des Elementes der „Ordnung" der Form ent- 
spricht, so sind die „gesättigten" Verbindungen Ausdrucke von Inva- 
rianten, die „ungesättigten" solche von Covarianteu. Beispiele für die 
ersteren seien: 

20 = (oo')', H,^0 = (ho)(li'o), NO3H = (no)\no')^(iio")(o"i»). 
Stellt man also, wie in der Chemie, die Elemente durch Punkte, die 
gegenseitigen Bindungen (ho, n. s. f.) durch verbindende Striche dar, so 
ist damit ein Anschauungsbild für die binäre luvariantensymbolik ge- 
wonnen. 

IHe Anzahl der Striche zwischen den Punkten (i. e. der gebun- 
denen Wertigkeitseinheiten) wird zum Gewicht der bezüglichen Form: 
eine Invariantenbeziehnng ist aequivalent mit der Möglich- 
keit einer Deformation der Bilder der verschiedenen Formen 
in einander. 

Sylvester*) macht davon eigenartige Anwendungou auf das Ilcr- 
mite'sche Keciprocitätsgesetz, die Clebsch'scheu associirten Formen 
u. a. melir. 

Clifford**) hat 1879 das in Rede stehende Verfaiiren auf binare 
Urformen übertragen, die in mehreren Variabeinreihen linear sind: ist 
z. B. (x, 7, z) eine solche, so hat man als Bild der Invariante 

(xyz) (xyu)(zvw){uvw) 
etwa ein Quadrat, von dem zwei Gegenseiten doppelt ausgezogen sind. 

Offenbar ist dne derartige Graphik vieler Modificationen fiUug; eine 
der n&ehstliegenden ist dicjjenige für den Ausdruck einer bin&ren Invariante 
in DÜferenzen der Urformwmzeln. Derselbe ist eine (symmetrische) 
Summe von Prodncten der Art: 

(x,--x,)«(x,— X3)^(x,— x,)»- ... (x„ _i — x„)', 
wo die Exponenten ^0, und die Grade in x^, x.,, . . x„ sämtlicli ein- 
ander gleich sind. Man wird wieder jedes x durch einen Punlvt, jede 
Differenz xi — Xj^ durch eine beliebige Verbindungslinie zwischen und 

*) Siehe die Appeudices zu der oben genannten Abhandlung SylvestcrV 
**) Lond. H. S. Proc. X S. 124—129, 214—221 ; cf. Spottiswoode ebd. 
S. 204—214. 

13* 
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Xk repräsentiren; in jcdriu der u Punkte laufen dann gleich viele Linien 
zusammen. So %vird etwa 

ZD der Figur eines Quadrates mit den Diagonalen führen, von dem, wie 
oben, zwei Qegenseiien doppelt gezogen sind. 

Eine der wesentUchsten Fragen ist dann die nach der Bedncibili- 
tät*) des Bildes, d.h. ob sich das letztere nicht durch Uebeilagemng 

von Bildern geringeren „Grades" erzeugen ISsst. 

Petersen**) hat hiervon Gebrauch gemaclil. um uiclit nur den von 
Gordan***) stammenden Satz nachzuweisen, dass man (bei gegebenem 
n) eine endliche Anzahl obiger Producte so bilden kann, dass alle 
andern Producte derselben Form sich aus den gebildeten durch Multipli- 
cation zusammensetzen lassen, sondern auch, um die wirkliche Bestim- 
mong jener durchzufuhren. 

Was die Unterordnong der Invaiiantentheozie onter die Algebra der 
extensiven Grossen angeht, m9ge sonSehat das Beispiel einer Ueberschie- 
bung zeigen. Wenn etwa zwei binir-biHneare Formen gegeben sind: 

? = ^l^lyl^-^,^.y^-+-bs.^»y,-^b„x,y„ 

und man will deren zweite Ueberschiebung bilden — die auch unab- 
hängigen Substitutionen der beiden Variabeinreihen gegenüber invariant 
ist — , so multiplicire man f mit cp, und unterwerfe dabei die binären 
Producte der ^Einheiten'' x,, z,, y^, den Gesetzen: 

= = y? = yj = 0, X, 1, = — 1, = y, = — y, y, = 1 ; 

in der That resoltirt dann: 

(f(p)« = a,,b.^.,— a„b.,,— a,,b,,4-a33b,,. 

Die Verallgemeinerung bietet ersichtlich keine principiellen Schwicrigkei- 



*) Vgh in dieser Hinsicht Bachheim, Lond.M.S.ProcXyiI S. 80— 106 
(188G). Der sog. »Zerlegungssati* von Glebsch (.Binäre Formen" S. 257): 
„Jede Covariante einer binären Form fn kann in zwei Teile zerlegt werden, 
deren einer eine, von den fn— i übernommene Bildung ist, wälirend der andere 

den symbolischen Factor (ab)^ enthält = folgt liier daraus, dass jedes 

geometrischo Bild auf eine Summe von einfachsten Polygonm zurockgefährt 
werden kann. 

Kempe (ebd. S. 107 — 121) zeigt, wie durch geeignete Deutung idratischer 
Relationen zwischen den Symbolen ein wirkliches Rechnen mit den geo-* 
metrischen Bildern der Invarianten ermöglicht wird. 

**) Acta Math. l^Y S. 193-220 (1891). Vgl. oben S. 143. 

***) Siehe diesen Ber. S. 143. 
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ten. Ansfahinngen dieser Art finden sich bei Clifford*), wenngleich 
der Kern der Theorie bereits bei Grassmann**) TOigebildet erscheint. 

Wir kommen schliesslich zu der, auf Grand der Theorie der sym- 
metrischen Fnnetionen in die Theorie der binSren Inyarianten eingefahr- 
ten Symbolik. 

Das Leitglicd einer Covariaiitc einer Urform ist charaktcrisirt 
als eine isohare Form der Coefficieuteu a^^, a,, a,, . . welche der 
Differentialgleichung 

0 = + 2a, + 8», 0 

" oa, ' da., ' ra. 

genfigt; bleibt daher ein solches Leitglied für jede Urform höherer 
Ordnung f^^t, tn^i, .... In diesem Sinne heisst eine „Semin- 
variante'' (Snbinyariante) der beliebig fDrigesetsten Gr5ssenreihe s^, a^, 

^aJ *^3> .... 

Um die UnabhXngigkeit der Seminvarianten von der Ordnung n einer 
ürform siehtbar zu machen, denkt man sich letztere nach steigenden 

Potenzen der Variabeln x entwickelt, und demgemäss die reciproken 
Wurzeln eingeführt: 

H-^-^^^lV^'-»—- (l-ax)(l-pxXl— pt)... 

Daun gilt der folgende, von Mac Mahon***) herrührende Fundamentalsatz ; 

„Jede (ganze) symmetrische Function der Grössen a, ß, y> 
8, welche „nicht unitär'^ ist, d.i. dieselben von höherem, 
als ersten Grade enthält, stellt in Bezug auf die Coefficienten 
a = 1, bj c, d, . . . eine Seminyariante dar.*^ 

Beispielsweise hestifigt man leicht, dass, wie wdt man auch die 
Reihe a, ß, 7, 8, . . . fortsetsen mag, stets die Relationen gelten: 

Sa«=r— (c— b*), 2«»=»— i(d— 3bc-H2b"), . . ., 
wo die rechts stehenden Klammerausdrücke bekannte Leitglieder y<m Co- 
varianten sind. 

Mac Mahon und Cayley bedienen sich daher einer j,Partitionssym- 
boiik^f}, indem sie sciireiben: 



*) 1. c. 

**) Vgl. etwa die Darstellung in der Grassmann-Biographie, Math. Ann. 

XIV S. 9 u. flgde. 

Am. J. VII 8.26-47 (1884). Vgl. dazu Cayley, ebd.S.l— 25, 59—73, 
Quart J. XX S. 212—213 (1884). 

t) Um eine Serainvariante gegebenen Grades 1 zu haben, hat man offen- 
bar nur noch die Zahl 1 auf alle möglichen Weisen als Summe von kleiuerea 
Zahlen (»Partitionen*) danustellen. 
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2 = Va', :^ = :ia\ 6552 = iia'^ß'^f 8', etc., 
lind ubertragen nunmehr unmittelbar auf die Theorie der Seminvarianten 
die bekannten Verknüpf nngsgesetze der symmetrischen Functionen*}, die 
jetzt ein&ch lauten: 

Der hierauf sich stutzende Algorithmus gewShrt vor allem einen tieferen 
Einblick in den Zusammenhang zwischen den Syzygien. Jede solche Sy- 
zygie zwischen Coyarianten, oder die ihr fiquivalente zwischen den obigen 
Symbolen, ist der Keim einer unbegrenzten Reihe weiteter Syzygien, in- 
dem man z. B. das Symbol 552 successive überführt in 5552, 6552, 
7552 u. s. f. 

Mit lliilfc dieser Symbolik liat Caylcy**) eine „erzeugende Function** 

für die iSemiu Varianten hergeleitet: 



0-x')(l — x*)(l — x*)...(l — xO' 
wo bei Entwickelunj» derselben nach steigenden Potenzen von x der Coef- 
ficir>nt von \^ die An/nhl der linear unabhängigen Seminyaiisnten vom 
Grade j und vom Gewichte w angiebt. 

Die schwierigere Frage nach einer eraeugenden Function for die 
„Perpetnanten**, d. i. deijenigen Seminyarianten, die sich nicht aus solchen 
niederer Grade ganz-rational componiren lassen, hat Mac Mahon***) mittels 
der nämlichen Symbolik gelöst; dieselbe nimmt die einfache Gestalt an: 

Cayley und Mac Mahon haben daraufhin ausgedehnte Tabellen für die 
Semiuvarianteu, Perpetuanten, sowie für deren Syzygien berechnet. 

n. G, b. 

Unsymbolische Inrariantenprocesse. 

"Wir werden im folgenden die hervorragendsten (Differentiations-) Pro- 
cesse durchgeheui welche auf invariante Gebilde ausgeübt werden, um 

Sylvester hat die in Rede stehende Partitionssymbolik zu seinen Principien 

einer universellen Al{r» '>ra in Beziehung gesetzt, Am. J. Y S. 70—137 (1883). 
Vgl. auch Am. J. VI S, 270-286 (1883), sowie Peirce, Am. J. iV S. 97-229 
(1881). 

*) Mac Hahon hat hierauf umgekehrt später eine neue Theorie der sym- 
metrischen Functionon ^rerrnnulct. An'lorf'rseits hat or die FJymbolik des Textes 
auf Perpetuanteu uud auf gewisse lineare partielle Üifferentialoperatoren über- 
tragen. 

**) 1. c. 

i c! Vgl. oben S. 193. 
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aus ihnen neue zu erzeugen. Der besonders wichtige Fall, wo bei An- 
wendung einer solchen Operation der Wert Null resultirt. soll in dem Ab- 
schnitt über „Differentialgleiciuinpen" seine Besprechun«,' finden (II. C,b,C); 
desgleichen die Ausübung von Differentialoperaiionen auf „Reciprocanten 
and Seminvarianteii,'' in den betreffenden Abschnitten (II. C, c, a; II. 1), a). 
Diesen Processen kommt selbst an und für sieb, oder doch wenigstens in 
einer gewissen Modification*), die „Invarianteneigenschaft an, d.h. 
es hat das gleiche Ergehnis, oh man erst den Process ausübt und 
dann eine lineare Ttansformation der Variaheln, oder umgekehrt. 

Nach der historischen Entwiclcelang sind die Processe einzateilen 
in solche, welche sich aaf die Variabeln, oder aaf die Goefficienten der 
Urformen, oder endlich auf die Coefficienten der Substitutionen beziehen; 
indessen erlauben ja diese drei Grössenarten die gemeinsame Aufla^^suug 
als Coefficienten von Linearformen. 

Es ist nicht wohl möglich, innerhalb des hier gebotenen Raumes 
auf die abstracto Bedeutung und die innere gegenseitige Verwandtschaft 
der einzelnen Operationen tiefer einzugehen; in diesem Betracht mag auf 
Study 's „Methoden^ nnd den ersten Teil von Gordan's Vorlesungen, 
Band II verwiesen werden. 

II. C, b, a. 
Der Aronhoid'sclie Process**). 
Unter diesem Namen fassen wir ai|<lrocos8e von der Form 

snsammen, wo die pi, qi zwei cogrediente GrSssenreihen lind, die also 
den nSmIichen Substitutionen nntervorfen werden. 

Wir betrachten zunächst den PaM, in dem die p, q die gewöhnlichen 

(Punkt-) Variabelii dir Formen sind, und die Bczeichnujig „Polaren- 
process^ die üblichere ist 

*) So kommt beispielsweise noch nicht der linken Seite einer einzel- 
ne n der AronhoUrschen Differentialgleichungen die Invarianteneigenschaft 
zu, wohl aber geeigneten Combiuationen derselben. Cf. Study, «Methoden . . .* 
S. 175. 

*^ üeber die Verwendung des genannten Processes zur Aufstellung ge- 

wisser ^voller Uiitersysteme" siehe S. 155, von Syzygien S. 165. Neuerdings 
hat Wiltheiss auf die l'cdeutuug hingewiesen, welche der Process behufs in- 
variautiver (iestaltung der Differentialgleichungen für Ö-Fuuctioueu besitzt 
(vgl. etwa Math. Ann. XXXVIlf, bes. S. 23, 1890), und Hilbert hat gezeigt, 
wie man mit ITülfo dos I'rn'-osses allgemein zu Tollen Systemen von Grund« 
formen gelangt (Uütt. ü. bes. S. 6). 
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"Wälirond der Polarenprorcss verhältnismässig früh in der projecti- 
vischen Geometrie auftritt und seitdem allmählich zur Grundlage*) 
dcrsclhen geworden ist, ist es in der FormeuÜieorie erst neuerdings 
gelangen, dem Polarenprocesse auch hier eine führende Rolle in dem 
Sinne zazuveisen, dass sämtliche, sonst noch gebräuchlichen Differen- 
tiationsprocesse anf jenen nicht nur znräckf ährbar, sondeni auch in ex- 
pliciten Foimeln dorch denselben algebraisch aosdnickbar sind. 

Wir nehmen da Tor allem die sogenannten Reihenentwickelnngen*^ 
vorweg, welche dazu dienen, Formen mit mehreren cogredienten Vaiiabelii- 
reihen anf solche von weniger Reihen za rednciren: die einzelnen Glieder 
derartiger Entwickelungen sind Prodncte ans ^identischen" Goyarianten 
(d, h, solciio, die ausschliesslich von den Variabeln abhängen) mit Po- 
laren von den genannten einfacheren Formen. 

Gordan und Clcbsch***) haben zuerst für binäre Formen derartige 
Keductioncn vorgenommen: t'lebsch****) und Cape 11 if) haben, nach 
zwei verschiedenen Richtungen vorgehend, das Problem allgemein be- 
handelt. 

Capellift) gebührt aber das Verdienst, im Sinne der oben foimu- 
lirten Forderang, den Polarenprocess überhaupt in den üittelpmikt der 
gsnzen Formentheorie gestellt zu haben. 

Dies trat bereits fff) bei der Behandlung der fundamentalen Aufgabe, 
die Anzahl aller linear nnabhängigen CoTarianten (eines Systems von Ur- 
formen) von gegebenen Gra^- pnd Ordnungszahlen zu ermittdn, denflich 
zu Tage. ' ' - ' 

In seinen :>päteren f fff ) Arbeitüu geht Capelli allgemein aus von n 

^ M 

•) Vgl. z. B. Thieratr, il»th. Ann.'xXVIII S. 133—151 (1887). 

**) Vgl. II. c, b, 6. ' 

•••) Gordan, Math. Ann. V S. 95-122 (1872). 
ClÄbsch, , Binäre Formen" § 7 (1872). 
Gott* Abh. XVU S. 1-62 (1872). 
t) Siehe^di'« Citate in II. c, b, o. 
Während ClolSsch 'verschiedenstufige Variabein (Determinanten aus cogre- 
dienten Variabeinrcibf|^) einführt, behält Capelli die Reihen von Variabein der- 
selben Art bei. Di» Formeln 0ape11i*8 werden dadurch nbersichtiicher; anderer^ 
seits eignen sich diejeni|r^on von Clobsch besser für geometrische Anwendungen. 
Vgl. die Anmerkung bei Capelli „Foudamenti ..." (1882), S. 3. Wegen der 
verwandten Untersuchungen von Deruyts siehe 11. D, a. 

tt) Massgebend ist hierin die grundlegende Arbeit »Fondamenti . . .* 
(1882). Im übriffon siehe II. c, b, o. 

ftt) Siehe diesen Bericht S. 176, 177. 

tftt) Capelli hat seine vielfach zerstreuten Untersuchungen über diesen 
Gegenstand zusammengefasst in Math. Ann. XXXVII S. 1—37 (1891). Vgl. 
Nap. Rend. XXV S. 134—141 (1886); ebd. (2) I S. 110-115, 236-242 (1887), 
Atü K. Acc. i<;ap. (2) 1 17 S. (1887), Math. Ann. XKIX S. 331—338 (1887). 
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Reihen von v homogenen Variabein (x„x,, x,,), (y,, y,, . ., yO, 
(Sp z,, z,), ... und fragt nach den Gesetzen, durch welche die M 3= n' 
,,elementaien^ Operationen Dxx, D^j, Du, Dy«, Dyy, D,., ... niSt ein- 
ander yerknfipft sind. 

In erster Linie hat man das beikannte (von Glebscb benübrende) 
Gesetz, wonach der „Klammeransdnick^ Dikl>i,n — DimDik stets eine ein- 
fache lineare Function von Grössen D ist. Insbesondere ist, bei vier 
verschiedenen IncHces, Dik mit Dim vertauschbar; desgleichen Dj^ mit 
Dil, Din, mit D,,,,*). 

Nennt mau ferner die N Processe D in irgend einer Koihcnfolirc 
Dp B.,, Dj,, so gilt der fundamentale Satz, „dass sich jede Form F der 
D (die nicht nur durch ihre algebraische Zusammensetzung, sondern auch 
durch die Reihenfolge der operativen Factoren D in jedem Gliede be- 
dingt ist), in die Gestalt setzen lässt 

F=2CD«>D«i... Dn^« 

Es beruht das darauf, dass die Differenz zweier Producto, die aus den- 
selben X Factoren D, aber in verschiedener Anordnung gebildet sind, eine 
lineare Function von Producten aus je nur X — 1 Factoren D ist. 

Nunmehr wendet sich der Verfasser zu dem allgemeinen Problem, 
die allgemeinste Operation F zu bestimmen, welche mit jeder andern 
Operation derselben Art (also insbesondere mit jeder elementaren) ver- 
tausehbar ist. Dies Problem findet seine Lösung darin, dass F eine 
symmetrische Function der n Variabeinreihen wird, welche sich dar- 
stellen ISsst als eine beliebige Form von n gewissen emfachsten, linear 
unabhängigen Operationen, denen jene Eigenschaft der Vertauschbarkeit 
zukommt. Diese letzteren sind z. B. im Falle n=2 die beiden; 

D^;,;— f-Dyy, D y y D j ^ ~f~ D ^ X l^yX^Xy 

Auf dieser Grundlage kann der Verfasser darlegen, inwiefern andere In- 
variantenprocesse auf die Operationen D zurückkommen. Es genügt, 
diese Aufgabe für den Fall der Cayley'schen Operation Q — auf wel- 
cher alle Ueberschiebungsprocesse beruhen — zu lösen**); Qist in sym- 
bolischer Schreibart der Frocess: 



•) Auf einige wenige charakteristische Identitäten dieser Art lassen 
sich alle übrigen I^eziehungen zwischen Polarenprocessen zurückführen. I>as 
sind die charakteristischen Differentialgleichungen für die Po- 
laren. Vgl. Math. Ann. XXXVII S. 4. 

**) Für zwei Reihen bin&rer Variabein findet sich die betr. Formel be- 
reits bei Glebscb, «Bin&re Formen* § 7. 
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wo nachträglich rechter üand jedes Glied ^> — • • • ^ — za er- 

setzen ist durch die nte Ableitung — — ^ . 

fjxi djk ... oy. 

Die Operation ist vertauschbar mit jeder elementaren Dp,, solange 
p und q verschieden sind, während das Product 

A^Q^^(xy ... v)Mjt. (],>()) 
die einfachere Eigenschaft besitzt, mit jedem Dpq, für gleiche und für un- 
gleiche p, q yertauschbar zu sein. 

Der gesuchte Zusammenhang*) zwischen Q und den Po> 
Uroperationen wird durch die elegante Formel angegeben: 



D 



'IT 



'ff 



WO A s= 



7i y» 



i Dvx Dvy . . . n — l-4-r>vv 
Jetzt lässt sich auch die oben erwähnte Operation F in übersichtlicher 
Weise aus Processen von dem Typus Aö zusammensetzen. 

Es sei noch erwähnt, dass man ans den N = n' elementaren Ope- 
rationen ein System von n-|-l solchen derart auswählen kann, dass 
sich durch dieselben jede der andern ganz-rational ausdrücken lässt. 

Auf die Untersuchungen des Verfassers über die lineare Unabhän- 
gigkeit von gewissen der in Rede stehenden Processe gehen wir nicht 
nSher ein; beispielsweise kann zwischen den Potenzen einer und der- 
selben Operation D niemals eine lineare IdentitSt bestehen. 

In anderer Richtung s^t der Polaienprocess bei der Gor dänischen 
Symbolik**) eine grundlegende Rolle. 

Der Einfisehheit halber bescbrSnken wir uns auf den typischen 
Fall einer binären Form mit einer Variabeinreihe Xj, Die Form f, 
welche von der Ordnung in-|-n sei, wird als Prod uct von zunächst zwei 

*) Weitere Darsteliungsformeln gtebt der Verfasser Atti d. iL Acc di 
Napoli (2) 1 17 S. (1888). 

**) Vorlesungen II § 2. Für das temlre Gebiet siehe Math. Ann. XVII 
S. 217—284 iim^ 
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(symbolisdieD) Faetoren aj^, b* aofgefossi Die kte Polare f^k der Va- 
riabelmeihe (7)^7^ 7, bez. f lesnltirt, bis auf einen Zablenfactor, als 
Coeffident von \^ in der binomischen Entwiclcelnng(ax+Xa,)"^(bx+Xb,)", 
somit als eine Summe von k+l ttGUedem** c^O^, wo eine rationale 
Zahl ist nnd 6^ ans ajj'b" entsteht, indem man beliebig p Factoren a« und 
(k — p) Factoren bx wegnimmt, und jeweils durch ay het. hj ersetzt. 

Man hat nun den wichtigen Satz"), dass „nicht nur die 
Differenz zwisclion zwei fJliedern. sondern auch diejenige 
zwischen der Polare selbst und einem ihrer Glieder stets den 
Factor (»jb^ — a.^ b,)(x, — x^y,) besitzt". 

Die wiederholte Anwendung dieses Satzes, zugleich in seiner Erwei- 
terung auf mehr als zwei Factoren von f, führt zu dem principiellen Er- 
gebnis**)^ ^dass sich jedes Glied einer Polare nnd damit jedes S7m- 
boliaehe Frodnct mit zwei Reihen Verftnderlicher (x) nnd (7) 
in eine Summe von Polaren entwickeln lasst, die nach Po- 
tenzen von (x, y^ — XjyJ fortschreitet**. 

Der Satz ist ansdehnbar anf Formen mit mehreren Reihen blnSrer 
Veränderlicher, desgleichen auf das ternäre Gebiet o. s. f. 

Wir gehen über zu der Ausübung des Aron hold sehen Processcs 
anf die Coefhcientencolonnen (pi), (qi), (rj), . . . der linearen (Pnnktr) Trans- 
formation, einer Operation, welclie in engstem Zusammenhange mit den 
Polaroperationen steht. In der That findet sich schon bei A ronhold 
der allgemeine Satz, dass die Coefficienten der (nach den neuen Variabein) 
entwickelten transformirten Urform Polaren der ursprünglichen Form sind, 
nur geschrieben in den j^Sabstitationscolonnen** der (p), (q), (r), ... 

Als eine bedeatnngsrolle Folge hiervon erscheint bei Gram*^ der 
Umstand, dass man f8r eine homogene Invariante J (ehier Reihe von 
Urformen von n Yaiiabeln) ein STStem von n(n — l)f) charakteiistischen 
Differentialgleichongen eihJUt, wenn man dieselbe in den transformirten 

*) Vorlesungen II S. 26. Der Satz stutzt sich auf die Eigenschaften 

zweier „benachbarter" fJliedcr, die dadurch auseinander hcrvorgchou, dass mau 
in einem Factorenpaar ax by die Symhole a, b vertauscht. Pascal hat die Wir- 
kung dieses Processes, für den er ein eigenes Symbol einführt, noch weiter 
verfolgt (Napoli Rend. (2) I S. 200—207, 1887). 
**) 1. c. S. 32. 

♦♦*) Math. Ann* Vll S. 230-240 (1874). 

Der angegebene Satz erscheint andererseits als dire cter Ausfluss aus der 
Definition der Invarianten, wonach sich die transformirte Invariante nur um eine 
Potenz der .SiibstitutioiisdettTminanfe von der tirsprniif(lichen imterscheidet. 

t) Die n weitereu üleichungeu, die bei Aronhold noch auftreten, sagen 
nur aus, dass die Invarianten in den Co^fidentenreibeD der Urformen homogen 
und isobar sind. 
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Coeffidenten schreibt, wodarch J id fibergefae, und Danmehr das Re- 
sultat der anf J, ausgeflbtoD Polaroperatton^ Dpq (p angleich q) gleich 
Null setzt. 

Für binSre Formen hat Bruno*) gezeigt, wie man durch dircctc 
Umformung (kr ühliclien Differentialgleichungen für die In- and Covarian- 
ten zu der obigen Gestalt gelangt. 

Wir wenden uns schliesslich zu derjenigen Modification des Aron- 

Q 

hold*8cheii Proeesses DimSsSai wo die Si, b| die entsprechenden 

Coefficienten von zwei Foniu'n f„, ?p„ bedeuten. 

Schon frühzeitig**) Ixdicnti' man sicli dieser Operation, um den 
BegrifT und die Bildung der Invariante J einer Urform auf mehrere 
Urformen fg, etc. auszudehnen. 

In seiner Anwendung auf Linearformen dient er bei Clebscb***) als 
Fundament der Symbolik, insofern er unmittelbar klariegt» inwiefern die 
Invariante (einer Urform) Tom nten Grade als simultane Invariante von n 
linearem Urformen geschrieben werden kann. 

So lange die Coeffidenten b von den a vSllig unabhängig sind, ist 
es sehr leicht, den Process Db. JssDJ wiederholt aussuf&hran: es ist 
dann nur eine directe „Iteration** erforderlich, d. h. DV wird in derselben 
Weise aus DJ abgeleitet, wie DJ aus J u. s. f. 

Das Letztere ist aber nicht mehrf) der Fall, sobald sich 
die b in irecnd einer (covarianten) Abhängigkeit von den a 
befinden; man stellt dann, wie Gordan entwickelt hat, entweder Re- 
cursionsformeln auf, oder aber, was theoretisch vorzuziehen, man liedient 
sich gewisser Reihenentwickelungen. 

Der Aronhold'sche Process dient bei Gordan auch zur Bogrfindnng 
der ^^Combinanten^^ff); J wird zur ComMnante von f, 9, sobald DJ iden- 
tisch verschwindet, und umgekehrt. 

Die Erweiterung auf mehr als zwei Formen ist leicht zu vollziehen. 

Der Fall, dass auch hier wiederum Abhängigkeit zwischen den Ur- 
formen f, <p, ... herrscht, ist zur Zeit einer allgemeinen Discussion noch 
nicht zugänglich. 

Nur ein specieiler, für die Geometrie wichtiger Fall ist im binären 



*) , Binäre Formen" S. 152. 
Siehe diesen Bericht S, 83. 
) Vgl. etwa die nb ersichtliche Darstellung in »Clebseh-Lindemann*« 

Vorlesungen I S. 183 u. flgde. 

t) Vgl. Gordan'8 Voriesungen II § 5. 
tt) 1. c. § 6. 
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und ternSren Gebiete nntenacht worden, nfanlich der einer Urform f and 
^er solchen CoTaiiante 9, dass man hat: 

Df=cp, D<p = M.f, 
wo M ein constanter (sc. invarianter) Factor ist*). 

Ein specieller Fall des Aron hold sehen Processes, „der Evectanten- 
process", ist für den Aufbau der Invariantensystcine von 13edeutunp: ge- 
worden; man gelangt zu der „ersten'^ £vectaDte von 9, indem man die 
Form f als die reale »xte Potenz einer Linearfonn annimmt, während <p 
in den meisten Fällen eine Invariante J {iten Grades (einer Urform F) 
vorstellt. Symbolisch gestaltet sich die Aasführong einfiieh in der Weise, 
dass man der Reihe nach je eine der \l Symbolreihen von J durch eine 
Variabelnreihe x ersetzt, und dann die Summe aller Glieder bildet**). 

Gordan***) hat eine Anwendung hiervon auf die BüFerentialglei- 
chnngen einer binären Invariante J gemacht, welche den letzteren eine 
direct formentheoretische Bedeutung beilegt. Die Gleichungen lassen sich 
nämlich so uniformen, dass sie aussagen: 

„Die (n — I)te üeberschiebung der Urform mit der ersten Evectante 
von J verschwindet identisch, wiihreiid die nte Üeberschiebung die In- 
variante (bis auf einen Zahlenfactor) rcproducirt." 

Umgekehrt lassen sich auf Grund dieses Satzes die Dififerenüalglei- 
chnngen unmittelbar aulstellen. 

II. C, b, p. 
Der Ueberschiebungs- und Q-Process. 
Auf dem Ueberschiebungsprocesse beruht wesentlich die praktische 
Ausgestaltung der heutigen Formentheorie. 

Allgemein lassen sich die Ueberschiebungen definiren als diejenigen 
simoltanlnvarianten Bildungen zweier oder mehrerer Urformen von beUe* 
bigen Variabdnrmhen, welche in den einzelnen Coefficientenreihen je 
linear sind. 

Das Folgende besdirfinkt sieh der Anschaulichkeit halber auf dn- 
faehe BUle. 

Hat man zwei, dualistisch sich gegenüberstehende Formen Fn(x) und 
^y(u), so bilde man zunächst die kten Polaren von F und <I> bezüglich 

*) I. c. S. 74. Vgl. die Entwickelnniren von Gnndelfinger. Math. Ann. lY 

S. 164-168 (1871). 

1. c. S. 128. Vgl. Study, „Methoden'' S. 41. 

1. c. S. 129 u. flgde. Für temäre Formen siehe Study, gMethoden*' 
S. 170 tt. flgde. 
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zweier neuer Varia bei nrcihcn (y), (v), und denke sich dieselben nach Po- 
tenzen und Prodncten der letzteren entwickelt. 

„Die kte Ueberscliiebung von F über t]) ergiebt sich hieraus, wenn 
man je zwei entsprechende ('oefficienten der gemeinten Entwickelungen 
mit einander und dem bezüglichen Polynomialcoefficieaten multiplicirt'''}, 
und die Summe dieser Producte bildet." 

Die symbolische Schreibart gewählt die knappste Wiedergabe des 
geschilderten Vei^üiiens. Sind Fa(x)sBBjJ, und 4>y(n) = n^ die gege- 
benen Fennen, also a^'^'a'^ resp. u*'~'^vi' die kten Polaren, so hat man 

für die kte Ueberschiebung von F über <!> den Ausdruck: 

(F. = aJ-''u^-»'(aot)''. 

Man hätte diesen Ausdruck aber auch symbolisch so entstehen lassen 
können, dass man in dem Prodacte F4> = a^a'; k-mal hintereinander 

em Factorenpaar azUa durch den „Klammerfactor*' (aa) eisetet hätte, oder, 
nm mit Gordan**} zn reden: 

„Die kte Ueberschiebung zweier Formen 

F(x) = a;;, (I>(n) = u; 

geht durch k-malige Faltung des Productes F(I> hervor'^. 

Es ist indessen für manche Untersuchungen zweckmässig, die in 
Rede stehende Ueberschiebung zu vcrallgemeincm. 

Um dies etwa am temiren Gebiete zu illustriren, so gehen wir jetzt 
von drei Formen mit den cogredienten (Punkt-) Variabein (x), (y), (z) aus: 

Fa = a;> Öp = *»;> H,=:cj, 



*) Führt man mit Clebsch und Sylvester „präparirte" Urformen ein, bei 
denen die Quadratwurzeln aus den Polynomialcoefficicnten als numerische 
Factorou eingehen, so wird die Ueberschiebung dire et die Summe aus den 
Prodncten je zweier homologer Goef&denten. Die InTariaateneigenschaft der 
Ueberschiebung deckt sich dann damit, dass die beiden Ooeflficientenreihen zu 
einander contragredient sind. 
*•) Vorlesungen II S. 33. 
Hat man im temären Gebiete zwei Formen, welche neben den z noch die 
u enthalten: f^^asg^u^, 9^^^x^ß* ^ ist jede Ueberschiebung Ton f und 

<p symbolisch dargestellt durch aJbJCabu/'Coßx)'*^**»!!^^^?» r,-hr,4-r»«r 
ist, u. s. f. 

aj ag a3 [ 

Hier bedeutet a^ssaißi+aaßj+aaßs, (abu)= bj bg bj | etc. 

Ui ua ua I 

Diese üeberschieljiingtMi kann man sämtlich durch „Faltung" aus dem 
Prodncte fcp hervorgehen lassen, indem man eine <^eoigncte Anzahl von Malen 
die Factorenpaare aaU^, bx"« , axbx , u«u ^ ersetzt resp. durch a^, ba, (abu), («fix). 
(Gordan, Math. Ann. XYll 6. 217—233 (iböl).) 
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und wenden aaf das Product FGH k-mal den Process der „Faltung* an, 

indem wir jeweils ein Factorentripel a^byC^ durch den „Ivlammerfactor*' 
(abc) ersetzen, so nennen wir das Ergebnis ebenfalls die „kte Ueber- 
achiebung'* der drei Formen: 

(F, G, = (abc> aJ-'^bP-^cj-k. 

In der That llsst ndi hieraus rfickwiits durch symbolische Spedalisimng 
der Mheie (E, O)^ wiedergewinoen. 

Man nehme zuvorderst die Ordnungen p and q dnander gleich, 
= y, an, und unterwerfe die Symbolreihen der h, c der Bedingung, dass 
das Product hyC^ eine altenüiende Form derselben wird, d. h. dass alle 
Verbindungen der b, c ausser den (bjCk — bkCj) = ai verschwinden. 

Damit treten denn auch die y, z von selber nur in den analogen 
Verbindungen (yiZ^ — ykZi)=Ui ein, und das Product byC,. geht über in 
die Liuearform u« (also b^c^»' in up, der Kiammerfactor (abc) in (aa), 

und endUch (F, 6, in (F, O)''. 

Die geschilderte Verallgemeinerong ISsst nunmehr die innige Ver- 
wandtschaft zwischen Ueberschiebungs- und Q -Process mit Leichtigkeit 
eikennen. Um beim tem&ren Gebiete zu bleiben, so ist der Q- Process 
hier in ausgeschriebener Gestalt: 

d\dy^dz^ dx^dy^dz^ dx^djßz^ dx^dj^dz^ 

c'x.jc'yjC'Zj dx^dy^dz^ 
Die Ausübung des ß-Proccsses auf ein (symbolisches oder reales) Pro- 
duct ajJbPcJ liefert sofort np^(abc)aJ~*bP~Uj-^, und die k-malige An-: 

Wendung desselben 

. " • . • -3^-~:xr • (abc/a^-i^bP c;*-»' . 

(n — k)! (p — k)l (q — k)! ^ ' « y « 

Es gilt somit der fundamentale Satz*): 

„Der Q-Process ist, angewandt auf ein Product a^JbPc^..., 

bis auf einen Zahlenfactor, äquivalent mit dem Faltungspro- 
cesse, und die k-malige Iteration des Ü-Processes ist in gleicher 
Weise äquivalent mit der kten Uebersclii ebung". 

Damit ist aber auch nach Froherem der Zusammenhang zwischen 
Uebefbchiebnng nnd Polaienpiocess fesfigelegt. 



*) Vgl. die leicht zu verallgenKM'nonule Darstellung bei Gordan, Vor- 
lesungen 11 S. 22, 23. Vgl. auch Yivauü, Pal. Kend. IV S. 261—268 (1890). 
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An den üeberscMebiingsprocess lassen sieh nun nach Gordan*) 
analoge Entwickelangen anknfipfen, wie an den Polaienprocess; das lei- 
tende Princip ist wiederum die Ausübung der üeberschiebung auf zwei 
Producte syuibulischer Factureu: das Resultat ordnet »ich dudurcli von 
selbst als eine Summe von Gliedern. Die Differenz zweier Glieder, wie 
aucli die Differenz zwischen der Üeberschiebung und einem ilirer üliedery 
ist durch gewisse Klammerfactoren teilbar. 

Daraus wird successive der Satz abgeleitet, dass 7,Jedes Glied einer 
üeberschiebung sich selbst durch eine Summe von Uebersdiiebungen dar- 
stellen iSssf*, und daraofhin schliesslich aach „jedes symbolische 
Prodnct als Summe von einfachen (d.h. nnr noch zwei Sym- 
bole enthaltenden) Ueberschiebnngen*'. 

Ausgezeichnete Beispiele von Ueberscbiebungen sind die „Functional- 
deteiminante'^**) von m Formen (mit m homogenen Variabein), sowie 
als besonderer Fall derselben die „Hesse^sehe Detenninante*****), wenn 
jene ra Formen das ganze System der ersten Ableitungen einer und der- 
selben Form ausmachen. 

Die Auflassung der Üeberschiebung bei Stroh als einer ^Ver- 
knüpfung" zwischen Grössen, und insbesondere die Fruchtbarmachung des 
„associativen'' Gesetzes für die Theorie der Syzygien (im binaren Gebiete) 
hiü>en wir früher f) kennen gelernt. 

Desgleichen ff) die fundamentale Eigenschaft des Q-Froceeses, wie 
sie Gordan, Mertens, Hilbert verfiDlgt haben, dass man bei geeignet 
oftmaliger ^ederholnng desselben ans einer beliebigen, homogenen and 
isobaren Form der transfbrmirten Goefflcienten eine Invariante der Urform 
inen erUUt. 

Die üntersucbung der Bedeutung des Versehwindens einer üeber- 
schiebung ist die Quelle der Apolaritätstheorie geworden, die ilnerscit.s 
wiederum mit der der Combinantcn auf das engste verwachsen istfff). 

lu anderer iüchtung ist eben dieses Verschwinden einer (binären) 



•) Vorlesungen II § 3. Math. Ann. XVII S. 217—234 (1881). 

**) Wegen der Beziehungen zwischen Fnnctionaldeterminanten vgl. II. D, b. 
Eine Anwendung derselben trat schon bei der Herleitung von Syzygien hervor, 
siehe S. 105. 

***) Bezüglich der Formen, deren Hease'sche Determinante identis<ft ver- 
schwindet, vgl. II D, d. 

t) S. 1G6. 

t+) S. 147. 

ftt) Vgl. II. D, b. 



Digitized by Google 



II. C, b, ^. Der Ueberschiebungsprocess. 



209 



Ueberschiebang neuerdings ffir die Theoiie der linearen Diffarmitialglei- 

chungen von Bedeutung geworden. 

Die Gleichung (f, cp)'' = 0 stellt bei festgehaltenoin eine lineare 
Differentialgleichung k ter Ordnung (mit ganz - rationalen Functionen als 
CoeMcienten) für die Form f(x,, x^) dar. 

„Aber auch umgekehrt ist es möglich, die linke Seite je- 
der vorgegebenen linearen Differentialgleichung k ter Ord- 
nang von einer unabhängigen Variabein x mit rationalen Coef- 
ficienten mittelst Homogenisirnng als das Aggregat einer An- 
zahl Ton Vebmehiebiuigen einer Fanetion f mit einer Reihe von 
Fnnctionen (p, 'f', 9", ... zu schreiben.*' 

Dies ISsst sich, wie Waeisch in letzter Zeit gezeigt hat*)» folgen- 
dennassen einsehen. In der vorgelegten Differentialgleichung 

Py(k)-|-Qy(k-1)-|-... = 0 

setze man x^— ^ , so nimmt dieselbe bei Anwendung des £uler'- 
sehen Satzes über homogene Functionen die Gestalt an: 

WO die A Formen von einer und derselben Ordnung v bedeuten. 

Nimmt man nun symbolisch die Unbekannte y als eine Form a^ (- n) 
an, so wird die linke Seite zur allgemeinsten Form in zwei cogre- 
dienten Variabeinreihen Xj, x^^; — a,, a, . Entwickelt man nach Clebsch 
und Gordan in eine Reihe, die nach Potenzen von a^ fortschreitet, so 
geht die ursprüngliche Differentialgleichung in der That, wenn man noch 
n-|-vsm setzt, über in: 

wo die 9 beliebige Formen der bezeichneten Ordnungen, und die c Zahlen- 
coefficienten sind, übef welche man noch geeignet verfugen kann. 

Setzt man hier die unsymbülischen Ausdrücke für die einzelnen 
Ueberscliiebungeu oiii, und nuicht schliesslich x.^ wieder gleich der Einlieit, 
so gelangt man zur ursprünglichen Gleichung zurück. 

Die geschilderte „Norniirung-^ der linearen Differentialgleichungen 
dient vor allem dazu, specielie Typen derselben übersichtlich zu cluirak- 
terisiren: insbesondere erweist sie sich als vorteilhaft, wie Hilbert**) au 

*) Prag. Abb. i8;>2. S. 78—99.- 

n Dissert. Königsberg (1885), Math.Ann. XXX S. 15-29 (1887), XXVIII 

8.381-446 (1887). 

IVrrin, S. M. F. 15. XVI S. 82—100 (1888). 

llirscii, DissiMt. Künigshorg 1892. 

Jabresber. «1. Deut«clieu Uatliem.-Vereiuiguog. 1. .1^ 
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einzelnen nuien ansgefuhrfc hat, ^renn es sich dämm handelt, die ganz- 
rationalen LSsungen einer solchen Gleichung zu ermitteln. 

So hatte schon Pick*) der gewohulichen Lame^schen Differential- 
gleichung die Gestalt erteilt: 

(?.()' = 9j- 

WO eine Cimstanto , uiiJ das Product f^i mit der Otcu Ueberschie- 
bung (cPq, f)" äquivalent ist. 

Ersetzt man hier die Formen 9^, cp^j durch cp«,, cpm—i O'O" den 
Ordnungen m, m — 4), so hat man nach Klein**) die „allgemeine-' 
Lame 'sehe Differentialgleichung vor sicli. Die letztere wird zur allge- 
meinen Differentialgleichung zweiter Ordnung, sobald man in der Form 
9a gewisse (reale) Lineaifactoren einander gleichsetzt. 

LSsst man dagegen in der obigen allgemeinen formentheoretischen 
Gestalt der Differentialgleichang f ^ne wirkliche Form ^ der Ordnung 
. ir(^n) bedeuten, so wird die linke Seite der Gleichung eine Form 
Ton der Ordnung (jissn+v+ic — 2ns=s>vH-i( — n. Es entspricht dann 
nicht nur jeder Form fjj eine Form F„, sondern auch „jedem linearen 
System von Formen ein lineares System von Formen F„". Waeisch***) 
gründet hierauf eine speciiischc Theorie von geometrischen Abbildungen. 



n. 0, b, -y. 

Snbstitutioii Ton nieht-homogenen Bifferentialqnotleiiten. 

Haben wir soeben walirgenommen, wie vorteilhaft es sein kann, 

eine Differentialgleichung auf eine (homogene) invariantentheoretische Nor- 

nialfuriu zu bringen, so erweist es sicli auch umgekehrt für manche 
Zwecke als sachgemäss, z. B. behufs Bildung der Differentialgleichungen 
für die invarianten Bildungen, die Urformen und dereu Differeutialq[UO- 
tienteu iu nicht homogener Gestalt anzusetzen. 

Sei f = a^x"-4-^^^ a, x^-^+'^+an eine hin&re Urform, so bilde 

man sich die Grössenreihe: 

1 df 1 d'f L 

— ^' ~ 'n ~K' Kn-l) d)^' ""^ ül dx«"' 

Dann hat Bruno lÖöO den wichtigen Satzf) aufgestellt: 

•) Wien Ber. Juli 1887 19 S. Math. Anu. XXXVIII S. 139-148 (1891). 
Siehe auch Halplion, Traite des fonct. ellipt. T. U 1888. 

**) Gott. N. März 10i»0, S. 85—95. 
Math. Ann. XXXVIII 8. 144—152 (1891). 

***) 1. c. 

+) C. n. XC S. 1203—1205, Journ. f. Math. XC S. 18(i-188, Am. J. Iii 
S. 151 — IGi, ilulli. Aim. XVllI S. 280-288 (1881). 
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„Vertauscht luaii in dem Leitgliedo einer Covariante C 
von f die Coefficienten a| mit den fj, so geht vermöge dieses 
Processes C^^ in C über." 

Die Ausdehnung auf eiu System von Urformen macht keine Schwie- 
rigkeiten. 

Die vorliegende Erscheinung ist, wie Hilbert*), der dieselbe weitet 
▼erfolgt hat, betont, die gemeinsame Quelle*^) einer Reihe von einzebien Me- 
thoden Früherer: so der Gayley'schen Herleitnng der Coefficienten von G 
ans dem Leitgliede G^, der Robert ansehen Rechnung mit den Leitgliedem, 
den Gayley' sehen IMfferentialglelchnngen fnr die In- nnd CoTarianten. 

Letztere nehmen aber jetzt eine insofern einfachere Gestalt an, als 
sich ihre Anzahl anf eine einzige redneirt, vermöge des Satzes: 

„Jede ganze, isobarc Function C^^ der einseitigen Deri- 
virten fi , cp^, vom üewiclite p, welche in jenen Grössen 
honiofr(Mi resp. von den Graden g, ... sei, ist eine simultane 
In- oder Covariante der f, ^, von der Ordnung 

m=sng+VY+*** — 2p, 
sobald sie der Differentialgleichnng 

genügt". 

Der Grundgedanke des Beweises von Bnmo ist folgender: Ist tf eine Form 
der fi', so ei^iebt die Mac Laurin^sche Entwickelung : 

9 9 Ö 

wo S den bekannten Differentiationsprocess (»80 — h 2a, -H-da«? — H««« 

cJai ooa ©83 

bedeutet, und die Klammern aussagen, dass hinterher x gleich Null zu setzen 

ist. Für die Govarianten einer biuäreu Fonn f gilt aber nach Cayley eine 
ganz iibiilichc Eutwickeiuugi denn ist ^ eine solche, mit den Coefficienten 
Co, cj, . . . , cui, 80 hat man; 

4* = Cin -h XOCm -f- Y'^T 

Die Vergleicbung beider Entwickrlun^en liefert aber sofort den Satz des Textes. 
Sylvester hatte den Satz, unabliiiiigig von Bruno, gefunden, erkennt aber Arn. 
J. II S. 357 die Priorität des Letzteren an. Vgl. auch Stroh, Math. Ann. XXII 
8. 402 (1885). 

*) Dissertation Königsberg (1885), Math. Ann. XXX S. l.'i— 29 (1887). 
••) Gifbt man in dem Satze des Textes der willkürlichen Variabein x 
den Wert irgend einer Wurzel der Gleichung f=0, so erh&lt man einen Satz, 
den Brioschi mit Erfolg zur Transformation der Gleichung verwendet hat (Math. 
Aon. XXIX S. 327—330 (1887)). 

14* 
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Eine der wichtigsten Folgen dieser Datstellnngsart ist olfenbar, dass 
jede Relation zwischen In- nnd Covarianten eines Formensystems in eine 
Differentialgleichung übergeht. Hilbert hat bemerkenswerte An- 
wendungen*') hienron gemadit. 

Ferner ist man nunmehr weit efier als vordem in der Lage, In- 

und Covariaiilon fiir sptcielle vorgelegte Urfurinen auszuwerten. 

Eine weitere Vervollständigung erfährt die Theorie bei Hilbert, 
weuu mau ueben dem Processe D noch deu weiteren A einführt: 




Die Ausfibnng des Processes A auf eine (Isobare) Form der fi 
kommt einer Differentiation nach der Variabein x gleich**}. 

Zwischen den Opeiationen D nnd A nebst ihren Viederholnngen 
herrschen Anlache Becursionsgesetxe von der Art: 

D^A» = A'Dk-hCjA»->D^->4-c,A»-«D*-»-+--, 

AID" = D''A'-|-djD''-»A'-^+cl,D''-2^'-2-i-..., 

wo die e, d numerische Factoren sind. 

Hierauf stütyA sich eine Erweiterung des Begriffes der Co Variante 
(und der Ueberschiebung). Eine (isobare) Form F der f, , '^k, ... heisse 
eine Semico Variante vom Hange r, wenn in der Reihe der Bildun- 
gen DF, D'F, ... die (r-hl)te die erste identisch verschwindende ist. 
Zufolge der obigen Formein besitzt dann F die Ordnung m+r in x. 

Eine Semicovariante vom Range Noll ist eine gewöhnliche 
Covariante (nnd umgekehrt). 

Es ist von Bedeutang, dass eine solche Form F vermöge der Pro- 
cesse D ond A ans Covarianten erzeugt werden kann. 

Gonstmirt man nämlich den Ptocess: 

ri-ssi ^ AD-f- * - A'D* — h.... 

so resultircn in den Bildungen [F], [DF], [D^'F] r+l Covarianten, 
F("), F^'), F^'*^^. „Dann ist die Semicovariante F vom Range r 

*) Math. Ann. XXX 1. c. S.21 u. folgdc. Vgl. II. D, d. Vgl. oben S. 128. 
•*) Dieser Satz hängt unmittelbar mit dem bekannten zusammen, wonach 
eine isobure Form der ui, welche den beiden DiiTereutialgleichuiigen D = ü, 
i\ = 0 genügt, eine simultane Invariante der f, 9, ... ist. Nach dem Haupt- 
satze des Textes kann sie sich dann nicht ändern, wenn man die ai mit den 
fi vertauscht, und kann demnach auch als Form der fi die Variable x nicht 
enthalten. Ein entsprechender Satz gilt übrigens auch nach Mac Mahou für 
BecipTOCAoten, siebe 11. 0, c, 
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darstellbar als das lineare Aggregat*): 

Der Frooess [] spielt dabei die Rolle einer Verallgemeinerong 
der Ueberschiebang, und geht in letztere, nimlich in (f, 9)1' über, 
wenn man ffir die Form F das Product f^'i>^ substituirt. 

Perriii**} luit Siitzc dieser Art auf das terniire und höhere Cicbiete 
ausgedehnt, und dieselben in Beziehung zu seiner Darstellung associirler 
Systeme gesetzt (jsiehe S. 157). 



n. C, b, 8. 
ReihenentwiekeluDgen. 

Specialisirt man die Capelli'sche Formel für den Zusammenhang 
zwischen il- und Poiareuproccss. indem man nur zwei binare Variabeln- 
reihen x^, x^j y^, zu drunde legt, und wendet sie auf eine Form 

m n 

f(x;y) an, so erliSlt man diejenige Relation, auf welche Clebsch und 
Gordan***) ihre Reibenentwickelang der Form f(x; y) nach Potenzen von 
(xy)s Xj y^, — x^y, aufgebaut haben, nämlich 

1. f = ADfH ^(xy)ßf, 

ra-j-l ^ ^ 

wo die drei Processe D, fi die Bedeutung haben: 

Qi Lf JJ^ 

mn V öxjöy, öy,öx, / 
Da die Formen Df nnd Qf die y za niedrigerer Ordnung enthalten, 
als f, so wird man bei wiederholter Anwendung von I schliesslich alles 
anf Formen in x^, x, allein znrfickffihren. Denn nach gehdiiger Znsam- 
menziehung kommt: 

II. f =r A"D"f-ha, (xy)ii«-»D''-U>f-f-a, (xy)'A''-2ü"-»ö«f-t-... 
Die Keilie bricht beim Glicde ti'"f von selber ab, da Ü'"+'f identisch 
verschwindetj die Formen D"f, D°~^2f, D"~-i2"f hängen allein von 
den X ab. 

„Diese £ntwickelung von I nach Potenzen von (xy), wo 

*) Hierauf berabt der Beweis von Hilbert über die Anzahl linear nnab- 
hlngiger invarianter Bildungen. Siehe diesen Bericht S. 170. 

••) S. M. F. Hull. XVI S. 82-100 (1888). 
***) Siehe Clebsch, , Binare Formen** § 7. 
Qordan, Vorlesungen II S. 23. 
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die Cocf firionten Polaren von Functionen der x sind, ist eine 
eindeutige ^*). 

Dnivh Vermittelong symbolischei Darstellnng lassen sich die Glieder 
rechterhand anch als einfiiche Uebeischiebungen schreiben. 
Setzt man 

= W == a;;'+", E, =s D»-iöf = 

Ej = D"+-Q=f = c;«+»-» etc. , 

so gehen die einzelnen Glieder der rechten Seite unmittelbar über in die 
nte, (n — l)te, (n — 2)te, ... Ueberschiebung von E^, £j, E,, ... mit der 
Form (xy)". 

Es ist aber ungleich zwecfcmSssiger, die Urform f von vom herein 
symbolisch anzusetzen: f=sr^*s^% wo dann immer erst geeigneten Pro- 
dncten der Symbole r und s eine reale Bedeutung zukommt. 

Dann werden die Formen E direct**) durch den Faltnngs- 

process (sc. mit nachträglicher Gleichsetzung der x and y} 

gewonnen: 

V _ rrngn E. = (rs) r'n-^ s"-^ E., = (rs)-r'" -s"-« ... 

0 xx' 1 ^'X X' 2 v^x x" 

Die theoretische Bedeutung der Rcihencntwickolung liegt auf der Hand. 
Denn es folgt darans, dass die Fonn f mit zwei Reihen cogredienter 
Veränderlicher, hinsichtlich des Systems ihrer invarianten Bildungen, 
vollständig ersetzt werden kann durch die Reihe der n-hl Urfor- 
men £ („Elementarcovarianten*^ nach Gordan), welche nur noch 
von einer Vaiiabelnreibe abhängen. 

Das Entsprechende gilt f&r eine Form f mit mehr als zwei Yariabeln- 
reihcn, indem man das geschilderte Verfehren genügend oft wiederholt. 

Man kann aber auch uumittelbar zu einer analogen Formel für eine Form 
f mit zwei ternären, . . . Variabeinreihen , ••.)? ("^p ""^s ) gelangen. 

Specialisirt man nämlicli mit Clebsch***) f zu x'°yj|, und fuhrt dann 
symbolisch die linearen Ausdrücke ein: 

80 geht die Differenz (xy) über in (rts^ — ^»i^d^ Elementar- 
covaiianten lassen sich ersetzen durch die Reihe: 

_____ +0 ^s?» *« = ^'^^^fK^^i—^i^df • 

*} Die Eindeutigkeit ist dabei so zu verstehen, dass es keine zweite 
Entwiekelung nach Potenzen von (xy) giebt, bei der die Coefficienten Polaren 
von Formen einer Variabein waren. 
**) Gordari, Vorlesungen II § 7. 

***) Gott. Abb. XVII, insbes. S.22. Vgl. Gordan, Math. Ann. V S, 95—122 
(1872), wo zugleich Entwickelungen für die Polaren der «Blementarcovariaaten'' 
gegeben worden. 
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Clebsch'") hat auf Grund dieser Entwickeiung einer Form r^s^ 

den fundamentalen Satz nachgewiesen, ^dass man sich bei Aal- 
stellang des Systems von invarianten Bildungen, welches zo 
einer Reihe von Urformen in den Variabelnreihen (x^ ... Xo), 
(Ji y«)) (^1 ^a)} gehört, beschr&nken darf auf eine ein- 
fachere Reihe von Urformen, welche von jedem „Variabein- 
typus" der Art: 

Xj X|t X] 

Xi Xb 1 I 

Xi, Pik 



> Piki = yi yk yi 



höchstens je eine Reilie eiitliiilf*. 

In der That gilt die soobon orwälinte Rcihenentwirkchin^ auch dann, 
wenn die zwei Reihen irgend eines und desselben „Typus* vorstellen. 

Diese einfacheren Urformen, welche die ursprunglichen vollständig 
ersetzen, können ausserdem nocli so**) gewählt werden, dass sie den 

Differentialgleichungen ^-g 5 = 0 genügen, wo diepi^i..., 

dpiw ...dpi'k'i'*** 

Pi^ki'-** dualistisch sich gegenüberstehende Yariabeln bedeuten, und die 
Summe sieh auf alle Paare dieser Art zn erstrecken hat. Hat man also 
etwa nur Punktvariable x und die contragredienten u, so ist die fragliche 

Summe einfach ^-^ — <r— • 

OXiOUi 

Bei Gordan***) erscheint der Process der Reihenentwickelung als 
das weittragendste Hälfemittel der symbolisdien Rechnung. Wir erwähnen 



•) 1. c. § 12. 

**) Forsyth hat ueuei(lin[r< Quart. .T. XXIII S. 102—138 (1888) für solche 
^reducirten Systeme" eine Keiiie von Beispielen durchgeführt, und dubei ins- 
besondere nach dem Vorgange von GlebBch constatirt, dass die Anzahl der in 
den reducirten Formen auftrctrndi-n v illkürlichen Cuefficienten genau überein- 
stimmt mit denjenit^on der urspruiiglioheii FnumTi. 

Mertens hat reducirte Formen des quaternuren Gebietes zur Aufstellung 
voller Systeme von Grundformen verwendet. 

(Wien. Ber. XCVUl S. nOl— 739, ISSI), sowie spätere Arl'nton ebda.) 
froriiau hat in seinem Programm, Anhang (1875), den BcgrilV des Reducirten 
noch weiter geführt. Man betrachte in der Determinante derGrössen(x,, Xj,.. . ,Xn), 
(yi»y»»'">yn)> (^i^ ^•-r ...,»»),... einige Reihen als willkürliche Variabein, während 
die andern, wie beimii-Process, symbolisch durch die cntsprechenfl<>n Differential- 
c|uotienten ersetzt werden. Alle derartigen invarianten Aggregate, gleich Null 
gesetzt, stellen Differentialgleichungen dar, welchen die „reducirten Formen" 
unterworfen werden können. Hertens madit von diesen Processen den wei- 
testen Gebrauch (1. c). 

Capelli hat in seinen »Fondamenti" (1882), ein System einfacher Polar- 
operatiouen an die Stelle der eben erwähnten gesetzt, desgleichen Deruyts in 
seiner „Theorie generale des formes alg." (1891). 

***) Entsprechendes gilt von den temären £ntwickelungen Study'a. 
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hier flwa die Metbodo, die linear onabbäiiLrii^en (oder „asyzygeüschen^) 
Covarianien, vorgegebenen Grades, von einer Urform zu berechnen; die 
DarstelluDg der Covarianten in den Wurzeln der Urform, den Beweis des 
Hermite^schen Reciprocitätsgesetzes, sowie den Nachweis ffir den Fan- 
damentalsatz der Symbolik, dass jede CoTariante als Aggregat von sym- 
bolischen Pröda cten voigeschriebener Gestalt geschrieben werden kann. 

Ifit der Änsdehnnng der Glebseh-Gordan^schen Reihenentwieke- 
hing anf Formen mit mehreren cogrcdiontcn Kcihcn von n Variabein hat 
sich insbesondere Capelli beschäftigt. 

in n 1 

Für eine temäre*) Form etwa, mit drei Reihen: l(x; y; z) kommt, 
wenn (xyz) die Determinante der x, y, z ist: 

f = (xyz> DJ^DJ, C^l ^'j ""^y ^) (ji-Hv-i-p = 1). 

Hier sind die Covarianten, welche nur die x, y enthalten; sie 
entstehen ans f in der Weise, dass 

WO die k nnmerische Factoren bedeuten, 0 innerhalb gewisser Grenzen 
variirt, und die Exponenten x in bestimmter Art durch die Zahl 0 be- 
dingt sind* 

In seinem ersten Beweise*) bedient sich Capelli der Aronhold'- 

schen Symbolik. Indem er von dem Specialfallc 1=1 ausgeht, setzt 
er zunächst die Zerlegung an: 

ru n 1 

f(x; y; z) = a-bjz = D„y-HDy«4;H-(xyz)(abc)H, 

bei welcher die Formen 9, H die Variable z nicht mehr enthalten. 

Die Untersuchung des diophantischen Gleichungssystems zwischen 
den Exponenten der symbolischen Factoren a^, ay, b^, by, Cx, Cy in ^ 

und <]/ zeigt, dass letztere zwei Formen sich je aus einer bestimmten An- 
zahl linear unabliäniriger zusammensetzen, welche direct aus der Form 
äx'bxC^ durch Polarisation nach den y hervorgehen. 

Hieraus leitet man successive die oben angegebene allgemeine Formel 
her, indem man beide Seiten der Darstellung für a, bjCs mit weiteren Fac- 
toren Cj, multiplicirt. 

Der Verfasser hat seitdem fortgesetzt an der Vereinfachung des Be- 
weises gearbeitet**). Es hat sich ihm allm&hlich ergeben, dass der Satz 

♦) Capelli, Balt. G. XVIII S. 17—34 (1880). 
•♦) .Fondamenti« 1882: Rend. Pal. I S. 1—6 (1886); 

Math. Ann. XXX VII S. 1—37 (18S)1); 
. Bend. Acc. L. Vil S. 161—167 (1891), ebd. S. 3—9 (189^. 
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Verbindangen ui = 



selbst nicht sowohl der Formentheorie, als der abstracten 
Theorie der Polaronproeesse D als solcher angehört. (Siehe 
oben S. 200 — 202.) Als Hanptmomente des neuesten Beweises treten 
«nf: erstens, dass die Differenz zwischen zwei Productcn aus denselben X, 
Operationen D, welclic sicli nur durch deren Reihenfolge unterscheiden, 
aus Prodncten von weniger Operationeu D liuear componirbar ist. sodann 
die linoare ITnahhSngigkeit zwischen gewissen dorartigen Vroducteu, end- 
lich die Zurücicführung des Ü-Processes auf Processe D. 

Ein besonders oft zur Verwendung Icommender Unterfall der fint- 
in n 1 

wiekelnng von f(x; y; z) (um heim temSren Typus zn bleiben) ist der- 
jenige, welcher entsteht, wenn ns=l und zudem die y, z nur in den 

y. 2,1, 

1 anftreten, d. h. wenn die Urform f nur 

yi Zl 

von den Variaboln x und deren contragrcdicntcn u cabliängt. Clebsch 
nennt dann f einen »Connex'**). 

Diese Connexe f erlauben eine directcrc Beiiandlong, wie Gordaif'"^) 
schon 1872 auseinandergesetzt hat; f lässt sich in eine endliche Reihe 
nach Potenzen von «x — n, Xj-hn^Xj-f-UjXj entwickeln, derart, dass die 
Coeffidenten ^Normalconnexe^ werden, d. h. solche, für die eine gewisse 
Zwischenform identisch verschwindet. 

Um dies klar zu machen, folgen wir der Darstellung bei Study^). 

Ist f symbolisch gegeben durch a^ul, so ergeben sich durch Fal- 
tung: A^f = (aa)aj-'' uj^-'' (k = 1, 2, ...), d. s. dio einfachsten Uebcr- 

schiebungen von f; verschwindet insbesondere Af identisch, so heisst f 
ein „T^ormalconnex**. 

Es wird zuvorderst nachgewiesen: 

I. ^dass jeder Connex mit den Ordnungszahlen m, n eine (in den 
Coeffidenten von f) lineare Covariante mit den nämlichen Ordnungszahlen 
besitzt, welche ein Normalconnex ist<*. 

In der That stellt das Aggregat: 

I. =sf^-a,u„Af-ha..u^i-f-h... 
für irgend welche (rationalen) Zahlenfactorcn a eine lineare Covariante 
von f mit den Ordnungszahlen m. n dar. 

Hier lassen sich die a vermöge Recursion eindeutig so bestimmen, 
dass AO^ = 0, also ein ^^ormalconnex ist. 

•) Gött. N. 1872 S. 429—441», Math. Ann. VI S. ^OÖ-iM.-) (1872). 
Vgl. Clebsch und Gordan, Math. Ann. I S. 359— 40ü (1869). 
Math. Ann. V S. 1)5—122, bes. §§ 4, 5. 
) „Methoden" II § 3. 
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Der biermii bewiesene Satz I wird jetzt der Reihe nach, genau wie 
auf f selbst, angewendet anf die Bildungen Af, A% wodnrch die 
^Elementarconnexe G^, Gp G,, ... erzengt werden. 

Nanmebr setzt man in Shnlicher Weise das Aggregat an: 

U. G„4-b,UxG,-}-b,u^G,-+— • • 
nnd sncbt dasselbe durch geeigiieto Bestimmnng der Zahlencoefficienten 
b mit der Urform f zu idcntificiren. Das gelingt wiederum auf mir eine 
Art, insofern die bj durch Auflösung eines linearen GleicUungssystemes 
berechnet werden. 

„Somit lässt sich jeder Conncx f(x; u) in eine, nach Potenzen von 
fortßcli reitende I^eihe entwickeln, deren Coefficicnten Normalconnexe sind^. 

Zugleich wird dem Beweise selbst die wichtige Folgerung entnom- 
men, dass die Coefficienten der Elementarconnexe Gf — bis anf die Be- 
schränkung, welche ihnen durch das Bestehen der Bedingungen AGi =s 0 
anferlegt wird — von einander unabhängig sind. 

Study hat die Theorie solcher Reihenentwickelnngen durch Herein- 
Ziehung der Dualität noch übersichtlicher gestaltet. 

Nennt man mit Rosanes*) zwei Connexe f = a™u", g = b"u™ 

^conjugir t"^ j wenn die simultane Invariante 

[f, g] = a-b» 

verschwindet, so zeigen die Reihenentwickelungen (nach Elemeutarcon- 
nexen) zweier Connexe mit den Ordnungszahlen m, n bez. n, m die 
merkwürdige gegenseitige Zuordnung, «dass jedes Glied uj^Gi der einen 

Reihe conjugirt ist zu jedem Gliede uJ[Gic der anderen Reihe, mit Aus- 
nahme des Falles, wo die Indiccs i. k einander gleich sind. 

(ianz ähnliche Sätze gelten für die Reihenentwickelangen für Formen 
mit zwei cogrcdientcn V'ariabelnreihen. 

Study hat ferner nachgewiesen, dass die erörterten Entwickelungcn 
ihre wesentlichen Eigenschaften beibehalten, auch wenn der vorgelegte 
Connex f nicht mehr ein allgemeiner, sondern seibsi ein normaler ist**). 

Derselbe Verfosser hat endlich, vermöge eingehenden Studiums der 
durch die Snbstitutionscoelficienten repräsentirten Mannigfaltigkeit nnd ge- 
wisser in ihr enthaltenen invarianten Untergebiete, den Reihenentwickelun- 
gen eine geometrische, oder besser gesagt, begrififliche Bedeutung unter- 
gelegt***). 



*) Gf. II. D, b. 
••) U e. n 1 8. 
♦••) 1. c. U § 12. 
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II. C, b, e. 

Snbstitiitioii TOn homogenen Bifferentialqnotienten. 

Sylvester hat, wie in der Kiiilcitung iicrvorgeiiulnn i>l*), durch 
Snb.sütuÜon der ersten Differenlialtjuotienten einer Forin Ci(n) an Stelle der, 
mit ihnen cogredicntcn Varinbehi x in eine. Form F(x), eine siniultan- 
invariante Bildung erzengt. War insbesondere F(x) bereits eine Co- 
variante, G(u) eine Contravariante von vorgelegten Urformen, so lieferte 
der Process eine ncne Contra Variante. 

lo oenerer Zeit hat Sylvester**) noch ein anderes Princip ange- 
gebeo, um aas swei invarianten BUdangen eine dritte abzuleiten. Das- 
selbe verdient vor allem hinsichtlich seines Urspranges Beachtung, inso- 
fern ihm eine einfache Beziehung zu Grunde liegt zwischen der Snb- 
stttntiousgruppe der Yariabeln x und der hierdorch inducirten Substitutions- 
gruppe der Coefflcienten a einer Urform. 

Um diese Beziehung deutlicher hervortreten zu lassen, wird die 
Urform zuvor ^ p rä pa rirt ***), d. h. die Coefflcienten a werden mit den 
Quadratwurzeln aus den bezüglichen Polynoniialcoefticienten als numeri- 
schen Factoren ausgestattet. „Dann inducircn zwei „rcciproke" 
Substitution eil der x stets auch zwei reeiproke Substitutionen 
der a.'^ Hat man nunmehr wiederum ehie Covariante F (x) und eine Con< 
tiavariante 0(vl), so ersetze man die Grössen a innerhalb F(x) durch die 

dG(u) 

Differentialquotienten — ^ , zugleich die x durch die u, so gelangt man 

dadurch ebenfalls zu einer neuen Contravariante. 

In ähnlicher Weise kann man anch aus zwei Covarianten eine neue 
Covariante erzeugen. 

Der geschilderte Snbstitutionsprocess lässt sich aber auch auf die 

Lcitglieder von Formen F(x), G(u) übertragen, Sei/i man in einein 
derselben statt der a die entspreclienden Ableitungen des andern, so ge- 
winnt man ein neues Leitglied einer Covariante resp. Cuntravariantc. 

Während Sylvester den oben mitfieteilten Ilülfssaiz succcssivc für 
das binäre, ternäre, . . . Gebiet nachweist, hat Lipschitzf) einen directen 



♦) Siehe oben S. 85, 86. 
**) .Tourn. f. Math. LXXXV S. 80—114 (1878). Vgl. anch oben S 103. 
•**) Diese ^»präparirteu" Coefficieutea treten übrigens bereits bei Clebsch 
mi, Gott Abh. XVll. S. 14 (1872). 

t) Am. J. I S. 336—346 (1878), vgl. die Bemerkungen von Sylvester 
dazu, ebd. S. 341—343. 

Einen einfachen symbolischen Beweis für den Satz über die transponirten 
Substitutionen hat le Paige gegeben, Math. Ann. XV S. 206—210 (1879). 
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fieweis gegeben. Er bringt dabei den fraglicben Satz in unmittelbare 
Beziehung zu einem Sbnlichen, der die Yerwandtschalt zwischen Vaiiabeln- 
und Coefficientengrappe von anderer Seite her ergSnzt Es zeigt sich 
nämlicb, „dass auch zwei «transponirte** Substitutionen der 
einen Art zwei transponirte der anderen Art bodingcn**. 

Stndy*) hat den letzteren Satz auf Comiexe ausgedehnt, und einige 
FolLrerimgcn daraus gezogen, welche das Dualitätsprincip als den innercu 
Kern derartiger Erscheinungen erkennen lassen. 

ra II 

„Denkt man sieb n&mlich neben dnem ersten Gonnex f(x, ii) einen 

II m 

zweiten o(x, u) mit vertauschten Ordnungszahlen, und ebenfalls in piÄ- 
parirter Form geschrieben, dann sind die beiderlei Substitutionsgruppen 
der Goefficienten zu einander transponirt.*' 

In der That, bezeichnet man die beiderlei Goefficienten mit a, b, 
die transformirten resp. mit a', b', so ist das Aggr^t Sab = Sa'b', d. h. 
2ab ist eine identische Covariante, gerade wie es Sxu ist**). 

Hieraus ergiebt sich weiter, dass, wenn F irgend eine Function der 

ÖF 

a bedeutet, die Grössen zu den b cogredient sind. 

Darauf stutzt sich die fanfuhrung des £vectantenbegriffes bei 

Connexen; man hat nur die geradezu anstelle der b einzusetzen. 

da 

Die Evoetante ist dann von selbst wiederum eine präparirte Form. Der 
Evectantenprocess lässt sich wiederholen: die Coefficienten der kten Evec- 
taute sind die partiellen Ableitungen kter Ordnung des Gonnexes F. 



IT. C, h, C. 

Differentialgleiehimgeib 
Dem Anteil, welchen Aronhijld, Sylvester, Gayley, Brioschi, 
Betti an der Aufstellung der Differentialgleichungen für die Invarian- 
ten einer oder mehrerer Urformen genommen haben, ist in der Einld- 
tiing**"^) Beachtung geschenkt worden. Die Fortschritte, welche in der 



*) Methoden" S. 36 u. flgde. Vgl. dazu die Bemerkungen S. 303. 

**) Offenbar lassen sich sowohl die alten, als die neueren Entwickelungen 
.Sylvester ^ über Ersetzung von Difl'erentiahjuotienten an Stollo von Variabclu 
resp. Coetlicienten übertragen auf den Fall von irgend zwei, dualistisch sich 
gegenüber stehenden Variabelnreihen pji^i, Pi-i^^., •>., denn die Summe 
^Piki ' ' ■ * Pi'k'i ) *•* wiederum eine identische Govariante u. s. f. 
8. 87. 
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Inneren Periode enielt worden sind, beziehen sich vorwiegend auf die 
ümere Bedeatnng, den gegenseitigen Zusammenhang und die daraus flies- 
sende Rednction jener Gleiehongen. 

Nachdem Clebsch die Notwendigkeit begründet hatte, behufs Bil- 
duiiij der luvariantea eines Sv.stemes von Urformen mit mohrcrou \'aija- 
belnreilien die ünterdeterminautcn p-^, pi^i, . . . dor aus u derarti|,'on 
Reihen zusammensetzbaren Determinanten als selbständige Veränderliche 
einzuführen, erhob sich zunächst die Aufgabe, die Dififerentialgleichungen 
der Invarianten einer Urform f(xp x^, x^) dahin zu modificiren, dass 
sie nunmehr für eine invariante Bildung von f gelten, welche ausser von 
den X und den contragredienten u auch noch von jedem Zwischen-Varia- 
bdntypus pik» piki» • • • j6 eine Reihe enthalten darf. 

Allgemein ist die bezeichnete Aufgabe erst neuerdings von Forsyth*) 
gelöst worden. 

Indem er nach dem Vorgange von Lie von einer infinitesimalen 
Sabstitution der x ausgeht, d. i. einer solchen , deren Coefficienten sich 

von denen der „Eiuheitssubstitution' Xi = Xi nur uui uneudlicii kh'iiie 
Grossen o untersclieideu, berechnet er die AendenniLfen, welche jene Uiiler- 
determinanten pik, piki, . . n, sowie die Coefficituteii a der Urform hier- 
bei erleiden. Es brauchen zu diesem Zwecke nur die ersten Potenzen 
der 6 berücksichtigt zu werden. 

Beispielsweise ergeben sich so für die invariante Bildung J einer 
qnatemttren Form f(Xp x,, x,, x^) mit den Coefficienten aiktm sechs linear^ 
putielle Differentialgleichungen von dem Typus: 

Es hat auch keine principicUe Schwierigkeit, auf dieseiu Wege Ur- 
fürnicn zu berücksichtigen, in welche die x, pit, pü^i, u sämtlich 
oder teilweise eingehen. 

Die von Clebsch**) festgestellte Thatsache, dass die n*** Aronhold'- 
v ht n Differentialgleichungen für eine absolute Invariante ein -vollständiges 
System bilden, d. h. dass die Anwendung des Klammerprocesses immer 
nur auf lineare Combiuationen der alten Gleichungen führt, erscheint 
yom Standpunkte der allgemeineren Lie*schen Theorie in sehr durchsich- 
tigem Gewände. 

Denn w&hrend die Differentialgleichungen der Invariante 



•) Loud. Proc. XIX. S. (1888). 
•*) S. 97. 
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einfach ansiagen, dass die letztere die sämtlichen infinitesi- 
malen Substitutionen der Variabein (oder auch der Coeffi- 

cicnten) gestattet, deckt sich die Eigenschaft des „vollstän- 
digen Systems'^ damit, dass die Substitutionen eine Gruppe 
bilden. 

Study*) hat diesen Zusammenbang für die projectivon Invarianten 
des näheren verfolgt, und hat daraufhin inshosondere nachgewiesen, dass 
gewissen Zusammenfassungen der Differentialgleichungen eine unmittelbare 
formentheoreUscbe Bedeutung, nach symbolischer wie nach unsymboliscber 
Richtung hin zukommt. Gordan hatte das, wie schon früher bemerkt**), 
für das binare Gebiet geleistet 

Bei Study***) wird zuvorderst eine lineare Transformation der x 
durch eine in den x, u bilineare Form T repräsentirt Weiterhin wird 
— etwa im temären Gebiete — die Mannigfaltigkeit der Formen T ab- 
gebildet auf einen linearen Punktraum R von 9 — 1 = 8 Dimensionen: 
diost'i- Ixauui R wird infolgedessen durch eine aclitgliedrige Gruppe tians- 
foruiirt. 

Der idontisclien Transformation entspricht ein „ii5 varianter" Punkt, 
der Kinheitspunkt: desgleichen entspricht der Gesamtheit der Transfor- 
mationen T' von verschwindender Discriminante eine lineare siebenfach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit R'. 

Jede infinitesimale Transformation bildet sich ab mittels einer ^Ge- 
raden*^ in R, welche durch den Einheitspnnkt geht. Bestimmt man 
nun diese Gerade durch ihren Schnittpunkt mit R', so hat man 
damit jeder infinitesimalen Transformation eine bestimmte 
endliehe T' von verschwindender Discriminante eindeutig um- 
kehrbar zugeordnet, und hat zugleich in der Bilinearfom T' 
ein Symbol für die infinitesimale Transformation. 

Auf diesem Wege gelangt man zu einer durrhsiciitigen symboli- 
schen Schreibart für die Difiereutialgleichuugen der invarianten J einer 
Urform f. 

Die unsymbolische Bedeutung der Gleichungen ist dann dadurcli aus- 
gedrückt, dass die Evectante J' von J zu einer gewissen simultanen Co- 
variante von J und f Veranlassung giebt, die sich von dem IWlacte 
Fu. nur nm einen Zahlenfactor unterscheidet. 

Bei Sätzen dieser Art haben übrigens die ganz-rationalen Invarian- 

*) , Methoden ..." II § 18. 
•*) Siehe oben S. 205. 
•*•) I. c § 15. 
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ten nichts AosgezeiehneteB mehr; an deren Stelle darf auch eine ratio- 
nale, resp. algebraische, resp. analytische Invariante treten. 

Es drängt sich nunmehr die andere Frage anf, auf welche Mini- 
malanzahl von unabhängigen Gleichungen das ganze System von n* Diffe- 
rentialgleichungen reducirt werden kann. 

Die i^^emeinte Minimalanzahl von Gleiclmiigcn muss dann die Kiijrn- 
schaft haben, dass man durch wiederholte Anwendung des i\Jammerpro- 
cesses alle übrigen Gleichungen des Systems erhält. 

Aus der oben berührten Darstellung der infinitesimalen Substitutio- 
nen durch biiineare Formen mit yersch winden der Discriminante kann 
aber gefolgert werden, dass die gesuchte Minimalanzahl gleich Zwei*) ist. 

Eine andere Methode der Reduction rührt von Kronecker**) her. 
Kronecker setzt die allgemeine lineare Substitution von n Variahein aus 
einer Reihe einfiicherer zusammen, sodass die Reihenfolge der letzteren 
mit der Ausübung der ersteren äquivalent ist. Als derartige einfachere 
Sabstitutionen nimmt man zweckmässig solclie, bei denen sich die Trans- 
formation mir auf zwei Variable erstreckt, und hier iusltcsondere wieder- 
um solche, bei denen sich dieselben nur um constante Factoieu ändern. 

So gelangt man beispielsweise zu ni — 2 ^einfachen Decompositions- 
systemen" mit numerischen Coefficienten: die 2n — 2 entsprechenden 
Differentialgleichungen, die der Keihe nach aussagen, dass eine Invariante 
bei jeder einzelnen der 2n — 2 Substitutionen unverändert bleibt, ersetzen 
das Aronhold'sche System der Differentialgleichungen vollständig. 

Für absolute Invarianten hat zu jenen 2n — 2 Gleichungen noch eine 
weitere hinzuzutreten. 

Krön eck er hebt selbst hervor, dass seine Gleichnngen ohne***) An- 
wendung irgend welcher Symbolik erlangt worden sind; femer, dass bei der 
Charakterisimng der Invarianten keine einzige jener 2n — 2 resp. 2n — 1 
Gleichungen entbehrt werden kann, sowie endlich, dass ebtu die 
ihm ausgeführte Reduction der n^ ursprünglichen Gleichungen auf 2n — 1 
vollständigen Aufschiuss gicbt über die zwischen den n^ Gleichungen 

*) Vgl. dazu die Beinerkungrn von Krnne<"kcr, dor die genannte Erschei- 
nung auf einen substitutionentheoretischeu Satz zurückführt, lierl. 13er. 1889 
8.504. 

*•) Berl. Rer. 1SS9. S. 349— 3G2, 479-005, 603-G14. 
Die verwaudten Betrachtungen von l)«ruyts sind bei der zusamineu- 
blngenden Darstellung ira Abschnitte über Seminvariauteu II. D, a zur Sprache 
gebracht. 

***) Das Gleiche gilt übrigens von den oheii orwrihiifcn T'itTirciitial- 
gieichungen bei Forsyth, sowie von den neueren Herlcituugeu der DilVereuliai- 
gleichungen für «Reciprocanten", siehe II. C, c, ^. 
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bestehenden Beziehungen, durch welche nach Aronhold ihze Coexistenz 
bedingt ist. 

Zum Schlüsse sei noch darauf hingewiesen, dass die Bedeutung der 

Differentialgleichungen, welchen die Invarianten geniigen, abgesehen von 

der praktischen Erleiclitcrung, wdclien sie bei der Berechnung derselben 
irow iihrtoM, vor allem darin beruht, als sie für eine unsynibolische Be- 
handlung der meisten Aufgaben ihr Formentheorie bis auf die neueste 
Zeit die einzige allgemeine Methode darboten. Denn die gleichfalls un- 
symbolische Methode der „canoniscben Formen" lässt sich selbst wieder- 
um voUstäudig nur mit Hülfe jener Differentialgleichungen begründen*). 



Anhang. 

IL C, c, a. 

Yerallgemeineniiigeii. 

Höhere Transformationen. 

Es mag zum Schlüsse die.ses Hauptabschnitts noch auf zwei Verall- 
gemtiiierungen eingegangen werden, deren erste mit Gruppen von nicht- 
linearen, rationalen Transformationen der Variabein zu thun hat, während 
die zweitem der sogenannten „erweiterten Gruppe derselben", oder, was auf 
dasselbe iierauskommt, der Theorie der „Differentialin Varianten" angehört. 

Die höheren rationalen Trausforuiationcn sind vom formentheoretischen 
Standpunkt aus nur**) im binären Gebiete vollständig untersucht worden. 

Auf die invariante Gestaltung der Tschirnhausen-Transformation, 
durch Hermite, bei der die neue (nicht homogene) Variable eine ganze 
Function der alten ist, ist bereits frfiher***) hingewiesen worden. 

*) Eiti weiteres, schon frülipr (S. 147) hei ülirtes, auf der Benutzung des 
^-Processet) berubeudus unsymbolisches Verfahren ist von Mertens zu den 
Differentialgleichungen fnr „redncirte" Formen in unmittelbare Beziehung ge- 
setzt Würden. 

(Wien. 15er. XCXUl 8.(^91-739, 1889.) 

Dagegen nehmen die neuesten Untersuchungen von Hilbert immer mehr 
einen rein arithmetischen Charakter an. 

**) Siehe die Bemerkungen auf S. 102. Bezüglich der höheren Transfer* 
niationen bei associirtcn Darstellungen siobc S. 150. 

***) 8. 93. Es sei hier ergüuzend hiuzuc^efügt, dass Brioschi, unmittel- 
bar an Hermite anknüpfend, diejenigen partiellen Differentialgleichungen auf- 
gestellt hat, denen die Coefticienten der transformirten Qleichtmg zu genfigen 
haben. (Atli Ist. Lomb. I S. 231, 1858.) 

Der Herniite'sche Ausatz ist später von Klein schärfer ausgeprägt worden, 
indem die Tschirnhausen-Transformation geradezu auf ein atypisebes** Coordi- 



Digilizeo by LfOOgle 



II. G, c, a. Höhere Transformatioaeu. 



225 



Gordan*) verdankt man den Nachweis, dass und wie die binäre 
Invariantenthcoric der rationalen Transformation auf di6 projective zurück- 
gebracht werden kann. 

Es handelt sich hierbei nur um relative Invarianten, da sich un- 
ächwcr einsehen lässt, dass die Möglichkeit einer absoluten Invariaute 
ausgeschlossen ist. 

Auf eine binäre Form f(Zp x,) wird die Transformation 

«nsgeflbty indem man die Resoltante F (bez. der x) der beiden Formen 
f und z,^ — bildet. F heisst die tiansformirte Form, und die Auf- 
gabe bt, die Invarianten TOn F durch die einfochsten simaltanen In- 
Tuianten der f, <p, ^ aosxudr&eken. Hierbei IcSnnen die beiden letzteren 
Formen 9, dnreb die „Gombinante****) 

ersetzt werden. 

Aber niciit umgekehrt ist jede simultane Invariante von f, 9, <]; oder 
auch von f, 0 eine Invariante von F; dazu muss sie Qocb gewissen par- 
tiellen Differentialgleichungen genügen. 

C leb seh***) hat dieselben anfgesielit und zugleich nadigewiesen, 
dass sie ein vollständiges System bilden. 

För den Fall m = 2 iäs&t sich die Integration dnichlithren. 



natensystem bezogen wird. Siehe etwa „Vorlesungen über das Ikosaeder . . .* 
(1884), Abschnitt II Kap. II §§ 5, 6. 

Es sei hier noch einer anderen Verwendung einer höheren Transforma- 
tion gedacht. Ist fa(Zt I) eine, nicht homogen geschriebfine binäre Form, so 

ff(x 1) 

geht vermöge der Snbetitation z » ^ b^«' ^ ^^'^ Form Fii(z, 1^ deren 

Coefficieuten sämtlich Invarianten sind, vorausgesetzt, dass g eine Cova- 
riante der Ordnung n — 2 ist (Hermite, C. R. 1865, vgl. dazu noch Ralits, Math. 
Ann. XXViil S. 34—60, 1886). Bei Bruno-Walter S. 191 wird dieser öate 
dahin ausgedehnt, dass f selbst eine Covariante der Ordnung n ist. Junker 
(Dissert. Freiburg, 1887) hat nachgewiesen, dass der letztere Satz gewissen 
Einschränkungen unterliegt. Brioschi hat neuerdings iu einer Reihe von Ar- 
beiten an Hermite wieder augeknüpft, und insbesondere gezeigt, wie einfach 
sieh die transformirten Govarianlen bei Substitution einer Wurzel der Urform 
darstellen: Math. Ann. XXIX S. 327—330 (1887), AunaU di Mat. (2) XVI S.181 
bis 189, 329—334 (188Ö), Und. JL S. Proc XX S. 127—131 (1889). Siehe 
oben S. 211. 

*) Joum. f. Math. LXXI S. 164-194 (1870). 

♦*) Die Function Ä(x, y) ist nichts anderes, als die später von Gordan 
systematisch eingeführte „erzeugende Function" R der Combinanten von cp 
und ^ (cf. II. D, b). Auch die Entwickelung von R nach «Elemeutarco Varian- 
ten' findet sich liier bereits vorgebiidet 

Ein ausgerechnetes Beispiel, nämlich die quadratische Transformation einer 
biquadratiscben Form findet .sich bei Cayley, Math. Ann. III S. 35U — 361 (1871). 

•••) Gött. Abh. XV S. Gj— 99, 1870. 



Jahresber. ü. DeuMchea liatheiii.-Ver«iDiguug. I. 



15 



226 Berieht über den gegenwärtigeu Stand der InvariAntentheorie. 

Die höheren Tnunsfonnationen weiden dun henntzt, nm Gldchnngen 
bestimmte Invaiianteneigenschaften*) za erteilen. 

In beBondeien Fällen ISsst sich nach Clebseh**) die höhere Trans- 
formation anmittelbar auf eine lineare zurückf&hien, so z. B. die kubische 

Transformation einer f^. 

Torelli***) hat den ei<3Tntliclieu (irund dieser Krsclieinung in dem ge- 
nannten Falle in einer Identität — mit linearen ('ovariantcn als Coefficienten 
— aufgedeckt, welche zwischen drei beliebigen kubischen Formen herrscht. 

Die beiderlei trausformirten Formen unterscheiden sich nur um einen 
Constanten Factor, der sich als das Product zweier Invarianten heraosstellt. 

Clebschf) hat die höheren Transformationen binärer Formen zn den 
linearen Transformationen eines Baumes Ton m^reren I^ensionen in 
Beziehung gesetzt und den ersteren damit zugleich eine durchsichtige geo- 
metrische Interpretation erteilt. 

Liegt etwa eine quadratische Transformation einer Gleichung fünfter 
Ordnung f (X) = 0 mit den Wurzeln Xi vor: 

S-HXxjH-XX ' 

und repräsentirt man die (y), (x) als Coordinaten zweier Punkte einer 
Ebene, so werden die Wurzeln q der trans forrairten Oleichung 
F(y = U gegeben durch die Schnittpunkte der Verbindungs- 
linie jener beiden Punkte: 

Zk yk—^ji (k = 1, 2, 3) 
mit den ffinf Geraden 

ai-hXiZ,-f-Xfz^ = 0. 
Letztere sind aber fünf Tangenten des Kegelschnitts 

z;-4z^Z3=:0tt). 
Hieraus geht sofort hervor, weshalb man für das Studium der ge- 
nannten Gleichungen noch mit quadratischen Transformationen ausreicht. 



*) Im besondem wird man, nach dem Vorgänge von Hermite, Termüge 

der höheren Transformation die transformirte Form zu einer „typischen* 
machen wollen, deren Coefficienten Invarianten sind. Welche Bedingungen 
hierdurch der Transformation auferlegt werden, ist allgemein noch nicht unter- 
sucht worden. Siehe such Torige S. unten. 
**) 1. c. 

•**) ÄttL Acc. P. Nap. XVm S. 215-225 (1888), Pai. Eend. U S. 165—171 

(1888). 

t) Gött Nachr. 1871 8.335—345, Math. Ann. IV S. 284-845 (1871). 

tt) Hieraus lässt sich auch unmittelbar die Wirkung derjenigen quadra- 
tischen Transformation ablesen, die aus der obigen durch Vertauachung von 
i mit X hervorgeht. 

Sei etwa F(S) sO eine gegebene Gleichung 5. Ordnung, so sind ihre ffinf 
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Die verschiedenen Arten, auf welche man die Punkte (x), (y) noch 
auf der Geraden (z) wählen kann, entsprechen den verschiedenen linearen 
Transformationen, weiche die transfomiirte Gleichung noch zuiässt. 

Denn die Ersetzung jener beiden Punkte dareh irgend zwei andere 
ihrer Verbindangslime ist genau Squivalent einer linearen Sabstitution von i, 

Clebsch betont, dass gerade hierdnreh die in der h51ieien Trans- 
formation liegenden eigentümlichen Elemente gesondert erscheinen von 
dem Einfloss, welchen eine nachtrSgliche lineare Transformation noch ans- 
üben kann. 

Äneh der Gerd an 'sehe Satz, dass die InTarianten der transformirten 

Gleichung nur von den Combinaiiten der cp, abhängen, tritt liier un- 
mittelbar in Evidenz. 

Für Gleichungen sechster*) und siebenter Ordnung wird man analog 
mit kubischen Transformationen auskommen, zu deren Deutung alsdann 
eine kubische Raumcurve herangezogen wird. 

Clebsch hat als eine Anwendung des geschilderten Princips eine 
vollständige anschauliche Uebersicbt über die Zusammenhänge entwickelt, 
welche zwischen den Gleichungen fünfter Ordnung und ihren Resolventen 
bestehen, insbesondere mit der Jerrard'schen Form und der Modular- 
gleichung. 

Ueber hdhere eindeutige Transformationen im Gebiete yon n Yariabeln 
ist neuerdings eine Arbeit ron Maurer**) erschienen, die sich im be- 
wurzeln Si repräsentirt durch fünf Punkte (y) — der Geraden (y)(x). 
Legt man von diesen die fünf möglichen Taugentenpaare an den Kegelschnitt: 

ZiH-^Zi+Xr Zt n 0 (r SB 1, 2, . . 10), so bat man in den 10 Argumenten X die 
Wurzeln der ü*ansformirten Gleit Ii unn;. 

Die invarianten Bildungen der transformirten Form sind simultaninvariant 
bezüglich der drei Formen F(5), XiH-cX2-t-5''Jt», Ji H-^Ts-l-S'^ys' Eine Reihe 
von explictten Formeln dieser Art hat Spottiswoode mitgeteilt (Rom. Acc. L. (3) 
VII S. 218—223 (1883), Lond. Proc. XVI S. 148-171 (1885). Pittarelli hat 
mittels symbolischer iiechnung einen vollständigen Beweis dafür gegeben: Kom. 
Acc. L. Rend. (4) I S. 327—331, 374—381 (1886). 

*) Eine üntersuchung der Gleichung 6. resp. 7. Ordnung in diesem Sinne 
erscheint sehr wünsriu nswert, SO swar, dass auch die GruppenTerh&ltnisse da- 
bei deutlich hervortreten. 

•*) Journ. f. Math. CVII S. 89—116 (1890). 

Es sei von yom herein betont, dass die von Maurer verwendeten Trans- 
formationen mindestens einen Avillkürlichen Parameter enthalton nifi-isen. 

Im übrigen tritt die Arbeit als eine directe Verallgemeinerung der auf 
S. 133 besprochenen desselben Verfassers auf. 

Bezüglich der algebraisch-geometrischen Theorie der eindeutigen Trau.sfor- 
mationen von zwei Variabein, welche von Riemanu, Cremona. Cliltuni, Noelher, 
Kosanes, Brill u. anderen gefordert worden ist, siehe etwa Clebsch-Liudeoiann 
1, 4. Abt. IX, sowie insbesondere Noether, Math. Ann. XXIII S. 311— S68 (1887). 
Erst neuerdings ist es Noether gelungen, die Anzahl der absoluten Invarian- 
ten (Moduln) einer «Fläche" zu bestimmen: Beri. Ber. iSdd & 1—5. 

15» 
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sonderen das Ziel stellt, die Differentialgleichungen der dann existirenden 
lüvari:iiiten zu den bekiumteu u'' Ar üuhold 'scheu Differentialgleichungen 
in rarallcle zu setzen. 

Der Verfasser geht davon aus, dass man bisher solche Eigenschaften 
specieller Formen, welche in, zwischen den Coefficienten bestehen- 
den (algebraischen) Relationen ihren Grund haben, vom Stand- 
punkt der Invariantentheorie nur*) erst in einselnen Fällen studirt habe. 

Um dem abznhelfBiiy teilt er die Formen einer bestimmten Ordnung 
p Ton n Variabeln x in Klassen ein: die Gesamtheit der Formen bildet die 
Klasse Q^: diqenigen Formen, deren Goeffidenten einem bestimmten (irre- 
dadbeln) System algebraischer Gleichungen genfigen, bilden die Klasse Q,. 

Genfigen die Coefficienten einem weiteren solchen System algebraischer 
Gleichungen, so scheidet sich aus Q, die Klasse Q, ab n. s. f. 

Die scheinbare Willkür dieser Klasseneinteilung verschwindet, wenn 
man, um zu hivarianteu zu gelangen, Transformationen ausübt, welche 
eine „Gruppe" bilden. 

Man denke sicli nämlich vermöge der Gleichungen, welche die Klasse 
Qi charakterisiren, eine Anzahl von Coefficienten der Form als homogene, 
algebraische Functionen von t noch übrigen, als völlig willkürlich betrach- 
teten Grössen Up u,, •••> bestimmt j die Form sei demgem&ss mit f(x, n) 
bezeidinet. 

Man unterwerfe nop die beiden Yaiiabelnreihen z, u einer Transfor- 
mationsschar: 

(S) Xt=cpi(y|p), Uk = <l*k(v|p) 
von folgender Art. 

Die cp sind rationale**) homogene Functionen der x, in welche m 
Parameter p algebraiscli eingehen; die <j» sind algebraische Functionen der 
V, p und bezüglich der v homogen. 

Die Gleichungen (S) sollen ausserdem eine „Gruppe** von Transfor- 
mationen bilden, welche die identische Transformation enthält; die Um- 
kehrung der Transformation soll demnach wiederam zu Gleichungen der- 
selben Art: y = ^'(x|p'), v = ^''(iiip') führen, wo die neuen Para- 
meter p' algebraisch von den alten p abhingen. 

Wenn es nun möglich ist, dass für alle Werte der Para- 

*) Vgl, indessen die neuesten Entwickelungen von Deruyts (II. D, a), 
«elcbc-r durch directe Untersuchung der iuvarianteu Bildungen (jedoch nur 
bei projectiven Transformationen) m Resultaten gelangt, die inhaltlich mit 
denen von Maurer äquivalent sind. 

**) Der weitere Verlauf der (Infersurhuug ergiebt, dasfl die f homogon 
vom ersteu Gradu m den x sein müssen. 
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meter p f(x, n) transformirt werde in f(7, so heisst die 
Gruppe (S) der Klasse Qi «zugeordnet*^. 

Es ergiebt sich umgekehrt, dass solche Systeme von Gruppen (S) 

existiren, und dass diese sämtlichen*) Systeme zu einer ganz be- 
stimmten Klasseneinteilung öj führen, und desgleichen zu einem und 
demselben Invariantensysteme der Klasse öi. 

Der Beweis beruht einmal auf dem früher erwähnten Christoffel'- 
schen**) Satze, wonach — wenn man von gewissen Ausnahmefallen ab- 
siebt — die Aequivalenz durch die Gleichheit der absoluten 
Invarianten charakterisirt wird; sodann aber auf den Elementen 
der Lie*8chen Orappentheorie, die nur, mit Rocksieht auf die Eigenart 
der hier gebrauchten Transformationen, in bestimmter Weise sn modifi- 
ciren sind. 

Der Verfiuser gelangt so sn dem Ergebnis, dass die n Functionen 
9', die t Functionen nnd endlich f selbst je m charakteristischen 

linearen partiellen Differentialgleichungen zu genügen haben. 

Dieselben sind von der Gestalt: 

m Q^l n 

l üpl 1 

(E) ^Xk-^+2;U. 

1 1 

wo die Q ausschliesslich Ton den p, die U von den n, die X von 
den X abhängen. 

«Die Invarianten J der Formenklasse sind bestimmt dnreh 

die m Differentialgleichungen: 

t f)i 

Ist m' die Änsahl der vesentlichen unter diesen Diffe- 
rentialgleichungen, so hat die Formenklasse t — m' von ein- 
ander unabhängige Invarianten.*^ 

Jede von f(x, u) verschiedene Lösung der Gleichungen (E) ist als 
Covariante von f zu betrachten. 




*) Iliorbei ist stillschweigend die Erweiterung getroffen, dass die Func- 
tionen f auch noch von den u in irgend einer algebraischen Weise abhängen 
dürfen: solcher Systeme (S), welche die u nicht enthalten, giebt es thatsteh- 
lidt nur ein einziges, (iaii/ anders gestaltet sich natürlich das Ergebnis, 
wenn, wie bei Lie, hinsirhtlich des functionaleu Charakters der Fun^onen 
D, ^ gar keine Einschränkungen gemacht werden. 
Math. Ann. XIX S. (1882). 
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Die Gruppeneigensehaft der Tnnsformaüonen (S) zieht nach aich, 
dass jene vier Systeme (D,), (D,), (E), (J) „voUständige^ sind. 

l)a.ss die Einteilung der Formen f in Klassen in beatimmter Weise 

vor sich geht, sieht man so ein. 

Die Form f(x, u) der Klasse ß; gehe in eine Form der Klasse 
Qi+t über, indem die u dem irreducibeln Gleichungssysteme: 

n, «0, ii,,= ü, . . ., ii,, = o 

unterworfen werden. 

Nun soll die Klasse dahin festgelegt sein, dass durch die, der 
Klasse Qi zugeordneten Transformationea jede Form der Klasse -fii+i in 
eine Form derselben Klasse transformirt wird. 

Daraus lasst sich aber ableiten, dass auch die Functionen U den 
Biiferentialgleichangen (DJ für die genügen. 

Aus den Differentialgleichungen (E), welchen die allgemeine Form 
der Klasse Q\ genügt, ergiebt sich damit ein völlig analoges System 
von Gleichungen, welchen die allgemeine Form der Klasse genügt, 
und das Entsprecheudo gilt von den Differentialgleichungen für die In- 
varianten. 

Die n' Aronhold"schen Differontialgloiclinngen für die ^allgomoiiieii'' 
Formen der Klasse bleibeo daher in ihrem wesentlichen Charakter für 
die folgenden Klassen bestehen. 

Nur in besonderen Fällen*) treten für die letzteren Klassen noch 
weitere Diflkrentialgleichungen hüiza. 

II. C, c, ß. 

In?arlanteii der erweiterten projectiven Gruppe**). 
(Reciprocanten und Differentialiuvarianten). 

Die Theorie der ^Bedproeanten** ist im Jahre 1885 von Sylvester***) 
begründet, und seitdem yon ihm selbst und von seinen Freunden und 

*) Damit dies eintritt, muss jedenfalls die Discriminante von f ver- 
schwinden, ein Fall, den schon Aronhold als exceptionellen erkannt hat. 

**) Siehe die Erklärunjjon auf S. 102, 10^^. Der Referent ist sich wohl be- 
wusst, das vorliegende Thema mir in sehr unvollständiger Weise bearbeitet 
TU haben: indessen war eine Beschränkung auf diejenigen Partien geboten, 
welche direct den Methoden der gewöhnlichen Invariantentheorie unterworfen 
worden sind. Aus diesem Grunde ist auch im Texte fa.sf jrar nicht auf die 
Ton Lie, üalpben, Appell, Brioscbi, ^ essiot u. anderen ausgebildete Theorie der 
„Invarianten von Differentialgleichungeu'' eingegangen, welche sich zu den 
Differentialinvarianten verhalten, wie die gewohnlichen invarianten Bildungen 
der Algebra zu den .identischen" (welche nur die Variabt ln eiit)ia!t(»n). 

Mess. XV Ö. 74—76, 6b-92. C. ß. CI S. 1042-1Ü46, lllü— IUI, 
1285-1229, 1460-1464. 
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Sehfilero Hammond, MacHahon» Lendeadorf, Elliott, Forsyth, 
Rogers, Berry sowie TOD Perrin weitergeführt worden. 

Ein wichtiger Teil*) dieser Lehre, die „Differentialinvarianten^, 
»nid indes schon 1878 und 1880 von Halphen**) mit Erfoltr in An- 
griff genommen, während auf der andern Seite noch weiter zurückrei- 
chende Untersuchungen von Lie***) denselben Go[ronstaiKl in einer solclicn 
Allgemeinheit behniideln, dass allerdings eine ReiiiC von Theoremen und 
Methoden der zuvor genannten Autoren nur einen speciellen Ausfluss aus 
seiner umfassenden Theorie darstellen; dahingegen ist zu betonen, dass 
hierdurch das Verdienst, derartige allgemeine Eiscbeinongen für den wichtig- 
sten Fall der ganzen rationalen Functionen in invaiiantentheoretischem Sinne 
systematisch anszngestalten und so der projecüven Geometrie der Gurren 
und Flächen erst za^nglich za machen, in keiner Weise beeintritehtigt wird. 

Freilich ist da hinznznfSgen , dass der wirkliche Fortschritt der 
Wissenschaft ein ungleich gr5sserer geworden ^Kre, wenn Halphen und 
die englischen Forscher mehr Notiz von den tiefen Gedanken Lie's ge- 
nommen hätten, während es Lie wiederum verschmäht hat, im einzelnen 
auf jene speciellen Theorien einzugehen f), 

Sylvester ist ausgegangen von einer einfachen Eigenschaft des 
sogenannten „ Schwarz 'schenff) Ausdrucks: 

Eine zusammenhängende Darstellung der Theorie hat Sylvester in seinen, 

von Hammond herausgegebenen Vorlesungen geliefert: Am. J. VIII S. 196—260, 
IX S. 1—37 (1886); Am. J. IX S. 113—161, 297—352, X S. 1—16 (1887). 

*) Die »Differentialinvarianten" gehören der allgemeinen projectiven 
Gruppe an, die «Reciprocanten" können sich auch auf n^nd weiche Unter- 
gruppen derselben beziehen. Nach der ursprünglichen Terminnlogic Syl- 
vester's soll freilich das Wort Rcciprocante nur die Vertauschung der Varia- 
beln andeuten. Bei audereu Autoreu ist umgekehrt der Begriff der Differen- 
tialinvariante der umfossendere. 

1878, These pour le doctorat. 
1880, Ec. Pol. Mem. pres. (2) XXVIIl 301 S. (1880—1884). Vgl. noch 
die voraufgehenden Mitteilungen: C. R. LXXXI S. 1053 (1875), Journ. de Math. 
(3) n (1876). 

Wegen des Näheren siehe weiter unten. 

***) Siehe ctwaMath. Ann. XXIV 8.337—378 (1884), Lie-Engel I Kap.25. 
t) Eine eingehende Darlegung der beiderseitigen Zusammenhänge würde 
eine sehr dankenswerte Aufgabe sein. Lie sclltst gvhi. auf das Verhältnis seiner 
Untersuchungen zu denen anderer, namentlich Ilalphen's, verschiedentlich ein. 
Vgl. etwa: Math. Ann. XXXll S. 212—281, insbes. S. 214—215 (Abdruck aus 
dem norwegischen Archiv von 1888), Math. Ann. XXIV S. 537—578, bes. 
S. 549 (1884), Math. Ann. XXV S. 71—151, bes. S. 74 (1885), Leipz. Bor. 1887 
S. 83-88, Am. J. XI S. 182—186 (1888), Lie-Engel 1 bes. S. 552—053, Leipz. 
ßer 1891 S. 253—270, bes. S. 267. 

tt) Siehe oben S. 122. Der Ausdruck tritt bereits bei Lagrange auf. 
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wo y,, y, die erste, zweite, dritte Ableitang der abhängigen Variabeln y i 
nach einer nnabhingigen x bedeuten. j 

Vertauscht man hier y mit z, so geht (y, x), bis auf eine ganze 
Potenz von y, ond das Yorzeiehen, aber in den „ledproken** Ansdmck 
(x, y), und ein Gleiches gilt auch noch von dem ZShler 2y, y, — y*. 

Derartige rationale Functionen der y,, y^, y,, .. ., die sich nach Ver- 
tanschnng von y mit x in ihrer Form nur um einen^ in denselben Ele- 
menten rationalen Factor ändern, sind binäre ^Reciprocanten'^ der 
einfachsten Art. 

Reschränkt man sich hierbei auf ganz -rationale Functionen oder , 
„Formen" F der y,, y-r Y-r •••^ leicht zu zeigen, dass der hinzu- 

tretende Factor nur die Gestalt dby^ besitzen darf, wo ji eine ganze 
Zahl ist. Je nach dem Vorzeichen dieses Factors scheiden sich die Reci- 
procanten in zwei Klassen von geradem resp. ungeradem « Charakter*'; 

heisst die Charakteristik*'. Für (ji&asO resultirt eine „abso- 
lute^ Reciprocante. 

Nimmt man überdies die Form F homogen in ihren Elementen an, 
80 zieht das Ton selbst nach sich, dass sie auch isobar wird; dabei 
empfiehlt es sich, den y,, y^, y^, y^, ... succ. die Gewichte — 1,0, -(-1, 
-\-2, ... beizulegen. Bedeutet dann i den Grad, w das Gewicht von F, 
so mnss IX den Wert 3i-hw annehmen. 

Da die Formen Y die Variabein x, y explicite nicht enthalten, so 
ist unschwer zu erkennen, dass sie auch bei den Substitutionen 
der „Translationsgruppe" x'=x+a, y' = y-f-b nur einen Factor 
annehmen, der linear von y, abhängt. 

Combinirt man die beiden Sätze, dass eine absolute Reciprocante 
durch DüFerentiation nach x wieder in eine Beeiprocante (von gleichem 
Charakter) übergebt, sowie dass eine beliebige Reciprocante durch Division 

mit t^ zu einer absoluten wird, so gewinnt man einen linearen Diffe- 
rentialoperator der gestattet, aus einer vorliegenden Form F 
eine unendliche Reihe weiterer solcher Formen herzuleiten. 

Es geht nunmehr der Uebeigang zu einer umfassenderen Gmpp« 
Ton linearen Substitutionen vor sich, nimlich zu der der ,>orthogo- 

dF 

nalen^. £s gilt der elegante Satz: „Ist F sowohl, wie eine 

Reciprocante, so ist F eine orthogonale Reciprocante, und um- 
gckclirt.'' Die einfachste derartige Form ist die linke Seite der Differen- 
tialgleichung eines Kreises. 
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Noeh uriehtiger ist der nächste Sebritt zur , affin en** Gruppe: 
x' = ax-hby-l-c, y' « dxH-cy+f* 

Durch Zosammensetzüng dieser Gruppe aus einzelnen Fondamental- 
sabstitntionen wird bewiesen, dass eine Reciprocante, abgesehen von der 
HomogenitSt und dem Isobarismus, nur noch von y, unabhängig zo 
sein brancht, nm der Gruppe gegenüber invariant zu sein. 

Derartige „affine" Heciprocanten heissen ^ reine", im Gegensatze 
zu den „gemischten", welche y, noch enthalten. 

Diese reinen Heciprocanten R im besonderen weisen eine anffallendc 
Aehniichkeit mit den Seminvarianten (vgl. II. D, a) auf, wenngleich 
eine eingehende Untersuchung auch wieder einzelne» aufiailige Unter* 
schiede zu Tage fördert. 

üeide Grössenarten genügen je einer charakteristischen linearen par- 
tiellen DüFerentialgleichmig von conformem Aufbau*). 

Ffir beide ezistirt ein analoger , Generator der also hier Sem- 
inraiianten in Seminvarianten, dort reine Reciprocanten in reine Reci- 
piocanten fiberfohrt 

Der Cayley 'sehen Abzählnngsformel (w:i,j) — (w — l:i,j)**) för 
die Anzahl der linear unabhängigen Qnellen vom Grade i und Gewichte 
w einer Grundform von der Ordnung j entspricht für reine Heciprocanten: 
(w : i, j) — (w — 1 : i-f-lj j)' wenn R von den Ableitungen y^, y,, Vj^-o 
abhängt. Nur ist für die letztere Formel bisher noch kein ausreichender 
Beweis gefunden worden. 

Für beiderlei Invariantenbüdungen lassen sich auch ähnliche asso- 
cürte Systeme oder ^Protomorphe'^ ermitteln, d. h. solche einfachste 
unter ihnen, dass jede weitere (bei unbeschränkter Bochstabenanzahl)^ bis 
anf eme Potenz des ersten Buchstabens im Nenner, eine ganz-rationale 
Fonetlon derselben wird. 

Während es jedoch FMtomoiphe der Seminvarianten giebt, welche 
abwechselnd vom zweiten und dritten Grade sind, steigt der Grad bei 
denen der reinen Reciprocanten bis zn beliebiger HShe. 

Andere, noch tiefer greifende Verschiedenheiten sind folgende. Zer- 
fällt eine ganz-rationale Invariante in rationale Factoreii, so kommt auch 
jedem der letzteren die Invarianteneigenschaft zu: für die Reciprocanten 
überhaupt trifft das nicht zu. 

*) Siehe weiter unten. 

Siehe S. 170. Sylvester gicbt hier einen neuen Reweis dfr Formel, 
welche davon ausgebt, dass ^wei Isobare Formen, die zu den „complemeutä- 
ren Typen" w, i, j und ij— w, i, j gehören, eine gleiche Anzahl von Gliedern 
besitzen. 
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Reiner Reciprocanten giebt es fQr einen bestimmten Grad und unbe- 
schränkte Buchstabenanzahl nur eine endliche Anzahl, während die ent- 
sprechende Reihe der Invarianten nicht abbricht. 

Dem entsprechend bieten denn auch die beiderlei „eizeugenden Func- 
tionen'' trotz ihres ähnlichen Auf bans tief greifende, aber zug^ch auch 
tief Hegende Differenzen dar. 

Zu den intcressantoston KiLrebnissen gelangt man, wenn man sich 
schliesslich zur allgenieii)s.ien Klasse der projectiven'' Reciprocanten 
erhebt, die zur allgemeinen Collineatiousgruppe 

gx-hhy-f-k ' ^ gx-f-hy-hk 
gehören. Das sind die „ Differential in Varianten bezüglich einer 
Variabein x, zu deren Lehre bereits Ualpben*) den Grund gelegt hatte. 

Nach Sylvester lässt sich eine derartige DifferentiaUnvariante ein- 
fach dahin cbarakterisiren, dass sie eine Form dery,, y.ty^, ... 
ist, welche die Reciproeanteneigenschaft mit der der gewöhn- 
lichen Seminvarianz in sich' vereinigt. 

Die Fruchtbarkeit dieses Zusammenhanges offenbart sich deutlieh, 
wenn eine wirkliche Uebersicht äber das System der Differential- 
invarianten gewonnen werden soll. 

Es existirt nämlich eine, nach einem sehr einfachen expliciten Ge- 
setz darstellbare Kette von reinen Reciprocanten A, B, C, D, die un- 
mittelbar zur Erzeugung aller Differentialinvarianten führt; man hat nur 
die A, B. C, D, . . . als CoeMcienten einer binären Form (von sncc. an- 
steigender Ordnung) aufzufassen und bezuglich dieser die Protomorphe 
für die Seminvarianten zu bilden: irgend eine ganze rationale Func- 
tion jener Protomorphe, durch eine passende Potenz von 
dividirt, liefert eine Differentialinvariante, und umgekehrt. 

Statt der Kette der A, B, G, D, ... lässt sich auch direet eine äbn- 
liehe Kette von Seminvarianten bez. der y^, y3, y^, ... zu Grunde legen. 

Ffigt man hiersu noch die besondere Eigenschaft einer rationalen 
Differentialinvariante vom Grade nnd Gewichte Null, vermöge Differen- 
tiation nach X einen Ausdruck derselben Art hervor/ubringen . so wird 
man verstehen, dass auf diesem systematischen Wege die voUstäudige 

*) I. c. Ralphen hat auch in der zweitcitirten Arbeit solche „temären 

Differentialinvariauten*' in Betracht gezogen, in deren Ausdruck die Ableitun- 
gen von zwei abhängigen Variabein nach einer unabhängigen dritten eingehen. 
Die englischen Forscher, Elliott, Eorsyth u. andere haben sich dagegen auf 
solche ternären Reciprocanten und DäTerentialinvarianten concentrirt, wo eine 
Variable die abhängige, die beiden anderen die unabhängigen sind. 
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Integratioii von gleich NaO gesetsten DifferentialinTariaiiten in onge- 
zwnngener Weise bewerkstelligt wird, wälirend bei Halphen die 
Losung solcher, for die Geometrie wichtigen Aufgaben nur durch Auf- 
wand von indirecten Integrationsmethoden*) gt lingt. 

Es ist noch unsere Aufgabe, einiger hervurragciuler Krganzungen 
und Weiterführunaon der Thtürie zu gedenken, welche von den schon 
erwähnten Mitarbeitern Sylvesters lierriiliren**). 

Es gebührt Mac Mahon das Verdienst, die verwirrende Mannigfaltig- 
keit der. die Lehren von den binären Invarianten and Reciprocanten 
durchziehenden linear-partiellen Differentiationsprocesse geordnet zu haben. 
Ein einziger Plrocess dieser Art, in den vier arbitrSre ganze Zahlen ein- 
treten, nmfasst je nach SpeeiaHsirnng der letzteren die bekannten Opera- 
toren*^). Noch wichtiger scbebit hierbei der Nachweis, dass diese vier- 
ÜMhe Mannigfaltigkeit von Processen insofern ein vollständiges System 



•) Dies zeigt sich z. B. deutlich bei der BehaiuUutig der Aufgaln', die- 
jenige Diflerentialinvariante zu finden, deren Verschwinden .<lie nifTerential- 
gleichung einer ebenen Curve dritter (uter) Ordnung" lieterl, der also y als 
riinction von x genügt, wenn y und x durch eine Gleichung dritter (ntcr) 
Ordming mit einander verknöpft sind. 

**) Es ist nicht zu verkennen, dass der äusserlich bedeutende Umfang 
dieser Weiferführungen teilweise durch eine Reihe verein/elt herausgegriffener 
Fragen (Bestimmung einzelner Klassen von Differentialinvariauten von ein- 
zelnen Untergruppen der linearen Gruppe) bedingt ist. Es macht sich ge- 
rade hier der Mangel an Kenntnis der leitenden Principien Lie's empfindlich 
fühlbar. 

♦•*) Lond. Proc. XVIII S. fU— 88 (1887). 
Der gemeinte Process ist dargestellt durch die Formel: 

OD g 

(|A,v; m,ü) = ^ii^-^»^)^'sz > 

. V 'm — 1)! k u k 

"t~ko!k,!k,!.T7"«''^''"^'-'- 
«0 ko-hk, -hkoH-. .. = m , kj +2k2 4-ok3-h. .. = s, und die vier Parameter 

|i, V, m, n ganze Zahlen ~ 0 sind. Beispielsweise ist 

ö 9 

(1,1; l,l) = ao^--l-2a, ^-+30,- H... = 0 

da) caj 9at 

äie Differentialgleichung der Seminvarianten; 

(4,l,8,l)=4f ^+5.,.,-^.+6(,.a,+ f)--^ +...-0 

diejenige der Reciprocanten. Letztere Gleichung rührt nach Angabe 

Sylvester s von TTammond her. 

Mac iMuhon liat den gemeinten Processen weiterhin »^ine Symbolik unter- 
gelegt, welche dieselben in unmittelbare Verbindung mit den symmetrischen 
Functionen bringt (Lond. Proc. XIX S. 112—128, 1888). 

Ternäre Analoga des Processes (fx, v: m, n) sind von Mac Mahon selbst, 
»odann aber besonders eingehend von Eliiott studirt worden: Lond. Phü. Trans, 
CLXXXl S. 19—51 (1890). 
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bildet, als die Aosabong der Poisson'schen Klammeroperaiion auf irgend 
zwei derselben stets von neuem zo einem Pirocesse des Systems fahrt 

Perrin*) hat seine Residaentheeiie**) fast unmittelbar von den 
Seminvarianten anf die Beciprocanten dhertragen. Liegt demnach eine 
Reihe von Rcciprocantenformen vor, die alle ja als höchsten Difforentialqno- 
tienten wiiklieh enthalten, nnd fasst man diesen als eine binäre Variable 
auf, so ist jede Seminvarianto der Rcilie gleichfalls eine Reciprocante. 

Die Ausdehnung der S yl vester'schen Theorie auf n Variable (unter 
denen eine als abhängig angesehen wird) hat Elliott***) für den Fall 
der Invarianz bei cyklischer Vcriau<5chung der Variabein durchgeführt; 
insbesondere stammt von ihm die Aufstellung des vollen Systems der 
charakteristischen Differentialgleichungen bei drei Variabein. 

Weiterhin hat Elliottf) anch die Redprocanten der allgemeinen 
linearen Orappe von drei Vaiiabeln in Betracht gezogen, Ehrend For- 
sythft) die Eigentomlichkeiten des Falles nntersncht hat, wo alldn die 
zwei abhängigen Variabeln einer allgemeinen linearen Tnmsformation 
nnterworfien werden. 

Hammondfft) bat gewisse integrable Redprocanten eingehend stn- 
dirt und ihre Verwendbarkeit in der Geometrie verfolgt. 

*) C. R. CII S. 351—353 (1886). 

**) Siehe oben S. 166. 

•*•) Lond. Proc. XVII S. 172-196 (1886), XVIII S. 142—164 (1887), 
XIX S. G-23, 377-40Ö (1888), Mess. (2) XIX S. 7—14, Lond. Pro«. XX 

S. i;> 1 — 160 (188!)). 

Die zweitgouauüte Arbeit enthält die Ableitung der sechs charakteristischen 
Differentialgleichungen für die , reinen ternären Reciprocanten*. Denkt man 

1 Ö'-H» z 

sich z als Function von x, y und bezeichnet — r-p — :^ — mit Zrs, so sagen 

*' rlsl öx'öy» 

zwei der Gleichungen nur aus, dass die Reciprocante homogen und isobar 
sei in Bezug auf joden der beiden Indices r und s. Zwei weitere Gleichun- 
gen drficken aus, dass die Reciprocante eine SimnltaninTariante ist hin« 
siditlich der binären Formen 

Z2oX2H-2Zn>-IA-+-Zo2|A', Z3oX'-|-3z2iX2fx4-3/.,2>.p.-H-Zo3fA'5 • • • 

Vgl. die analoge Erscheinung für die hühereu Seminvariauten bei Forsyth^ 
diesen Beriebt S. 158. 

Die beiden letzten Olcichnngen rndlirh liilden die V« ra11gemeinenmg der 
Hammoud .schen Differentialgleichung für die binären Reciprocanten. 

Das System der sämtlichen ^echs Gleichungen ist wiederum ein „vollstän- 
diges'', i»ie die dritte Arbeit nachweist. 

Lond. Proc. XX S. 131—160 (1889). 
tt) Lond. Phil. Trans. CLXXX S. 71—118 (1889). 
+tt) Lond. Proc. XVII S. 128—138 (1886). 

Insbesondere studirt der Verfasser diejenigen Differentialgleichungen 
(y', y", y'", ...) — 0, welche ein Integra! von der Form y" = F(y') besitzen. 
Ein einfaches geometrisches Beispiel gewähren die rationalen ebenen Curven, 
welche stets durch das Verschwinden einer Reeiproeante dargestetlt werden 
können. 
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Für die sogenannten „perpetniienden (reinen) Bedprocanten'^ d. b. 
solche, die sich nicht als lineare, ganze Functionen anderer Reciprocanten 

von geringerem Grad und Gewicht, aber unbeschränkter Biichstabenanzahl 
darstellen lassen, hat Mac Mahon*) für die ersten sechs Grade eine nume- 
rische Aufzählung mittels einer einfachen erzeugenden Function geleistet. 

Leudesdorf**) hat, abgesehen von neuen Beweisen für Sylves- 
ter sehe Sätze, ein vollständiges £jriterium dafür angegeben, dass eine 
TOrgelegte Function von y,,y3, ... eine (gemischte) Reciprocante sei, 
and zagleich eine TtieH bezüglicher Frotomorphe au^esteUt 

Eine bemerkenswerte Ausdehnung des Bedprocantenbegrills tof- 
dankt man Rogers***). Bekanntlieh ISsst sich eine quadratische, ein-ein- 
deutige Verwandtschaft zwischen zwei Yaiiabelnpaaren (x, y) und (x', y') 
zorucklühren auf zwei incongraente, linear gebrochene Substitutionen der 
getrennten Yariabeln x und y. 

Rogers zeigt, wie man die Differentialia Varianten einer solchen qua- 
dratischeu Transformation bildet. 

Im besonderen ergeben sich ihm die Differentialinvarianten für die 
Transformation durch reciproke Radien. 

ßerryf) hat simultane Reciprocanten (die sich auf mehrere Reihen 
von Variabein beziehen) erforscht. Es dient hierbei zur Erleichterung 
(wie schon bei E Iiiott gelegentlich der einfachen ternären Bildungen), 
bereits solche Reciprocanten zu Grunde za legen, welche die Yariabeln 
Mlbst explicite noch enthalten. 

An die Arbeiten yon Rogers über „homographische Reciprocanten^ 
knüpft Forsythft) an, nm das voUstSndige System derselben aufzustellen. 
Es wird dieses Ziel errdeht, indem erst jede der beiden Yariabeln ein- 

*) Lond. Prqc. XVU S. 139—151 (1886). 
Bezeichnet w das Gewicht, b den Grad, so hat man auf alle möglichea 
Weisen die Zahl w einmal in 0, das andoreraal in 0-f-l Teilzahlen zu zerlegen; 
die DiiTerenz beider Anzahlen ergiebt die Anzahl der linear unabhängigen Perpe- 
tuautüu vom „Grad-Gewicht" (d, w). Beispielsweise ist diese Anzahl für ^ = 3 
der Coeififdent von in der Bntwickeinng der erzeugenden Function 

l-~z^x^ 

(1-X)C1-X--»)(1-X3)(1-X*) ^ l+>^--Hx'-hX*-f-x6-h... 

Eine allgemeine Formel ist bisher noch niclit aufgestellt worden. 
•*) Lond. Proc. S. 197—219, 329—343 (1886), ebda. XVUl Ö. 235-262 
(1887). 

In der zweiten Arbeit untersucht der Verfasser insbesondere die notwen- 
digen und hinreichenden Bedinguuf^eu dafür, dass eine vorgelegte Function 
von yi, y2, . . . eine gemischte Reciprocante ist. 

Lond. Proc. XVII S. 220—231, 344-354 (188G), XVllI S. 130—141 
(1887), XX S. 161—179 (188n>, Mr^ss. (2) XVITI S. 153—158 (1881)). 

t) Quart. J. XXII S. 26U-288 (1888), XXIJI S. 289—316 (1889). 
tt) Mess. (2) XYU S. 154-192 (1888). 
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zeln linear gebroehen sabstitairt wird, und dann die beideEseitigen Ergeb- 
nisse eombinirt werden. 

Von besonderem Interesse für die Theorie der linearen Diiferential- 
gleichungen ist eine besondere Klasse jener Redprocanten, die sogenannten 

„Quotientenableitungen"*). Versteht man nämlich unter y den Quo- 
tienten von zwei ParticularlÖsungen u,, u^ einer linearen Differentialglei- 
chung der nten Ordnung und differentiirt man die (ilcu huiig yUj = 
(2n — l)-mal, so resnltirt durch Elimination der Ableitungen von u., ein 
System von n linearen homogenen Relationen in den Unbekannten u, , 
u', u^,"-^). Die Resultante des letzteren Systems heisst eine Quo- 
tientenableitang, and veriifiit sich einer Subsütution von der Art: 

gz+h' ' cy-i-d 

(dY\" / dX\^"* 

ändert. (Vgl. auch bei Gordan oben S. Iö7.) 

d'u 

So entspringt z. B. aus der Stsmmgleiohang = 0 die Schwärs'- 

sehe Reciprocante Sy] — 2y, y^. 

Die weiteste Ausdehnung hat Forsyth diesem Gegenstande „der Inva- 
riantentheorie der linearen Differentialgleichungen^ in einer anderen Arbeit**) 
gegeben. Ist ein derartiges Gleichnngssystem yoigelegt, so wird dasselbe 
den Snbstittttionen unterworfen, welches deren Ordnung nnd linearen Cha- 
rakter ungeandert ISsst, d. i. einer linearen Transformation der abhängigen 
and einer arbitriren der unabhängigen Variabein x. Man kann dann nach 
denjenigen ganzen (nnd überhaupt algebraischen) Functionen Yon y nnd 
deren Ableitungen, sowie der Goefftdenten fragen, welche, fSx das trans- 

formirte Gleichangssystem gebildet, nur- einen Factor ^eine Potenz Ton 
annimmt. 

Das System (sct) dieser Functionen wird in erweitertem Sinne als 
ein volles nachgewiesen, insofern aJs aus einer beschränkten Anzahl der- 
selben alle übrigen durch rein algebraische Processe hervorgehen. 

Auf besondere Fälle derart waren früher schon Code, Laguerre, 
Brioschi, Malet und Haiphen gestossen***). 



*) Lond. Phil. Trans. 1888 S. 377—489. 
**) Lond. Phil Trans. 1889 S. 71—118. 
***) Siehe die Citate bei Forsytii. 
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II. (\ c, Y. 

Auftreten tob pmileettTeii JMfferentiaUiiT«rlaiiteii in der 

KrIlmmiuigstiieoTie. 

Die projectivisehe Theorie der Krfimmungseigensehalten einer Fliehe 

ist noch wenig untersucht worden. Abgesehen von zerstreuten Bemerkun- 
gen, die sicli in dem grossen Werke von Darbon x*) finden; cinif^cn, nach 
Grass mann 'sehen Methoden abgeleiteten Sätzen von Mcliaik e*^j, sowie 
einzelnen diesbezüglichen AnwciKiiintron, die Sylvester und seine Schüler 
von ihrer Lehre der „Keciprocanten- gemacht haben***}, konunt haupt- 
sächlich nur eine ausführliche Arbeit von Vossf) ans neuester Zeit in' 
Betracht. 

Eine projectivische AuSassang von metrischen Eigenschaften einer 
Fläche wird angebahnt, sobald man den Charakter der letzteren, dass 
vier beliebige ihrer Pankte nicht in einer Ebene liegen, mit der That- 
Sache combinirt» dass der Inhalt eines Tetraeders bei belielnger CoUuieation 
nur um einen Idcht ersichtlichen Factor geändert wird. 

WShlt man auf der Fläche ein krummliniges Coordinatensystem u, v, 
so schneiden sich je zwei benachbarte Linien u^,, u^-l-h; v^, v^4-k in 
den vier Eckpunkten P, P,, P,, P^ eines Tetraeders T. 

Sei P der Punkt (u^^, vj, P, der Punkt (u^-f-lj, v^+k). Der letz- 
tere Punkt bewege sich nach dem ersteren (auf der Fläche} hin längs 
einer analytischen Curve mit dem Parameter t: 

ii = n,-Hh't-h..., VÄV^-^k't-h— 
Dividirt man den Inhalt T durch das Quadrat des Inhalts Q des durch 
P, P,, P, bestimmten Parallelogramms, so erhSlt man in erster Annäherung 
einen beieits sehr ein£Mhen Ausdroek; nämlich: 

T F 

lim - = ^. 

Hier bedeutet H die Discriminante eg — V des Quadrats des Linien« 



*) .l/ccons Sur la theorio generale des surfaces", Paris 1890 I. livre 2. 
**) öchlöm. Z. iXXVl S. 56-Gü (1891). Kbenda S. 206-213 (1891) 
hat derselbe Verfasser tmtersncht, inwieweit seine Sätze auf beliebige Punkt- 
transformationen atisgedehut werden können. 

Vgl. auch Bökieu, Mitteilungen, 1893, Schlöm. Z. XXXVII S. 186—189 
(1892)^ 

Siehe insbesondere Elliott, Lond. Proc. XVII S. 172—196 (1886). 
t) Math. Ann. XXXIX S. 17»— 256 (1891). 
Voss betrachtet auch allgemeinere Differentialinvarianten, welche bei einer 
beliebiflfen Transformation bis auf einen beliebigen Factor in gleichgebildete 
iasdnwke ubergeben. 

Wir haben uns im Texte auf projective Transformationen beschränkt. 
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dementos der Fliehe: 

ds* edn'+2f dadv-hgdT*, 
iriUirend F die zweite der sogenaimteii «Fundamentalgroseeii 2. Ord- 
nung** £, F, 6 ist 

Der angegebene Grenzwert hat im allgemeinen noch keinen Zu- 
sammenhang mit den Krummungsverh&ltnissen der Fläche. 

Dies üiidert sich indessen, sobald mau zu ausgczcichucLen Coordi- 
nateiisYstcmen u. v übcr<'eht. 

Wird z. B. die eine Schar der Curven u, v von den Ilaupttan- 
gentencurveu gebildet, und verstellt man unter K das Jurümmungsmass 

F 

der Fliehe im Punkte P, so verwandelt sich der Quotient —==- direct 

in y^. 

Interessantere Ergebnisse stellen sieh für ein ^eonjogirtes'' System 
n, y heraus, für das also F identisch Terschwindet, was von jetzt ab 
vorausgesetzt werden möge. 

T 

Um nunmehr zu einem Grenzwerte zu gelangen, bat man 

nocli mit dem Quadrate des Liuieuelcments S = PP, zu dividiren, dann 
kommt: 

»IS ß'S' eh"-+-2fliV-Hgk^' ' 

wo die % p*) nur von den e, f, g abhSngen, also jeden&lls einer Bie- 
gung der Fliehe gegenüber sieh invariant verhalten. 

Eben diese Ausdrucke a, ß bleiben nun auch hei irgend dner Colli- 
neation der (auf ein System conjugirter Coordinateneurven bezogenen) 
Fliehe völlig onverindert, sind also fai diesem Sinne absointe projecti- 
visehe Invarianten derselben. Stimmen dieselben uherein, und nur dann, 
so coincidirt jener Grenzwert, die „Paramett'rkrünimung" mit der ^^i- 
malkrümuiung" (nach der Richtung PP, genommen). 

Dieser Umstand veranhisste Voss zu einer systematischen Unter- 
suchung der wichtigsten Krümmungsgrössen auf üire projecüvische In- 
varianz hin. 

Seien x, y, z die ursprünglichen Cartesischen Coordinaten eines 
Fiächenpunktes P; x', y', z' die linear transformirten ; t = t(x, y, z) be- 
zeichne den gemeinsamen Nenner der letzteren, und D die Substitntions- 
determinante. 



*) a, ß sind zugleich die beiden Invarianten der sog. »Laplace'schen' 
Differentialgleiehung vgl. Darbonz 1. c II § 23 flf. 
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Dann reproduciren sich die drei Fuiidameutaigrössen 2. Ordnung je 
um den uäDiüchen Factor*), nämlich: 

E' «: Ae, F' = A F, G' =r i-G, 

XXX 

wo X einen einfachen algebraischen Ausdruck bedeutet, der nur von den 
Substitutionscoefficientcn und von den Richtungscosinus der in P er- 
richteten Nonnale (also nur yon den eisten «Differentialqaotienten der 
Fliehe'') abh&igt. 

In ähnliche Weise ergiebt sich fnr das Verhalten von H: 

^' = "W' 
ood danüt für dasjenige des Ktfimmungsmasses K: 

r - K 

Gleichungen, aus denen zalilreiche geonietrische Anwendungen fliessen. 
So hat man damit unmittelbar den von Melimke**) aufgestellten Satz: 
^Berühren sich zwei Flächen in einem Punkte, so ist der Quotient 
ihrer Krummnngsmasse in jenem Punkte eine absolute projectivische In- 
Yariante.'' 

Ans der Relation für K hat Voss im besonderen das Ergebnis ab- 
geleitet: „Für jede GoUineation (mit Aasschluss der affinen) existiren 
Fischen, sodass bei der Ansflbnng der Collineation die gegebene FlScihe 
derart in ^e andere fibergeht, dass das Krflmmungsmass in entsprechen- 
den Punkten nur um einen constanten Factor geSndert wird." Die Glei- 
chungen dieser Flächen werden explicite angegeben. 

n. c, c, s. 

Höhere TransfomiationeD Ton Bifferentlalfornieii in der 
FUehenüieorie. Differentia]]Hmimeter. 

Die Fläcüentheorie wird beherrscht von der Transformation***) ge- 
wisser binärer Differentialformen. Im Vordergründe stehen zwei quadra- 

*) Vgl. die Anmerkung auf S. 240. 

**) Da der Inhalt dieses Abschnittes nur lose mit dem Uauptgegenstande 
zusammenhängt, so mag es genügen, an Stelle ansfohtlidier Gitate auf die 
Namen RiemanU) Beltrami, Christoffel, Weingarten, Halphen, Ried, Knoblauch, 
Frobenius hingewiesen zu haben. 

Zwei andere Anwendungen solcher Transformationen von Differential- 
formen sind schon anf S. 114 mitgeteilt worden. 

Eine weitere Ausführung des Textes findet sich bei Knoblauch, „Einlei- 
tung in die allgemeine Theorie der krummen Flächen'*, Leipzig, 1888, Ab- 
schnitt III. Derselbe Verfasser hat im gleichen Sinne auch kubische Diffe- 

Jahr«ttber. d. Deutschen ll«tbflm.-Vereiuiguug. I. 16 
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tische derattige Formen, dis Quadrat des Linienelementes der Fliehe: 

A =s ds' SB edii*-+-2fdodv4-gd7" 
und die mit dem Erflmmongsradiiu p dividirte GrSsse A: 

ds* 

B r» — = Bdu'H-2FdudTH-Gdv«. 

P 

Dabei ist die Fläche auf ein System krinnmliniger Coordinaten (u, v) be- 
zogen gedacht. Die O Grössen e, f, g; E, F, G, die ^Fimdanientalgrössen 
1. resp. 2. Ordnung", sind durch die drei „Fundamentalgleichimgea" mit 
einander verknüpft. 

Die Transformation besteht im Uebergange von dem nTsprfinglichen 
System a, t su einem neuen u', indem die letzteren Gr5ssen gleich 
eindeutigen und eindeutig umkehrbaren, im fibrigen aber arbiträren*) 
Functionen der ersteren gesetat werden. 

Setat man: 

A = a8— Py, 
Öu' _ öu' _ öv' _ Öv' _ 
"äT"*» 'W^* du "'^^ dv 
dB = 5, dv = 7); du' = a', dv' = r/, 

so transformiren sich die r^ linear in die tj' in der Weise, dass 

während die ümkehrung dieser Formeln unmittelbar liefert: 

dvL l ^ dv \ ^ du 1 dv 1 

du dv dv dn 1 

Geht verm9ge der angegebenen Transformation irgend eine quadra- 
tische binäre Differentialform A = ajjdu'H-2a,,dudT+a,,dT' über in 

die entsprechende A' = a' , du''-|-2ajjdu'dv'-+-a',,dv'', so findet das 

Aualoge statt für die biiincarc Form: 

Aj = a,, dn5u-|-a,.,(duov + dvou)4-ajj.^dvov. 

Dabei brauchen weder die du, dv, noch die Öu, 6v not- 
wendig Differentiale zu sein: es genügt, wenn es überhaupt 
Grossen sind, die den ^, cogredient sind. 

Von dieser Bemerkung l&sst sich, ganz wie in der algebraischen**) 

rentiallormen im Zusammenhange mit der Fläcbentheorie studirt: Joui^l. f. 
Math. Gill S. 25-39 (1888). 

*) „Die Transforinationsgruppe ist also die sog. „unendliche", bezüg- 
lich deren man die neuen Untersuchungen von Lie, Lcipz. Ber. 1891 S. 316 
bis 352, 353—393 nachsehen möge." 
**) Siehe oben S. 85. 
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hTarisntentheoTie, eine wichtige Anwendaiig hiiudditileli der AUeitongen 

einer Function machen. 

Ist nämlich y(n, v) eine willküriiclio Function von u, v: xC**'»^') 
die Transformirte, so gelangt man leicht zu den Eeiationeu: 

d^__ 1 dx dv' 

ön' A dvL dv A dr da ' 

dx 1 ax , ^ 

Da aber die Discriminante a = a^,aj, — aj, von A eine relative In- 
variante ist, also 

a = A'a', und damit ]/a = AVa', 

1 ÖY 1 ÖY 

80 erkennt man unmittelbar, dass die Grössen —= — 7=^-^ 

yä ov ya 

mit ^, rj cogredient sind, also in die Identität Aj = A'j für die ou, 8v 
substituirt werden können. Damit nimmt dieselbe die Gestalt an: 

Udu-hVdv = ü'du' -4-V'dv', 

sodass die linke Seite eine lineare Govariante YOn A darstellt. Hieraus 
fliegst durch einfache Differentiation die Existenz der InvsriaDte 

1 / au dY\ 

oder mit Einsetzung der wirklichen Werte, von: 

= Vi |öu V yr he. \ Yi 

Würde man dagegen in die Lfnearform Udn+Vdv statt der da, dv die, 
für eine zweite willkürliche Function ü>(u, v) genau ebenso, wie für ^ 

gebildeten Verte 7^^— eingesetzt haben, so 

ya OY ya öu 

sich eine andere Inyaiiante Aa(x> <») heransgesteUt, wo: 

aus der im besonderen, wenn ^ mit u> übereinstimmt, die speciellere 
Invariante Ai(x) entsteht. 

Lasst man nunmehr an Stelle der Form A die Form 
ds' = eda'+^f<iadv4>gdT^ 

treten, wodnrch die drei Inyarianten AiOc)» ^(x)» ^(X» übergehen 



dy dx 

dw äü 



h&tte 
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mögen in A*^, ^'(x)> ^(X> ^ ^® letzteren did Aoedräcke 
nichts anderes, als die von Beltrami mit so grossem Erfolge dngefnhz- 
ten «IHfferentialparameter erster und zweiter Ordnung Ton x^9 ™^ 
„Zwischenparameter Ton* / , w'^. 

Vermöge der Function A' lässt sich nunmehr ein Einblick in die 
iüvariantennatur des Gauss'schen Kriiuimungsmasses K gewinnen. 

Bedeutet nämlich n den Muitipiicator der Form A, so dass 

nA =: dpdq, 

so stimmt E mit dem Ansdrack ^A'lgn fiberein. 

Weitere Aufschlösse solcher Art gewinnt man durch simultane 
Transformation zweier Differentialformen, wie A und B: 

A = edu'-h2fdudv4-gdv=', ß = Edu"4-2Fdudv4-Gdv'. 

Die Algebra liefert sofort zwei absolate Invarianten, nftmlich 

2fF-HEg EG— F* 

eg— eg— f» 

Hier ist H genau gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Krüm- 
mungen, K gleich ihrem Product, d. i. das Krümmungsmass: 

« 1 1 1 

H = 1 , K= 

Pi Pf PtPi 

Bildet man noch die Functionaldeterminante von A, B, und dividirt sie 

mit 4}/a = 4yeg — f% so stimmt dieselbe mit der „Erümmungslinien- 
form^ r uberein. 

Ans der Algebra entlehnt man dann ohne weiteres die Darstellung: 

P — KA»-|-HAB— B*. 

Endlich stellt sich das Quadrat des Linienelementes da auf der Gauss'- 
schen Kugel direct als Covariante von A und B dar: 

da' = — KA4-HB. 

Um die geometrischen Bedeutungen der hier auftretenden Formen zu ver- 
Tollstftndigen, sei noeh erwShnt» dass die bilineaie Form A,(s=s2dxSz) 
das Frodnct der beiden Linienelemente ds, fis mit dem Cosinus des ein- 
gesehlossenen Winkels reprisentirt 

Endlich hat man: 

«Ii • • .j»x.ri:s* am /cos6cos6' . siu^siu^' \ 
Edu8u+F(dn8v+dv8n)+GdT8T = dsSsl -^-H ^ — i- ), 

V Pi 9t y 

wo ^y,^' die Wmkel sind, welche ds, Ss mit einer der beiden, durch 
ihren Schnittpunkt gehenden Hanpttangenten bilden. 
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n. D. 

Spedelle Snbstttotlonsgrnippeii und Formen. 

H. D, a. Seminvarianten*) und seminyariante Functionen. 

Haben wir bislier die allgemeinen Eigenschaften invarianter Formen 
erörtert, so sollen uns im vorliegenden Schlusskapitel Erscheinungen spe- 
cielleren Charakters beschäftigen, sei es, dass man die Gruppe der aus- 
zuübeoden Substitutionen beschränkt, oder die zu Qronde liegenden Ur> 
lonnen, oder endlich auch beide. 

Unter den invarianten Bildungen, welche zn Untergmppen^) der all- 
gemeinen linearen SnbstitntionsgrQppe gehSren, sind am Angehendsten 
nntersneht worden die sogenannten „SeminTarianten^***), d. s. die Ldt- 
glicder der Covarianten, ContcaTarianten, Zwischenformen n. s. f., and 
deren Verallgemeinerungen. 

Um mit dem binären Gebiete zu beginnen, so setzen wir von vorn 
herein immer voraus, dass die zu betrachtenden ganz-rationalen Ausdrücke 
in den Coefficientenreihcn (a), (b), ... der Urformen homogen und 
isobar sind, oder, was auf das Nämliche hinauskommt, dass sieb diesel- 
ben bei allen Substitutionen der Gruppe: 

(A) Xj^ax'p X,— dx; 

nur um eine Potenz der Substitutionsdeterminante ad Sndemf). 

Fugt man nunmehr die analoge Forderung bezüglich derjenigen 
Gruppe hinzu, weiche entsteht, wenn man (A) zusammensetzt mit der 



*) Die bequemere Schreibweise ^seminvariant* an Stelle von „semi- 
invariant" ist, etwa nach dem Vorbild des Wortes „sominanis = semiinanis* 
(halbleer) gewählt worden. 

**) In den in nächster Zeit erscheinenden, von SchefTers herausgegebe- 
nen „Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen 
Transformationen" von Lie, II. Band werden alle endlichen continuirlichen 
Untergruppen der projectiven Gruppe von 2, 3, 4 Variabeln bestimmt. Zu 
jeder derselben gehört eine besonders ansziib ii d end c I n vari an - 
tentheorie. Im Texte beschränken wir uns, abgesehen von einigen ^1 Oti- 
ten über orthogonale InvariMiten, auf die SemiuTarfamten. 

***) Einige Eigenschaften der SeminTarianten sind schon Mher berück- 
sichtigt worden, siebe S. 93, 157, 158, 164, 166, 169, 177, 179, 197, 211, 212, 
219, 232 u. flgde. 

f) Sei der Einfachheit halber eine einzelne Urform fn mit den Coeffi- 
cienten ao, a,. an vorgelegt, und soi ao^a^'^aj- .. .a^^'' irgend ein Glied 
von Coj so folgt in der That unmittelbar bei Ausübung der Substitution 
(A), dass sowohl die Summe O.oq+I .ai-f-2.aj|-H..'+nfleD, wie auch die Summe 
noo-f-Cn — l)ai-|-(n — 2)a.2-|-... einen constanten Wert besitzen muss. Die 
Addition der beiden Summen zeigt dann, dass auch «o-l-ai *-!-.>. +«0 constaut, 
d. b. dass Co homogen ist 

Das Entsprechende gilt für temlre, . . . Formen. 
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folgenden: 

(B) x, = x;-+-bxi, x, = x;, 

80 Wird. zu einer SeminTaiiante, and genügt der chankteristbchen 
Diiferentialgleichang 

-h =0. 

Enthält n-hl Argiiinente a, ni-f-1 Argumente b u. s. f., so ist C^^ 
stets (las T.oitgliod, d. i. der Cocfficiont der höchsten Potenz von x,, 
einer bestimmten Govahaute der Formeu i^, gn» out den CoefficieDten 
a, b, . . . 

Sylvester*) gelit von der einfachen Bemerkung aus, dass dann 
zugleich znm Leitgliede einer Covariante der Formen 

fo'» ••• (i^'a^» m'^m, ...) 
wird, deren eiste n+1, m+1, ... Goefficienten mit den a, b, ... fiber- 
einstimmen. 

Die Theorie der Seminvarianten wird damit von der Grundlage der 
particnlSren Formen f^, g„,, ... und ihrer Ordnungen losgelöst, nnd er- 
scheint nur noch als Attribut der beliebig fortsetzbaren „Eiementeureiheu*^ 
der (a), (b), ... 

Der Einfachheit halber sei nur eine einzige Eiementenreihe (a) vor- 
gelegt. 

Ersetzt man die a durch numerische Vielfache derselben, so ändern 
sich auch die Glieder von ß nur um numerische Factoren, und umgekehrt. 

Setzt man demnach in 0^ das erste Element gleich Null, so ist 
der „Rest** eine Seminvaiiante in B^ug auf die neue Elementenreihe 



»1» 



»3 



2' 3'" 

Sylvester und Perrin**) haben nachgewiesen, wie auf Grund dieses 



*) Am. J. V S. 70— 9G (1882), S. 97—137 (1883). 
In dem zweiten Teile der Arbeit beschäftigt sich der Verfasser mit der 
Ermittelung der „irreducibeln" Seminvarianten (Perpetuanten), d. h« solcher» 
die sirh nicht als rationale ganze Functionen niodriL'^f^ror Seminvarianten dar- 
stellen lassen. Es wird auch hier eine erzeugende Function tiir einzelne Fälle 
aufgestellt, welche die Anzahl der linear unabhängigen Pcrpetuanten von ge- 
gebenem Grad und Gewicht liefert: die Orduung der zugehörigen Urform ist 
jetzt fiedeutunf^slos geworden. Die betrefTeiido Formel ist weiterhin von Mac 
Mahon allgemein angegeben worden, vgl. oben S. 174, 193, 198. Vgl. auch 
die Tabellen von Cayley, Quart J. XIX S. 131—138 (1883). 
•*) S. H. Bull. XI S. 88-10? (1888). 
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Satzes nicht nur die Abldtang der ^Gnindfonneii*^, BOndem auch die der 
sogehörigen Syzygien*) wesentlich verainfteht irird. 

Es mag dies etwa darch den Sats von Perrin illostrirt werden, 

dass man den Leitgliedern eines vollen Systems von Grundformen einer 
Urfonii fu nur iiudi eine einzige ^ Restform" der a^,, a^, Ru hin- 
zuzufügen hat, um ein volles System der zu einer Urform fn+i gehöri- 
gen Restformen zu besitzen. 

Ein anderer Fortscliritt wird durch die Auffassung begründet, 
als eine binäre Function der (nicht homogenen) Variabein an anzosehen**}. 

Hat man dann eine Reihe von Leitgliedem C,, C'„, C^', ... einer 
Uifonn fn, so ist nach Sylvester jede Covariante der C, als Formen 
von an betrachtet, wiederum das Leitglied einer Covariante von f^. 

In dem ang^henen Sinne konmit jeder Seminvariante selbst 
abermals ein Leitglied 2u, nSmlich der Goefficient der höchsten Potenz 
von a^. Diese „Keime** (germs) der Covarianten von f„ gewähren, wie 
Sylvester an dem Beispiel der 1 und f^ näher ausfährt, einen guten 
Einblick in die Structur des vollen Füimcnsyslems von fp. 

Der Benützung der Seminvarianten zweiten und dritten Grades in den 
a zur Aufstellung „associirter Systeme" ist schon früher***) gedacht wor- 
den; ebenso der fundamentalen Aufgabe, unter den Semhivarianteii (für 
ein unbegrenzt hohes n) die „Perpetuanten", d. h. die „irreducibelu'* 
herauszugreifen f), welche sich nicht als ganze Functionen von solchen 
niedrigeren Grades in den Elementen darstellen lassen; endlich auch des 
engen Zusammenhangesff) zwischen Seminvaiianten nnd symmetrischen 
Functionen. 

In einer sehr ein&chen Weise ist d^Ocagnefff) 1886 zn einem neuen 
Systeme associirter Seminvaiianten einer gelangt 

Han sehe a^ für den Augenblick als eine Function einer Variabein 
i an, und a,, ... als deren erste, zweite, . . . Ableitung nach ^ Dann 

*) Siehe oben S. 166. 

**) Eine weitere Ausbildung der beiden (jonannten Principien vt-rdankt 
man Petersen, Zeuthen Tidsskr. (4) IV S. 177—11)0 (1880), V S. 33—10 (1881); 
(5) VI S. 152 — 156 (1888). Die letztere Arbeit bringt Anweuduiigeu auf die 
Aufstellung voller Systeme. 

♦*♦) Siehe oben S. 157, 158. 
t) Siehe oben S. 174, 193, 198. 
tt) Siehe oben S. 197. 

ttt) G. R. Gl! S. 916—917, Brüx. 8. sc X. B. 8.75>-78, ebda. XI S. 314 

bis 319 (1887). _ 

Es wäre wünschenswert, den ersirhtlicti sclir rncfon Zusammenhang zwi- 
schen der Methode von d Ucagne und den, vun Biuuu (ß. 211) und MacMahou 
(9. 197) befolgten zu untersumen. 
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liefSem die snceessiven Ableitungen von la^ nach ^, von der ersten bis 
znr (n — ])ten, ein System der gewfinschten Art, durch dessen Indivi- 
doen sich also alle anderen Seminyarianten von fn rational, mit einer 
Potenz Ton im Nenner, ansdröcken lassen. 

d'Oeagne*) nnd Gesaro**) haben den Znsammenhang zwischen 
diesem Systeme und dem von Hermite gelieferteTi näher nntersncht. 

Die Differentiation nach ^ ist offenbar nur eine symbolische Abkür- 
zung für den Frocess 

d a a . d 

und das obige Verfahren Hess mittels desselben aus zwei gegebenen 
Seminvnrianten, z. B. a^a^ — aj nnd aj, eine neue entstehen. 

In diesem Sinne haben d'Ocagne***), Perrinf), Deruytsft)» Ro- 
bertsttt) eme ganze Beihe ähnlicher Processe (^Diiferentialgeneiatoren*') 
construirt 

Dernyts hat dabei eine ganze Reihe von Elementengmppen (a), 
(b), ... zn Grunde gelegt und insbesondere die enge Verwandtseliaft 
zwischen dem dadurch entstehenden Fkocesse 

mit den früher besprochenen Cayley 'sehen D und A (in ihren Wirkungen 
auf Seminvarianten) weiter verfolgt. 

Wir führen zur lUustration den Satz an, wonach durch die Sub- 
stitution 

wo der Ausdruck X die Eigenschaft besitzt, dass DX gleich der Semin- 
variante S wird, jede Covariante sich derart transformirt, dass die nenen 
Goefficienten zu ZShlem Seminvarianten haben. 

Nimmt man hier specieU S= a^, X = a,, so kommt man auf einen 
bekannten Satz von Hermite zuröck. 



♦) S. Iff. F. Bull. XVI S. 183—187 (1888), Brüx. S. sc XIL B. S. 185 

bis ISO. 

**) Nouv. Ann. (3) VII S. 464—467 (1888). 

♦♦•) C. R. CIV S. 961—964, 1364—1365 (1887). Vgl. auch Cayley, Quart 
J. XXI S. 212--813 (1885), Mac Mahon, ebda. S. 363^365. Der Letztere hat 
auch für die specielle Klasse der „asyzygetiscliMi* Seminvarianten Generap 
toren aufgestellt: Am. J. VIII S. 1 — 18 (1885). 

t) C. R. CIV S. 1097—1099, 1258—1260 (1887). 
tt) Belg. Bull. Xin S. 226—235 (1887). 
ttt) I'Ond. M. S. Proc XXI S. 219-283 (1889). 
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Derayis hat weiteibin die Lehre Ton den Semmvarianten auf ür- 
fonnen mit mehreren Reihen von n Variabein ausgedehnt, nnd damit za- 
gleieh die Inyariantentheorie solcher allgemeinen Urformen wesentlich 
gef5rdert. Seine .vielfteh zerstreuten nnd schwer zugänglichen Unter- 
suchungen hierüber*) hat Dernyts 1891 in einer Monographie**) ver- 
einigt, sodass wir die letztere hier zu Grunde legen können. Die Ab- 
stractheit des Stoffes nötigt uns freilich, es beim Hervorheben einiger 
Haaptgesichtspunkte bewenden zu lassen. 

Deruyts***) setzt, ähnlich wie Kroneckerf), die allgemeine 
lineare Transfonnation Yon n Vaiiabein x aas zwei gedgneten Reihen 
einfacherer znsammen. 

Es sind das einmal diejenigen, hei denen allein eine einzelne 
Variable einen constanten Factor annimmt: 

(Sh) Xh sXh, Xk = Xh (k^h), 

andererseits solche, wo eine einzelne Variable um eine zweite, noch 
mit einem constanten Factor behaftete Variable vermehrt wird: 
(Sb,i) Xj = X,-i-r^Xh, Xk = Xk (k l). 

Man betrachte nun ganze Functionen F der GoeMcienten von den Urfor- 
men, welche ansserdem noch in ganzer Weise von einer oder mehreren 
der Vatiabelnreihen (x), (y), (z), ... abhängen k5nneo, nnd welche sich 
nach Ansfihnng der Snbstitationen Sh, Sb,t immer nur um dne Potenz 
der Snbstitationsdeterminante (e resp. 1) indem sollen. 

Die erstere Forderung, bezüglich der Sb, sagt nur ans, dass F „hin- 
sichtlich der einzelnen Indices 1, 2, isobar ff) wird: F ist dann 



•) Belg. Bull. (3) XIV S. 53—79 (1887), ebda. XV S. 951-980 (1888), 
XVI S. 207—215, 576—589 (1888); Liege Mera. (2) XV, zwei Noten (1888). 
Belg. Mem. S. E. LI, 3 Abhandlungen, ebda. LH. 
**) „Essai d\ine theorie generale des formea algebriques**, Bruxelles. 
•♦*) 1. c. Chap. 11. 

f) Siehe oben S. 223. 
Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Entwickelungen ist in- 
dessen der, dass Kronecker die allgemeine lineare Substitution aus einer ge- 
wissen Anzahl specieller — welche insgesamt die erstere vertreten köuuea — 
zuammensetst, nnd jeder der letzteren entsprechend eine Differentialglei- 
chung für die invarianten Bildungen erhält. Deruyts dan;ef:en benutzt nur 
einen Teil seiner specieUen Repräsentanten, um Differentialgleichungen für 
seminvariante Functionen zu bilden, während an Stelle des Restes eine Reihe 
Ton arithmetischen Oleichhdten (nämlich der der n Gewichte itt, ic^, no) 
tritt, um dann zu einer invarianten Bildung zu führen. 

ff) Um diesen Begriff klar zu legen, denken wir uns etwa eine teruiire 
Form Cn mit einer Variabeinreihe Xoi ^ai der Coefficient des Gliedes 
xk xi^ CiH-icH-1 n) sei mit ag^ heseichnet 
Irgend eine ganze Ftoction F der a sei als ein Aggregat Ton Gliedern 
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von selber auch homogen in den einzelnen Coefftdenton und Vaiiabeln- 
reihen. 

Aendert sich F bei Anwendong von Sb am die Potenz e^^, so heisst 
YC|| das Gewicht von F bez. des Index h; es giebt also n solcher 
Gewichte i:,, tt^* 

Ans den Sobstitationen Sh,i lassen sich nnn n — 1 derart heraus- 
greifen, dass die Zahlen h, 1 auf die n — 1 Wertepaare 
• h,l = (l,2), (2,3), ..,(n- 1,11) 
beschränkt werden. Es zeigt sich, dass es für das Folgende genügt, 
diese n — 1 Substitutionen Sij_i_i zu verwenden. 

Die Bcdincnng, dass F gegenüber Si j, invariant ist, erweist sich 
als äquivalent mit einer linearen partiellen Differentialgleichung [h, 1] = 0. 

Als eine „seminvariante Function" wird jede Isobare Form F der 
CoeMcienten und Variabeln defioirt, welche die n — 1 Gleichungen 
[i, i+1] F = 0 eifuUt*): ist F M 7on den Variabeln, so heisst F 
eine i^Seminvaiiante*^. 

Fngt man dagegen noch die Forderung hinza, dass die n Gewichte 
IT,, itj, TCn*) von F sämtlicli einander gleich (=::) werden, 
so geht F über in eine gewöhnliche »invariante Function*' (invariante 
Bildung), resp. in eine gewöhnliche Invariante. 

Beispielsweise ist irgend eine, dem Schema der Variabelnrcihcn ent- 
nommene ein-, zwei-, dreireihige Determinante**) eine seminvariante 
Function. 



gegeben, wo sich das Productzeiehen auf simtliche a erstreckt, und 
die Exponenten ^0 sind. Dann heisst F bez. des Index 0 isobar, wenn 
die Summe 2iam, auf alle a ausgedehnt, einen constanten Wert (d. i. das 

bez. »Gewicht* ico) besitzt; desgleichuu bez. des Index 1, 3, wenn das Ent- 
sprechende von den Summen 2ha|^, 2)la|u IP^^ 

Der Unterschied zwischen der hier gewählten Bezeichnung und der in 
der analytischen Geometrie üblichen tritt an einem Beispiel deutlich hervor. 
£ine C4 schreibt sich nach der letzt» ren Vorschrift: 

aoooo-+-x} ai,ii -hxi aa23a -H 4x 0 aoooi -H . . . » 
dagegen nach der ersteren ein^Miher: 

wo also die Summe der hulice» jedes Coefticienten ein- und dieselbe ist, ge- 
nau wie die Summe der Exponenten. 

•) Es wird bewieswi, daas mit dem Erfülltsein der n — 1 Gleichungen 
[i, i4-l] = 0 (i=l,2, n — 1) fnr eine isohare F'orm zugleich alle Glei- 
chungen [h, 1] = 0, bei welchen der index h kleiner ist, als der Index 1, be- 
friedigt werden. 

**) Bs sind das dieselben .Zwisdienvariabeln*' Py^, Py^, . • welche den 
allgemeinen Untersuchungen von Clebsch au Grunde liegen. 
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Behufs weiterer Entwickelinig äbertiftgt*) derVei£u8er die Glebseh- 
Aronhold*8ehe Symbolik, welche bis dahin nur för invariuite Fano* 
tiooen benfitzt wurde, auf seminvariante Functionen. Es empfiehlt sich 
dabei, den symbolischen Änsdrficken eine „canonische''**) Gestalt bei- 
zulegen, welche in den einzelnen Squivalenten Symbolelementen sym- 
metrisch ist: es hat das unter anderem den Vorteil, dass jeder nicht 
verschwindenden symbolisclien Bildung auch eine nicht verschwindcndo 
reale correspondirt, und umgekehrt. 

Bei dieser Festsetzung ist es nicht scliwcr, nachzuweisen, dass „eine 
seminvariante Function zum symbolischen Ausdruck ^' eine, 
anf Linearformen bezugliche seminvariante Function von den 
Dimlichen Gewichten besitzt^***). 

Diese Linearformen dürfen linear angenommen werden, nicht nur in 
den symbolischen Ooefficienten, sondern auch in den Variabeinreihen; sie 
dod also s&mttich von dem Typus a» s= gjX, -+-a,Xg-H-"H-aaXB. 

Bildet man nun aus den n ersten Golonnen des Schemas der sym- 
bolischen Goefficienten der Reihe nach alle möglichen Beterminanten 
6,, Ö3, öu von den Ordnungen 1, 2, n; andererseits aas den n letz- 
ten Colonnen des Schemas der V^ariabeln entsprechend alle möglichen 
Determinanten oj,, oJ,_i, ö'i von den Ordnungen n, n — 1, 1, so gilt 
der grundlegende Satzf): 

„Der symbolische Ausdruck einer seminvai ianten 
Function ([* ist darstellbar als eine Summe von Producten aus 
den drei Factorengrnppen S; (a«, b«, 

Im besondem treten bd einer invarianten Function nur n-reihige 
Determinanten du» K ^9 vmd man gelangt unmittelbar zum Glebsch*- 
sehen Fnndamentalsatz der Symbolik zurfick. 

Eine weitere Vereinfachnng der Theorie wird erzielt, wenn man 
lieh, nach dem Vorgänge von Gapelli, des Aronhold'sehen Processes 
bedient; der Fortschritt bei Deroyts wird durch die gleichzeitige 
Berücksichtigung der (symbolischen) Coefficienteu- und der Variabelu- 
reihen erzielt. 

Hiermit ergicbt sich, in Verbindung mit der oben berührten sym- 
bolischen Darstellung für die semiuvariauten Fuoctiouea, auf der einen 

Der Fortschritt bei Deruyts liegt eben darin, dass an Stelle der specioUcu 
Grossen p mit den weit allgemeineren seminTarianten Functionen operirt wird. 
•) 1. c. Chap. III. 
••) I. c. S. 13, 14. 
•••) 1. c. S. 55. 
t) 1. c. S. 57. 
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Seite der symbolische Ausdruck fSi iigend eine Seminvariante YOn den 
Gewichten Up ir,, tto, indem das ans den Hanptnnterdeterminan- 

ten des Ck>eMcientenschemas gebildete Prodnct: 

afi-^^a, b.J''3-n, . . . (a^b.^c3 ... k^^O"""**""" (a^^c, ... k„_,l,.)^" 
genügend oft mal Processen von der Art B,^, D^o, Dba ••• unterworfen 
"wird*). 

Auf der anderen Seite**) gelangt man. wenn man liier überall die 
Coefficientenreihen der a, b, ... mit den Variabelnreihen vertauscht, zu 
einer neuen Art von invariantiven Functionen, den ^identischen Semi> 
covarianten «weiter Gattung^. 

£s hat nun keine wesenfliche Schwierigkeit, zu sehen, dass das 
«Leiiglied*'***) einer invarianten Function, welche n Variabelnreihen zn 
den Ordnungen ir^ ir,, iCo enthSlt, eine Seminvariante von den Ge- 
wichten iTp n^, . TCn ist, und dass diese Begehung auch in eindentiger 
Weise umgekehrt werden kann. 

In der That hat man nurf) in dem symbolischen Ausdrucke der 
Semitivariante ^ die symbolischen Elemente (a), (b), ... durch ebenso- 
vide Reihen von symbolischen Linearformen zu ersetzen, um die sem- 
invariante Function W mit dem Leitgliede ^ vor sich zu haben. 

Die Function W besitzt die 7r„te Potenz von der Determinante 
der Variabein, zum Factor. Nennen wir den anderen Factor y, so ist 
eine invariante Function, welche nur noch die n — 1 ersten Variabehl- 
reihen zu den Ordnungen iC| — «b, — iro) •••» ith-i — enthSlt, vom 
Gewichte itg ist, und wiederum ^ zum Leitgliede hat. 

Diese Functionen ^, welche Dernyts als prim&re Co Va- 
rianten bezeichnet, erweisen sich, wie schon Capellift) nach- 
gewiesen hatte, als das eigentliche Fundament der Invarian- 
tentheorie derFormen von beliebig vielen cogredienten Reihen 
von n Variabcln.'' In der That lassen sich dieselben auch dcfiniren 
als diejenigen, allseitig Isobaren Formen von n — 1 Variabelnreihen, weiche 
den n — 2 linearen partiellen DifTcrentialgleichungen 

D„ = 0, D„ = 0, D«-äj,„_i = 0 

genügen. 

• *) 1. c. S. 64. 

*•) 1. c. S. 65. 

***) Sind mit Xj^ (i, k = 1, 2, .. ., n) die n Reihen von je n Variabein be- 
zeichnet, mit ui), nio, mn die bezüglichen Ordnungen einer Form, so ist 

unter dem Leitgliede der Coeflicient von x™| ...x^^" zu verstehen, 
t) 1. c. S. 71. 

tt) Siehe S. 900 u. flgde., 816. 
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Berayts findet aber nicht nur die Capelli'schen Ergebnisse wieder, 
namenUicfa den Fundamentalsats fiber BeihenentwickelQDg*), sondern 
deckt anch eine Reihe neuer Eigenscliaften der Functionen ^ auf, eben 
mit Hälfe seiner dofchsiehtigen symbolischen Datstellung der SeminTap- 

rianten. 

Hierher gehört vor allem der nach Hilbert 's Methode geführte 
Nachweis**), dass die Functionen ^ einen Integritätsbereich 
mit endlicher Basis bilden. 

Mit Hülfe der Functionen istDeruyts ferner in der Lage, einem 
Sylvester'schen Satze (S. 219) die weiteste Ausdehnung zu geben, in- 
dem ans zwei seminTarianten Functionen dadurch eine nene erzeugt wird, 
dasB die CoeMdenten der einen durch die ersten Ableitungen der zweiten 
nach den ihrigen ersetzt weiden. 

Die Functionen ^ IsM^ sich auf eine Reihe einfachster Typen 
rednciren***), aus denen alle fibiigen durch einen TeraUgemeinerten Q-Pro- 
cess ableitbar sind. 

Schliesslich sei noch hervorgehoben, dass es die Functionen }( auch 
ertauben, „specielle"f) Urfumieii, zwischen deren Coefficienten gewisse 
algebraische Relationen herrschen, der Formeutheoiie zugänglich zu 
machen. 

Vorausgesetzt ist nur, dass jene Relationen selbst invariantivcr 
Natur sind, d. h. dass sie ihre Form bei linearer Transformation der 
Variabein nicht andern. 

£s hat zunichst den Anschein, als ob zn derartigen Urformen Func- 
tionen gehören, welche erst in Folge jener Relationen die Eigen- 
schaft der Invarianz annehmen. Dies ist indessen nicht der Fall, da sieh 
nachweisen ISsst, dass sich sSmtliche Functionen x ^ solchen »rega- 
liren** herleiten lassen, welche anabhSngig von jenen Relationen 
existifsn. 



*) 1. c. Chap. IV. Die Anwendung bierr^m auf die BestUnmnng der 

Anzahl der linear unabhängigen invarianten Bildungen von gegebenen Grad- 
Ordnungen ist schon auf S. 176 u. flgde. besprochen worden. 

**) I.e. 116 u. flgde. Die Verallgemeiueningen bei invarianten Func- 
tionen befinden sich schon auf 8. 93 u. flgde. 

1. c. Chap. VI. 

t) 1. c. Chap. Vill; BuU. Belg, (3) XXUI S. 152-167 (1892). 
Vgl. Maurer, S. 229. 

Auch Study («Methoden . . .* II § 10) Terwendet derartige „invariante 

Gleichungssysteme'* behufs allgemeiner Erledigung des Aequivalenzproblems: 
inshesoiidere findet sich bei ihm der Salz, dass ein invariantes ( ileirhuHfjs- 
Sfütem orsetzt werden kauu durch eine Reihe von verschwiadoudeu invarian- 
ten und identisch verachwindenden GoTarianten. 
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n. D, b. 

€ombi]iftiiten und Apolwrit&t 

Unter den Formen mit mehreren Reihen von Variabein, welclie ver- 
schiedenen*) linearen Transformationen unUrlioLC*'ii . sind bereits wieder- 
holt**) die nCombrnanteo" als die am häufigsten vorkommendeu namhaft 
gemacht worden. 

Die Verknüpfung der Combinanten mit der „Apolaritätstheorie"^ ist 
eine so innige, dass eine gemeinsame Besprechung am Platze ist. Frei- 
lich wird es uns nicht gut möglich sein, von der Bedeutang dieses Zwei- 
ges der Formentheorie eine richtige Vorstellung zn geben, d& dessen 
wichtigste Anwendungen der Geometrie angehören; gerade hier aber tritt 
wiederholt die Erscheinung auf, dass Sitze, die in der Algebra nahezu 
selbstverständlich, oder wenigstens von nur particulärem Interesse sind, 
in der Geometrie zur Quelle weitreichender Forschungen werden. 

Es seien f^, f^^, fp homogene Functionen ntcn Grades der Variabein 
\j. x,, .... Xn- Unter den simultanen invarianten Bildungen der f werden 
dicjcuigen als Combinanten bezeichnet, weiche sich bei linearer bub- 



•) Siehe S. 106 u. flgde., 140, 148, 154, 178, 193. Von besonderem 
Interesse (auch filr die Theorie der elliptischen Functionen) sind die binären 
quadrato-quadrati sehen Formen, ihre beiden Discrimiaauten besitzen gleiche 
Invarianten (Cayley, Quart J. XI S. 83— 91, 1870; CapeUi, Batt G. XVII 
S. 69— 148, 1879; Zeuthen, Proe. L. M. S. X S. 196—204, 1879; Frobenius, 
Journ, f. Math. CVl S. 125—188, 1890). Frobenius geht dabei auch auf die 
Aequivalenz solcher Formen ausführlich ein. Dass die soeben geuauute Eigen- 
schaft auch bei mehrfoch linearen Formen von drei und Tier binären Yariabeln- 
reihen in entsprechender Weise auftritt, hat le Paige untersucht; Tgl. die Ci- 
täte auf S. 178 unten. 

**) Siehe S. 87, 148, 155, 1G2, 184 u. flgde., 193. 225. 
Combiaauteu im allgemeinsten Sinne sind die invarianten Bildungen von 
denjenigen unter den bweichneten Formen, bei weleben eine der Yariabeln- 
rcihen nur linear eingeht. Siehe weiter unten. Wegen der auf diesen Ab- 
schnitt bezüglichen, bis 1883 reichenden Litteratur sei auf das Verzeichnis in 
des Referenten „Apolaritüt~ hingewiesen. Zur Begründung der Theorie sei 
hier noch nachgetragen : GKiTord, Proc. L. If. S. II S. 116—118 (1869), Darboux, 
Bull. I (1870). 

Eine der wichtio;sTen Combinanten ist die schon von Jacobi eingehend 
btudirte Fuuctioualdeterniinaiite von u Formen mit n Variabein (siehe etwa 
Oordan's Vorlea. I). Die Functionaldeterminanten der Functionaldeterminan- 
ten sind den ursprünglichen Formen [n tiportional (Clebsch, Journ. f. Math. 
LXIX S. 355-358 (1868), LXX S. 175—181 (1869), Rosanes, ebda. LXXV 
S. 166—172 (1872), Pasch ebda. LXXX S. 177—182 (1875)). Die auf S. 165 
erwähnte Clebsch'sche Dai^teUun^ der binären Functionaldeterminante resp. 
des Produotes zweier solcher durch die ursprünglichen Formen ist erweitert 
worden von d'üvidio, Atti Tor. XIV S. 963—972 (1879), le Paige. Bull, de Belg. 
(2) XLIX S. 118— 1S5 (1880), (3) I S. 480— 499 (1881), CR. XCJII 13.668»^ 
(1881), Torelli, Nap. Rend. XXVS. 125—134 (1886). 
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stitation der f nur um eine Potenz der Determinante der SnlMstitations- 
coeffidenten ändern. 

Bildet man aidi mit Hälfe der neuen Variabein u,, u,, Up die 

Linearform 

¥ = u,f,-|-u.,f2H hupfp, 

so lassen sich die Combiuaiiten der f offenbar auch defiiiiren als diejenigen 
Functionen von den Coefficienten nnd Variabein der f, welche sich gegen- 
über beliebigen linearen Transformationen, sowohl der u, wie der x, in- 
variant verhalten, und welche die u nicht enthalten. 

Die letztere Definition ist insofern zweckmässiger, als sie nicht nur 
unmittelbar zu einer specifischen schon früher berührten Symbolik*) Ver- 
anlassang giebt, sondern auch zu einer wichtigen Yerallgemeinerang führt; 
man gelangt zu ^Gombinanten der f in weiterem Sinne*, 
wenn man die angegebene Beschränkung hinsichtlich der u 
fallen l&sst. 

Gordan***) hat den Grund zu der heutigen AusbUdnng der Theorie 
gelegt mittels des Satzes: „dass jede Gombinante der f sieh dar- 
stellen lässt alseine invariante Bildung einer ausgezeichneten 
Coinbinante R, derjenigen Determinante nämlich, deren Ele- 
mente entstehen, wenn man die f so oft mit verschiedenen 
(c ogredieuten) Veränderlichen anschreibt, als ihre Anzahl 
ergiebf*. 

Gordan gelangt hierzu, indem erden Fundamcntalsatz***) der Sym- 
bolik, „dass jede Invariante eines Systems linearer Formen dne Form 
der aus den Goef&denten der Fonnen zu bildenden Determinanten ist*, 
in eigentümlicher Weise in Verbindung bringt mit der Reihenentwicke- 
Inngf) einer Form, welche zwei Reihen oontragredienter Yariabeln 
enthält 

Die GomMnanten bilden somit ein geschlossenes System von Fonnen, 
dem nach Hilbert nnmittelbar die Eigenschaft der Endlichkeit zukommt, 

da sie aus einer einzigen Urform mit cogredienten Variabeinreihen ableit- 
bar sind ff). 

Sehr viel durchsichtiger gestaltet sich die Lehre der 

Siehe S. 103. 

**) Math. Ann. V S. 95— 122 (1872), bes. S. 116. Vgl. auch Voss, Manch. 
Ber. 1888 S. 15-19. 

In § 11 werden insbesondere die Combinanten R für binäre Formen auf 
noch einfachere Bildungen reducirt 
***) Siehe S. 188. 
t) Siehe S. 217. 
tt) Siebe S. 148> 
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CombinanteD, wenn man dem Princip der Dnalit&t Rechnung 
trägt. 

Gonstmirt man nSmlich mit Stroh*) eine neue Detemünante Q, 
indem man die p Coefficientenieihen der f ergänzt durch die entsprechen- 
den Troducte der Potenzen von einer hinreichenden Anzahl von Variabeln- 
reihen (v), (w), welche zu den ursprünglichen Variabelii 
contragredient sind, so ist Q im Stande, die Form R völlig zu 
vertreten. Denn Q ist selbst eine Combinante der f, und R eine in- 
variante Bildung von Q. 

Ist N die Anzahl der Goefficienten einer allgemeinen Form f, so 
beträgt N — p die Anzahl der nenen Yaiiabelnreihen. 

Der angegebene Satz legt es nnn nahe, den p «Ordnnngsfoimen^ 
f (geschrieben mit Polynomialcoeffidenten) N — p ^Klassenformen*^ f (ge- 
schrieben ohne Polynomialcoeffidenten nnd) in contragredienten Variabeln 
gegenüber za stellen. 

„Alsdann gehen die Comhinanten des einen Systems in 
die des andern einfach dadnrch über, dass man in allen For- 
men au Stelle der Determinanten de;? ersten Coefficienten- 
systems die adjungirten des zweiten setzt." 

Hier ist der Punkt, wo die Apolaritätstheorie eingreift. 

Man bezeichnet zwei Formen, wie f und (p (wo also die Ordnung 
von f gleich der Klasse von cp ist) als „conjugirt" (Kos an es**)) oder 
^apolar** (Reye***)), wenn ihre bilineare Invariante verschwindet. 

Einem Systeme von p linear unabhängigen Formen t cor- 
respondirt gerade ein System von N — p linear unabhängigen 
Formen 9 nnd umgekehrt, so, dass jede Form f zu jeder Form 
9 apolar ist. 

Zwd solche Systeme heissen dann selbst ,,apolar zu einander^. 

Wählt man nnnmehr das obige System der <p als ein zum System 
der f apolares, so werden, nach einem, zuerst von Brill***) vollständig 



•) Math. Ann. XXII S. 393—405 (1883). 
Im Falle der binären Formen erhält der Verfasser einen sehr durchsich- 
tigen symbolischen Ausdruck für alle Gombinanton ersten Grades, welche zu 
p Formen nter Ordnung gehören (JL e. S. 403). 
**) Siehe S. 180, 218. 
•••) Math. Ann. IV, bes. S. 530 (1871). 
Vgl. Orassmann^s Ausdehnungslehre, 1863. No. 112. 

Dorselbc Satz bildet auch die Grundlage der Untersuchungen von CJebsch 
üUer die Invarianten von Formen mit n Variabeln ((rött. Abh. XVII S. 1— -G2, 
1872), sowie von Gordan über den grössten gemeiusameu Factor (Math. Ann. 
VII S. 433—448, 1874), und der auf S. 264 dtirten Arbeiten von W. Stahl. 
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naebgelriemenSatae, je zwei der adjangiiten Determinanten der 
beiderlei Coefficientensysteme einander proportional, oder 
tnch, wenn man üea. unwesentlichen Ftoportionalit&te&ctor gleich der 
Einheit setzt, einander gleich. 

Hieraus fliesst das fundamentale „Combinantenprincip": „Die 
Combinanten zweier apoiarer Formensystome stimmen der 
Anzahl und Form nach mit einander übercin"*). 

Beispielsweise lassen sich darnach drei biq^uadratische binäre Formen 
hinsichtlich ihrer Combinanten ersetzen durch nur zwei solche; waren die 
ersteren „allgemeine'^ Formen, so sind es auch die letzteren**). 

Von besondeiem Interesse aind die einfachsten, die Combinanten 
binSier F<»mfiiiajateme, weil sieh auf ihnen die höheren aufbauen lassen« 

Der- Beweis, den Brill***} für diesen Fall geliefert hat, ist um so 
bemerkenswerter, als dabei ein wesentlich neuer Gesichtspunkt zu 
Tage tritt 

Aus der Gordan'schen, nicht homogen geschriebenen Determinante 

R werden die — — Differenzen der p Variabeln y, welche B zu 

Factoren besitzt, abprcsondert, und nachträglich sämtliche y ein- 
ander gleichgesetzt. 

Die 80 entstehende einfachere Combinante "VV(y)f), von der Ordnung 
p(n-^lH~l) in der einen. Vaiiabein y, ist insofern die Gordan'sche 
Foim R EU öselaen geeignet, als man auf <tie rationale Darsteliung der 
inraiianten Bildungen Yerzloht leistet: in der That wurd nachgewiesen, 
daaa jede Oombitianie' der. f als eine irrationale In- oder Co- 
Variante der binlren Form W darstellbar ist (Vgl. II. B, b.) 

■ Die „Allgemeinheit^ der Formen f zieht wiederum die- 
1 1 1 1 III 

*) Stephanos, Sav. etr. ISSr. ft iiij^ereicht Dez. 1881, siehe einen Be- 
richt von Jordan vom Dez. 1881). Brill hat den Beweis des Satzes so geführt, 
dass er ohne weiteres auf ein System von Formen uiit beliebig vielen Ver- 
&nderUehen ausgedehnt werden konnte (Iffath. Ann. XX insbes. S. 835, 1882, 
datirt vom April 1882). 

Vgl. wegen binärer l'ormen die DarsteUung beim Referenten «Apolari- 
tit . . § 11. .. 

**) Vgl. Stephane» (t c.)» Brill Referent Gap. II), sowie die 

Dissertationen von Friedrich (Giesseu, 1886), Oross (Tübingen, 1887, auch 
Mßth. Ann. XXXI S. 136—150, lÖdS), K.Meyer (Königsberg, 1888). 

*♦♦) 1. c. 

'f)' Diese „Fiinctionaldetorminante* der f oder „Haupfteombinante'- hat 
in Bezug auf ihre Abhängigkeit von den f Igel in einer Reihe von Abhaiul- 
jungen in den Wien. Her. u. Abh. genauer untersucht, und im Auscblusse daran 
Methoden zur Bildung von Combinanten entwickeltr ' . • 

Jftbresber. tl. Deuu>cbeii Matlieiii--V6i'eii>ii^uug. i. 17 
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jenige der Form W nach sieb, d. i. die Goeffieienten von W sind 
von einander nnabbängig. 

Will man ningekehrt eine allgemein vorgelegte binSie Form von der 

Ordnung p(n — p-f-1) in die Gestalt von W bringen, so bedarf es der 
Adjunction einer irratiuiialeu Function der Coefficienten. 

Beispielsweise ist die letztere bei einer Fomi sechster Ordnung die 
Wurzel einer GleichuuLT fünfter*) Ordnung: diese Adjunction genügt aber 
aucli, um die gegebene Form durch lineare Transformation auf zwei ge- 
wisse canonische Gestalten**) zu bringen. 

Zur Begründung des Combinantenprincips war der Begriff von apo- 
laren Systemen benatzt worden. Der letztere ist indessen schon früher 
anfjgetreten: seine Quelle mht in der Ausdehnung der Sylvester'schen 
canonischen Darstellung hinSier Formen als Potenzsummen auf 
Systeme von Formen. 

Rosau es hat 1872 einen ersten***) Schritt in dieser Richtung gethan, 
hidem er mittels symbolischer Rechnung den einfuhen, aber weittragen- 
den Satz nachwies, „dass das Verschwinde« der bilinearen Invariante 
zweier binärer Fürmcn gleicher OrdnuuL; notwendig und hinreichend sei, 
damit j^dc von ihnen sich als Summe der Potenzen der Linearfactoren 
der anderen darstellen lasse". Noch zweckmässiger spricht sich dies 
dahin aus, dass, „wenn eine binäre Form nter Ordnung den Factor X — a 
besitzt, so ist sie zur nten Potenz von X — a apolar, und umgekehrf*. 

Daraus folgt dann insbesondere, dass n gegebene binäre Formen 
nter Ordnung als lineare Verbindungen der vollstindigen Potenzen der- 
selben n linearen Formen darstellbar sind. Das Piodnct der letzteren ist 
nämlich nichts anderes, als die zu den gegebenen Formen apolaio Form. 

Rosanes hat bald darauff) das in Rede stehende Prindp der 
apolaren Zuordnungen auf höhere Formen ausgedehnt. Man bat hier 



*) Wegen der Beziehungen zwischen den Wurzeln der Gleichungen 
sechster und ranfter Ordnung vgl. Stepbanos (1. c.) und den Referenten (1. c). 

**) Siehe ohen S. 182. 

*♦*) Journ. f. M. I.XXV S. 172—176. Weitere Anwendungen des Satzes 
finden sich in des Rcfercuteu „Apolaritäf. 

W. Stahl ist in die Beziehungen zwischen binftren apolaren Systemen noch 

tiefer eingedrungen und hat interessante .Anwcudungen auf die Theorie der 
al)wiekell>aren Flächen gemacht: Journ. f. Math. CI S. 73— 1»8 (1886), S. 3(K) 
bis 325 (1887); CIV S. 38— Gl (1888), S. 302— 320 (1881)). Vgl. auch Study, 
Leipz. Ber. 1886 S. 3—9. 

Eine rein geometrische Theorie der binären Apolarität voniankt man 
11. Wiener, llal.il. Schrift, Darmstadt 1885, 83 S. Vgl. Thieme, Scliloui. Z. XXIV 
i>. 221—229, 27G— 284 (1879); Math. Ann. XXJII S. 597— 598 (1884). 
t) Journ. f. U. LXXV S. 313-830 (1873). 
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analog: „Ist f(x,, x,, Xr) eine Form nter Ordnung von r Variabein, 
und bedeoten u,, u,, die contiagiedienten Variabein, so ist f dann 

und nur dann zur nten Potenz der Linearform u, yiH-"2y-.''+'***'+"^ryr 
apolar, wenn die Gleichung f(yj, y,,, yr) = 0 erfüllt, ist^. 

Hierauf gründet sich die Mögliclikeit*). eine allgemeine Form f durch 
eine gewisse Anzahl von Potenzen linearer Formen darzustellen, eine 
Aufgabe, die bereits vorher**) Heye mit Hülfe seiner mechanischen Inter- 
pretation mit Erfolg in Angriff genommen hatte. 

£s tritt aber jetzt ein nenes Moment hinzn, welches den Zusammen- 
hang mit den PolareigensoliafteD der Form f vermittelt. 

Man bilde von der Form f die erste Polare bezüglich eines Wert- 
systems („Punktes^] (7); von dieser Form abermals die erste Polare bez. 
eines zweiten Ponktes (z), und so fort, bis man zu einer Form gelangt, 
die in n Punkten (x), (y), (z), (w) linear ist. 

Verschwindet die letztere Bildung, so sagt man, dass die n Punkte 
eiu „Pol-n-Eck" von f***) bilden. • 

Alsdann ist leicht zu sehen, dass ein Pol-n-Eck von f, d. i. das 
Product der n Linearformen u», u,, u», eine zu f apolare Klassenform 
ist, und umgekehrt. 

Der Begriff des Pol-n-Ecks lässt sich zu dem eines vollständigen 
Pol -(n+1)- Ecks erweitem, wenn je n-Ecken des letzteren ein Gebilde 
der ersteren Art darstellen. 

Daraus fliessen nun in Verbindong mit dem Obigen Sätze, wie der 
folgende, wobei wir uns auf den Fall von drei Variabein beschriinken, 
und der Kürze wegen die geometrische Fassung wfihlen: 

«Eine allgemeine Gq iSsst sich mittels der „Seiten** eines vollstän- 
digen Pol-(n-f-l)-£cks als Summe der nten Potenzen von 

Linearformen darstellen.'* 

Es ist bemerkenswert, dass die Kraft der hierher gehörigen Sätze 
wesentlich darauf beruht, dass mau von zwei apolaren Formen f, 9 die 
eine als reducibel, nämlich als ein Product von lauter Linearformeu vor- 
aussetzte. 

Natiir^emäss wird man nach der Bedeutung der Apolarität von zwei 
nicht reducibeln Formen fragen. Thatsachlich ist dieses allgemeinere Pro- 

*) Die geometrische Bedeutung der linearen Relationen zwischen gleich 
hohen Potenzen von Linearform* u li itte schon P. Serret 1869 eingehend unter- 
sucht (Geometrie de direction, Paris). 

Jouru. f. Math. LXXII S. 293—326 (1870). 

Vgl. Grassmann, Oott N. Dez. 1873, S. 567— 577. 

17* 
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blem des tutete^ wenn man rieh dibd anoh^aaf den Fall der zweiteii?i). 
Ordnung und auf die darauf zornekfftfarbaren **) beschränkt hat,. . 

Indessen schien die gegebene Antwort, so wscbtig sie Ut die Gieon 

metric ist, algebraisch von za specieller Natur zu sein, um auf die Forr 
mentheorie einen liuchtbaren Kinfluss auszuüben. 

Hesse***) hatte nämlich bereits nacligewiesen, dass die Apolarität 
zweier Formen zweiter Ordnung rosp. Klasse das Kriterium dafür ist, dass 
man vermöge linearer Transformation (und zwar dann noch auf unendlich 
viele Weisen) die beiden Formen auf eine derartige Normalform bringen 
kann, dass in der einen Form ausschliesslich die Quadrate, in 
der andern anssohUessUch die Frodnote der Vaiial^ela aul- 
treien. 

Rosanes und Aeyef) haben hierans, in VerbiBdong mit dem 
oben dargelegten Principe, weitreichende Folgeningen entwickelt fdr Syafeeiie 
von Kegelschnitten resp. Fliehen aweiter Ordnung (und Baamcurven 
dritter Ordnung). • 

Mit der Aufgabe, die in Rede stehende, ganz andern geartete cauouische 

*) Der Fall der dritten Ordnung ist erst neuerdings für das ternäro 
Gehii^t von 0. St hlesinger untersucht worden. Sein Hauptresultat lautet geo- 
metiistli, dass, wenn eiuu Curve dritter Ordnung zu einer Curve dritter Klasse 
conjugirt ist, die erste unendlich viele Polfunfecke der letzteren enthält (Vgl. 
auch de Paolis, Acc. L. 188G.) Es wird fiir diese Polfünfecke eine einfache 
( onstruction angegeben (Math. Ann. XXX S. 4.');5- 477 (1887)). Eine allge» 
lueinere Auffasung der Apoiuritut cntwiikelt derselbe Verfasser, Math. Ann. 
XXXr S. 188*^219 (1888), insofern man auf elliptischen Curven mit linearen 
Aggregaten . jrewisser Ö-Producte ganz ähnlich rechnen kann, wie mit solehea 
von algebraischen Formen auf rationalen Curvi-n. Im besonderen folgt dar- 
aus, dass die oben mitgeteilte Bedingung iles Conjugirtscins nicht nur not- 
wendig, sondern auch hinreichend ist. • t 

Loiuion (Math. .\nn. XXXVI S. .'»I^'j— 584) hat hieran anceknüpft, um eine 
oder mehrere kubische ternäro Formen als ISuiut^eu voa i^ubeu linearer For*. 
men darzustellen. 

**) So z.B. wenn eine <^'iuv.' /weiter Klasse kj apolar ist zu einer Gurre> 
dritter Ordnung (';, d. h. zu allen Pularkegelsclinitten der C3, oder, wenn eine 
Fläche zweiter Klasse ^t>j apolar ist zu einer Raumcurvc dritter Ordnung «3, 
d. b. zu allen durch gehenden Flfteben. »weiter Ordnung. Vgl. auch 
Jouni. f. M. XLV S. 82—90 (1853). 

t) >^i"hp s. ISO. Die Anwendungen auf linear abhängige Punktsysteme 
sind seitdem von Rosanes noch weiter verfolgt worden, Journ. f. M. LXXXVIli 
S.241— 27S (1880), XCS. 308-321 (1881), XC7 8.247^255 (1883), CJ8.311 
biä 016 (1887). 

In jüngster Zeit hat Reye die (»eometrie nva einen neuen Zweig berei- 
chert, der mit der Apolarität vielfache Berührungen aufweist, nämlich um 
die Theorie der lineerCn Ifannigftltiglceiten projeetiver fibenenbfiscbel nnd 

collinearer Bilndel und Räume, und der hier geltenden Dualiiätsprincipion. 
Berl. Ber 1881) S. 833— 83!), Journ. f. Math. CIV 8.211 — 240(1889), rVl 8.30 
bis 47, 315—329; CVII 8.1652-178 (1890): CVIII S. 89— 124 (1Ö9I). Vgl. 
W.Stahl, Jowm. t Matji. O.VII.S. 178r-.]68 (1890), > i-, r - .1 j / 
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BmfiteHnng anf die frfilieren zaröcksoffihren, verbindet sich eine andere von 

allgemeincrem Charakter, nämlich die Apoiaritätserscheinangen im Gebiete 
von drei, vier, ... Variaboln aus einer rein binären Quelle herzuleiten. 

Der Referent*) hat sich hiermit eingehend beschäftigt und bat nach- 
gewiesen, das? beide Fragen zu bejahen sind: Apolaritäts- und Com- 
binanteneigenschaftcn höherer Gebiete lassen sich der Theorie 
der binären Combinanten unterordnen. 

Es wird das erreicht dureh eine Kette von Uebertragangsprincipien 
(oder omgekefart) wenn man will, von Bedudtionsprincipien). 

Der Kern dea Verfahrens ist der, dass nnter Zugrunde- 
legung eines canonischen „Goordinatensystems'^ die erforder- 
lichen Polarenprocease umgesetzt werden in einfache Umwand- 
lungen elementar«>symmetri8cher Functionen. 

Da es bei den in Rede stehenden Gebilden irrelevant ist, ob man 
die Formen gleich Null setzt oder nicht, so mö-^e das Krsterc erlaubt 
sein, und damit zugleich eine bequeme geometrische Ixcdewciso. 

Um uns nicht in Krkläriuigen complicirter Begriffe einzulassen, genüge 
es, den einfachsten Fall von zwei Kegelschnitten**) der Illustration 
unterzulegen. 

Es seien ein Ordnungs- und ein Klassenkegelschnitt vorgelegt: 
f = a| = lIlAikXiXk = 0, 7 = n2 S SllaikOink = 0 (i, k 0, 1, 2). 
Ben letacteren denke man sich bereits in die „Normalform^*^) gebracht 

y = n,u,— n; = 0, 
oder auch, mit Einführung eines willkurKchen Parameters X: 

: Uj : u, = X*: — X: 1. 
Die Apolaritatsbeziehung zwischen f und (p druckt sich jetzt aas durch: 

— *J1 ' 

sodass man bei ihrem Erfülltsein setzen kann: 

*oo *«l *l» *M *Il ~ ^ *4' 

„Apolarität . . Tübingen 18d3. Die in Rede steheuden Ueber- 
traguugsprincipien hat des weiteren (auch für nicht apolare Gebilde) Study 
▼erfolgt: Leipz. Ber. 1890 S. 172 u. flgde. 

**) 1. c. § 18. 

Die Verweudung dieser Normalform ist für die Durcbäichtigkcit des 
ganzen Verfiibrens durchaus wesentlich. Selbstredend können einzelne Er- 
gebnisse auch unter Zugrundelegung allgemeiner Urformen abgeleitet und 
weiter verfolgt werden, wie das mittels symbolischer Rechnung Schlesinger 
für das lernäre, Lindemauu für das quateruäre Gebiet nachgewiesen haben. 
Cf. O.Sehfesinger, Dissertation, Breslau 1882 oder Math. Ann. XXII 8.590—568, 
Lindemann, Math. Ann. XXIII S. 111—142 (1884). 

Ursprünglich ist der lotzterc von der «typischen'^ Darstellung binärer 
i^'ormeii ausgegangen, siehe oben S. IGl. 
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Von einem Punkte (x) mögen die Tangenten a, ß an den «Noim- 
Kegelschnitt'' 9 gehen, dann hingen die x^, mit den a, ß zusam- 
men doreh die elnfaehen Relationen: 

Xp : X, : x, = 1 : a-f-ß : aß. 
Dann lautet der grundlegende Satz: 

„Die Bedingung dafür, dass zwei Punkte (x) = (a, ß), 
(y) = (7, 6) in Bezug auf den K c Lrelschnitt conjugirt sind, 
drückt sich vermöge der, in den a, ß, 7, d aynunetniohen Ge- 
stalt aus: 

a,, = a, = a,,s,-t-a,s,-4-a,s,-f-aj8^-|-a^8^ = 0, 

g A g g 

uro die — , — , — , die elementarsymmetrischen Fanc- 

*0 ^0 ^0 

tionen der a, ß, 0 bedeuten''. 

Daraus fliessen unmittelbar die nachstehenden Folgerungen, 

^Die sämtlichen Losungen (s) der Gleichung a« = 0 
stellen die (dreifach unendliche) Schar von, «p umschriebenen 
FoWierseiten des zu 9 apolaren Kegelschnitts f dar.** 

Setzt man inai = 0:asBpssY^S = )^9 so erhalt man die 
Gleichung a^ = 0 für die vier Schnittpunkte von 9 mit f. 

Daraus und aus der Definition der binären Apolarität ergiebt sich: 

^Die Polvierseite des vorigen Satzes sind auf <p darge- 
stellt durch die zum binären Quadrupel der Schnittpunkte 
von mit f apolarc Gruppe.* 

Von den Polvierseiten von f gelangt man zu den Poldreiseiten von 
f, indem man eine Seite der ersteren unbestimmt werden lässt. 

Sollen zugleich die Seiten eines Poldreiseits Tangenten «, ß, f von 
9 sein, so spaltet sich die Gleichung a, = 0 in die beiden: 

a,,(j^H-a, d.H-a^fljH-a^a, =^ 0, a,ff^-Ha^<rjH-a^<j,H-a,a, = 0, 

wo — = a+ß-H7, — = «ß+aY+ßYj — = aß-y gesetzt ist. 

Damit findet aber der Satz von Hesse seine vollständige £rkl8rung, 
„denn die, cp umschriebenen Poldreiseite von f sind auf «p 

repräsentirt durch die zur Gruppe der ersten Polaren des 

Schnittpunktquadrupels (f, 9) apolare Gruppe.** 

Die Vciknüpfnng zwischen dem binären und tcrnären Gebiete wird 
eine noch engere mittels eines weitereu, zuersf") von 0. Schlesinger mit 

*) Dissertation, Hicslau 188l> oder Math. Ann. XXII 8.520—568(1883). 
Tnabhängig davon ist der Refereut auf dieses Princip gekommen, und bat das- 
selbe Math. Ann. XXI S. 528—544 (1883) und in , Apolarität" allgemein mit 
unsymbolischen Mitteln entwickelt 
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symbolischer Rechnang aofgestellten Uebertragungspiincipes, welches 
wesentlich aaf der Auffassang beraht, dass man einen and densel« 
ben Kegelschnitt K einmal als Ordnangs-, das anderemal als 
Klassengebilde ansieht. 

Auf ^em Kegelschnitt K sei ein Panktqnadropel aj[ nebst einem 
Tangentenqaadrapel bl gegeben. Es giebt einen einzigen zu K apolaron 
Ordnungskegelschnitt f, der mit K das Panktquadrupel ajf gemein hat, 
und ebenso einen einzigen zu K apolaren Klassenkegelschuitt ^, der mit 
K das Tangentenquadrnpel gemein hat. 

„Dann ist (bis auf einen un wes cnt liclien Factor) die binäre 
bilineare Invariante der beiden Quadrupel a^, b^ identisch mit 
der ternären bilinearen Invariante der beiden Kegelschnitte f, <p." 

Wir brechen hier ab und begnügen uns damit, die Ausdehnung auf 
höhere Gebiete dadurch zu charakterisiren, dass man die Ordnung n einer 
Binarform » >J in zwei Faetoien n^n, zerlegt*}, und nunmehr die 

Wurzeln von fn = 0 interpretirt als Punkte auf einer, in einem Räume 
von n, Dimensionen gelegenen' einfach - ausgedehnten Mannigfaltigkeit, 
deren homogene Coordinaten nichts anderes sind, als die Potenzen 1 , X, 
X"' der Variabcln \. 

Als eine Anweiuhmg der in Kede stehenden Uebertragnngsprineipien 
mögen zwei Sätze ihre Stelle finden, welche auf die ^atur der cano- 
nischen Potenzdarstellungen ein neues Licht werfen. 

Der erste**) sagt beispielsweise aus, dass die beiden Pro- 
bleme, eine Binärform neunter Ordnung als Summe von fünf 
neunten Potenzen, andererseits eine quaternäre kubische Form 
alsSnmme von fünf dritten Potenzen darzustellen, äquivalent 
sind: man kann das eine auf das andere vermöge Invarianter 
Processe znrfickffihren. 

Der zweite Satz***) zeigt abermals die Aequivalenz zweier Probleme 
der canonischen I'utenzsummendarstellung aoh Formcnsystenien und der 
Aufsuchung des grössten gemeinschafUichen Teilers von Formensystemen. 

Seien nämlich zwei apolare binäre F orniengrnppen vor- 
gelegt, so entspricht jeder Untergruppe dereinen, deren sämt- 
liche Individuen als Summen derselben vollständigen Poten- 

*) Far den Fall, dass die Ordnung der Urform eine Primzahl ist, fuhrt man 
deren Polaren von einer zerlegbaren Ordnung ein. Im übrigen wird ein aus- 
gedehnter Gebrauch vom ^Princip des Projicirens" gemacht, boz. dessen mau dio 
grundlegende Arbeit von Veronese vergleiche : Math. Ann. XiX S. 161 — 2o4(l882}. 
*•) ,Apohurität ...» § 82. 
1. c. § 84. 
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zen daistelibar sind, eine bestimmte Untergroppe der anderen, 
deren sämtliche Individuen ein und dieselbe Form als ge^* 
meinsamen Factor besitsen, nnd umgekehrt. 

In neuerer Zeit sind auch die oben beräfarten «erweiterten Combi« 

nanten* eines Systems binSrer Formen fj, f^, f^, f, in Betnusht gezogen, 
welche also ausser der Variabein X noch eine (oder mehrere) Reihen von, 
mit den f, contragredienten (irösscn u enthalten. 

Es erweist sich dabei als zweckmässig, an Stelle der u variable 
G rössenreihon (x), (y), ... einzuführen, welche mit den f cofrredient sind. 

Die Gordan'scho erzeugende Combinante R (die Determinante der 
in verschiedenen Variabein X, ji, y, ... gescliriebenen f) ist Tinnmehr nach 
Brill*) um einige weitere zu vermehren, die dadurch hervor- 
gehen, dass man snccessive eine, zwei, drei, p Reihen der 
f ersetzt durch Variable (x), resp. (x), (y), resp. (x), (y), (z) etc. 

Geometrisch dienen düe erweiterten Gombinanten zur Erkenntnis' der in- 
varianten Eigenschalten der durch die f repräsentirken einfachen Mannigfal- 
tigkeit, innerhalb einer Mannigfaltigkeit von p — 1 Dimensionen. 

Eine der wichtigsten Aufgaben ist in diesem die projectivische Er- 
zeugung der vorliegenden Mannigfaltigkeit der f durch solche von nie- 
drigerer Ordnung. Algebraisch lautet dieselbe: 

^Man soll p — 1 Reihen von Formen der Ordnungen n,, 

n,, np_i (n = Uj-hn^H höp-i) ermitteln, derart, dass die 

p vollständigen, aus den p — 1 Reihen zu bildenden Deter- 
minanten mit p vorgelegten Formen- f nter Ordnung überein- 
stimmen.*' 

Der Referent**) hat diese An^be mit Hülfe eines, sp&ter von Hil- 
bert***) als allgemeingültig nachgewiesenen PostnUles erledigt, indem er 
dieselbe als besonderen Fall der Teilbark ei ts an fgabef) bebandeltet 

*) Siehe bei Gross, Dissertation, Tübingen 18i>7, oder im Ausrag, Math. 
Ann. XXXII S. 136—150, Einleitung. 

'*) Math. Ann. ^XX S. 30-74 (1887). 
Wegen besonderer Fälle siebe Math. Ann. XXIX S. 4i7— 467 (1887), 
XXXi S. 96- las (1688). 

•••) Gott. N. 1889, bes. S. 30; Matb. Ann. XXXVI, bes. 8. 516 (1890). 
Das gemeinte Postulat setzt (lio o-ofordcrte .KFzeugung" als möglich 
voraus. Es sei also möglich, für ein gej.^el)eues System von d-f-l Formen 
f(/.) nter UrdiiUDg, tl Systeme von cH-I Formen ^(ijl) von den Ordnungen 
Vi, vs, . . ., 80 SU bestimmen, dass einmal jede Summe tou der Art 2f^)(p(fA) 
durch X— p. teilbar wird, und zugleich die Summe der v gleich n wird. 

Für (In Fall p»d war das gemeinte Postulat vom Referenten (1* c.) be- 
wiesen worden. 

t) Das Princip der Teilung gebt in seiner einüuhsien Fassung auf eine 
Arbeit von Brill zurfick: Math. Ann. XXXVI S. 330-238 (1890), Abdruck 
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«Ffir eine ganze Fanction F(X» (i) zweier nicht homogenen 
Variabeln das Kriterinm dafür zu finden, dass F darch eine 
andere Fnaetion von X, \i teilbar wird, welche eine der Va- 
riabein nur znm ersten Grade entb&It.'* 

Die Lösung geschieht mit Hälfe von Ueberscbiebungs- and Polaren- 

processen, 

W, Stahl hat*) für eine Reihe von Fällen r = 3 und r = 4 eine 
directe Lösung der gemeinten Aufgabe durch explicite DeterminaDteu- 
formeln hergestellt* 

IL D, c. 

Resnltanten und IHscrimiiiaiiteii. 

Unter den specieilen Invarianten verdienen, mit Riuk^irht anf die 
zalilreichrn Anwendnngcn, die Kesuitanten und Discriininautcu eine be- 
sondere Berücksichtigung**). 

Die Lehre von den Resultanten und Discriminaoten algebraischer 
Formen kann hier freilich nur insoweit in Betracht kommen, als ihre in- 
variante Natnr anch formal***) in den Vordeigmnd tritt. 

In dieser Hinsicht drängte die historische Entwickelang der Fonnen- 
theorie znnSehst znr Ldsnng der Au^be, für jene Bildungen in den 
einf^hsten Fällen einen symbolischen Ausdruck herzustellen. 

For die Resultante einer binären Form f,, nier Ordnung und einer bi- 
nären, linearen f, bot das keine Schwierigkeit. 

Ersetzt man die f, durch eine f^, so gab Sahnonf) eine Lösung 
mittels des Hyperdetcrminantencalcüls in einer Weise, die auch die Mög- 
lichkeit einer Erweiterung auf höhere Fälle zuliess. 

Clebschff) ging hierin einen Schritt weiter, indem er auf Grund 

(mit Zusätzen) aus den Miinch. Bor. 1885. Die Darstellung der Endbildungen 
als Combinanten gehört dem Referenten an. 

•) Math. Ann. iXXVili ö. 561—585 (1891), XL S. 1—54 (18D2). Die 
Sntwickehing beruht hier wesentHeh auf dem S* 256 erwähnten Determinanten- 
satze. Vgl. noch Schuhmacher, Math. Ann. XXXVIII S. 298—306 (1891), so- 
wie JoUes, Habil. Schrift, Aachen 1886, 24 S. 

**) Siehe die früheren Bemerkungen S. 85, 86, 92, 94, läü, 162, 184, 185. 

***) Wir verzichten daher auch anf eine Ausführung der schönen An- 
wendungen, welche insbesondere die Discriminante in der Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen und in der ahthmetiachen Theorie der algebraischen Grössen 

t) Siebe etwa Salmon-Fiedler, No. 309, 310. 

fi) Journ. f. Math. LVIII S. 273-291 (1861). 
Vgl. die Darstellung bei Gordan, Journ. f. Math. LXXI S. 164—194 (1870). 
Clebsch hat weiterhin für die Teilbarkeit einer fn durch eiue fj ein Kriterium 
mittels einer identisch verschwindenden Covariante g^ben (Bin&re Formen 
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der Äronhold'schen Symbolik den Ausdruck für die Resultante einer 
fa und f, so weit umgestaltete, dass seine reale Zur&ckfnhrang auf eine 
Reihe von intermedifiren In- und Covarianten ausfahrbar wird. 

Weniger durchsichtig gestaltet sich bei ihm die VerallgeraeineraDg auf 
mehrere Variable, wenn die Resultante von einer Form beliebiger Ordnung, 
einer quadratischen und einer Reihe linearer Formen gebildet werden soll. 

Das Verfahren von Clebsch hat Gordan*) weitergefiUirt für die 
Resultante K von zwei beliebigen binären Formen f,„ und f„. 

Zunächst gelingt es, in dem ausgezeichneten Falle m = n, durch 
Einführung der Symbole von den einzelnen ,,Klenientarcovarianten" der 
Cayley-Bezout'schen Ivesultantenform, und vermöge des Princips der 
Reihenentwickelang, die Resultante durch alleinige Anwendung des 
Ueberschiebungsprocesses ans den gegebenen Formen abzuleiten. 
Darüber hinaus wird in gleichem Sinne die Covariante construirt, deren 
Coeificienten für R=bO den Potenzen der gemeinsamen Wurzel von 
und fn gleich werden, sodann diejenige Covariante, deren Identisches 
Verschwinden das Kriterium für eine gemeinsame Doppelwnrzel abgiebt u.s. f. 

Sind fm und von ungleicher Ordnung, so erscheint freilich die 
Resultante in ihrem symbolischen Aufbau als Quotient zweier verhält- 
nismässig einfacher liiklungen. In jedem speciellen Falle ist indes die 
Division ausführbar, und es kommt ein dem obigen analoges Ergebnis. 

Die ausgerechneten Beispiele umfassen alle Fälle, wo keine der Ord- 
nungen m, n die Zahl Fünf überschreitet. 

Für den Fall, wo n beliebig, m = 3 ist, hat Pascal**) die Resul- 
tante in symbolischer Gestalt fertig hingeschrieben, sodass auch einer 
realen Ueberführung in ein Aggregat von Ueberscbiebungen keine wesent- 
lichen Schwierigkeiten entgegenstehen. 

8. yi). .Siehe die Verallgein»^i!ierung bei Igel, Wien. Ber. 18bO, der die fa 
durch eine Form höherer Ordnung ersetzt. 
•) Math. Ann. III S. 355—414 (1871). 

In einer voraufgohenden Arbeit Gött. N. 1870 S. 427 u. flgiic. hatte Oor- 
dau ein System von partiellen Differentialgleichungen für die Resultante R 
einer fn und fm(n>m) aufgestellt. Bezeichnet nämlich ^/i(ji-<n) eine 

Simultancovariante von fn und fm, welche die gemeinsamen Factoren der letz- 
teren beiden Formen t Im n falls besitzt, so wird die fite Ueberschiebung VOU 
f mit der Evectante von R durch R teilbar. Daraus fliossen die gewünsch- 
ten Gleichungen. Siehe oben S. 205, 222. Die Invarianten-Kriterien für die 
Existenz mehrerer gemeinsamer Wurzeln zweier Formen gleicher Ordnung hat 
für eine Reihe von Füllen Pascal in Gordan'schem Sinne ausgeführt: Napoli 
Rend. (2) II S. 402-40!», Annali di Mat. (2) XVI S. 85—99. Vgl. auch Perrin, 
C. R. CVII S. 22— 24 (1888). Wegen der Discriminanten siehe folg. S. 
♦♦) Batt. G. XXV S. 257-2«) (1887). 
Napoli Rend. (2) II S. 67—72 (1888). 
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IKe allgemeiiie LSsoog der beseichoeten Aufgabe scheint vorderhand 
anm6|^ch*) sn sein; man bat sich damit begnügt, in den untersten Filien 
die invariante Darstellung der Resultante dahin zu vervollkommnen, dass 

nur Formen des bezuglichen vollen Systems zur Verwendung gelangen. 
Vgl. für m = 3, n = 4 Brioschi**); für m = 4, n = 4, und für 
m = 5, n<5 d'Ovidio***). 

Noch wenit^cr entwickelt ist eine entsprechende narstellung der 
Discriminante. Für binäre Formen fn verdankt man Gordan f) ein syste- 
matisches Verfahren, um die Discriminante durch fundamentale Invarianten 
ausxttdruGken: indessen steigern sich bei zunehmender OrdTiiiii<jf die Schwie- 
rigkeiten der (symbolischen) Rechnung derart, dass der Fall n ass 7 ff) 
eben noch bewältigt irerdea konnte. 

Liegt etwa eine ^ vor, so liefert das B^zout-CaylejVhe Ver- 
fahren sor Bestimmung eines Doppellactors = H- o/.,^ von f sechs 
homogene Gleichungen vom fünften Grade in den a. Durch geeignete 
üeberschiebnng der linken Seiten und darauffoli^ende Division mit resul- 
tiren Glcichiiiigen vom vierten Grade in den a. So furtfahrend gelangt 
man zu -quadratischen Gleichungen, ans denen die Elimination der a 
möglich ist; die linke Seito der Kesuitante erweist sich direct als die 
gesuchte Discriminante. 

*) Der combinatorisch -symholischen Darstclhing der Resultante von 
Sehende!, Schlöm. Z. XXXII 8.46-55, 83-00 (1887), XXXIII S. (i5 
bis 77 (18S8), sowie der Mac Mahou scheu Darstellung luittelü symmetrischer 
Functionen Quart. J. XXIII S. 139—143 (1888) kann vobl eine Bedeutung 
für die Invariantentheorie vorderhand nicht beigelegt werden. 
**) Chclini Coli. M. 18S1 S. 221— 223. 
•••) Atü Tor. XV S. 385—389, 1880 (m = 4, u = 4). 
Nap. Hern. XI, 1888 (m^B, n — 2f 3). 

Mem. See. It. d. Sc. IV (1888) oder Rom. Ace. L. Hem. (4) IV S. 607—622, 
1888 (m 5. n = 2, 3, 4, 5). 

t) „Vorlesungen- II Xo. JiO. 
Durch fundamentale Invarianten waren vorher schon ausgedruckt: 

die Discriminante einer fj durch Boole (1845), bei Cayley. Papcr^ 1 S. 94; 
die Discriminante einer f^ durch Salmon (1854), Carabr. a. Dublin il. J. IX S. 32; 
die Discriminante einer fg durch Brioschi (1867), Annali di Jlat. (2) 1 S. 159. 

Das letztere Ergebnis ist auf Gordan's Wege durch Maisano hergeleitet 
worden, Math. Ann. XXX S. 442— 452 flSS.'j). 

Die Structur der binären Discriminanten (in ausgerechneter Form) halten 
untersucht: Joachimsthal, Joum. f. M. XXXIII S. 371—376 (1846), Cayley, 
ebda. XXXIV S. 30— 45 (1847), Pasch, ebda. LXXIV S. l-G (1872), IJauer, 
Münch. Her. 1886 S. 183 — 191. Piiiie entsprechende Tiit« rsuchuiig der binären 
und ternären Resultante Hndet sich bei .Noether, Math. Ann. XXIii S. 311—358 
(1884), bes. S. 315 u. flgdc. 

Eine Darstellung der Resultante zweier binärer Formen nter Ordnung als 
Determinante von (n — 1)-' Klementcn, die mit der Theorie der Combinanten 
zusammenhängt, hat W. Stahl gegeben: Math. Ann. XXXV S. 395—400 (1889). 

tt) Hatb. Ann. XXXI S. 566—600 (1888). 
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Auf iodireotem Wege liat Haisano*) den niehstfelgiBndetf Fall 
n s 8 eriedlgt, indem er .znnScbst die specidle ^ behandelt, welehe 
Hesse 'sehe Covariante einer ist^ und daianfhln för die Biseiimlnante 
der allgemeinen einen analogen Anfban nacbwdat. 

Was die Bedingungen fnr einen mehrfachen Factor einer fn betrifft, 
so ist nenerdings der Fall n = 6 dnrchgefuhrt worden. Die bezüglichen 
Covarianten, die dazu idcjiliscli verschwinden müssen, sind als Discri- 
iiiiiianten von Polaren der Stammform von Maisano**^ and d'Ovi- 
die***) durch Systorn formen ausgedrückt worden. 

Für ternäre Ucbildc ist nur Einzelnes zu erwähnen. Die Resultante 
dreier quadratischer Formen erscheint bei G undelfinger**'^'") und Her* 
tensf) als ganze Function der zwei Fundamentalcombinanten. 

Die Discriminante einer temiien Form hat Gordanff) mit 
Hnlfe einer sclion bei Dersoh auftretenden Govaiiante in Detenninanten- 
form als Function der Goefflcienten hergestellt. 

Wir wenden nns nnnmelir zu einzelneB Eigenschaften der Resnltasten 
nnd Discriniinanten binärer Formen. 

Diese Bildungen werden, als Functionen der Goefilcienten , specifi- 
schen, partiellen Differentialgleichungen — neben den, für jede Invariante 
gültigen — genügen. Brioschifff) hat zuerst je ein vollständiges 
System von linear unabhängigen Gleichungen derart aufgestellt, während 
Noetlierffff) nachwies, das^ l)orrlts eine einzige derselben, nach Belie- 
ben auswählbarc, zur Charakterisirung jener BUdungen ausreicht. 

Eine bemerkenswerte Anwendung von den B ri os oh i 'sehen Discri- 
minantengieichuDgen hat Wi Itheis s*f) gemacht» indem er die DiiEetential- 
gleichang der hyperelliptischen 8-Fanctionen in eine solche invariante 
Form umsetzte, dass sie geradezn durch geeignete linear^ CSombiiiation 
von 6rioschi*s Gleichungen hervorgehen; die bezn^che binäre Form ist 
nichts anderes als der unter dem Integralzeichen auftretende RadiiDand. 

•) Pal. Rend. III S. 53—59 (1889), IV 8. 1-8 (1890). 

**) Math. Ann. XXXI S. 493^506 (1888). 
*♦♦) Torino Afti XXTV S. 164—176 (1888). 
Journ. f. Math. LXXX S. 73—85 (1875). 

t) Wien. Bit. XCIÜ S. 62—77 (1886).. 

tt: Mnnrh. Ber. XVII (1887). 
Ikzuirlicb des Falles n = 4 siehe bei Klein, Math. Ann. XXX. VI, bes. S.56. 
ttt) Journ. f. Math. LIII S. 872—376. 

Die Resultante bezieht sich auf zwei binäre Formen gleicher Ordanng. 
Für Formen ungleicher OHminfr hat erst später Gordan die entsprechenden 
DilTerentialgleichungen aufgestellt, Gött. N. 1870 S, 427 u. flgde. 
tttt) Bruno- Walter'« Binäre Formen, § 25. 
*t) »ath. Ann. XXXlIi bes. S. 279 (1888). 
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> ^nf. dne innige WeehaellMsiehiiBg zwischtin BesoMmten und Biscri- 
mimuitMi zo efialmder und unter sich hat 'zuerst Qord an*) hingewiesen. 
Blnlsehe Reehnnng ergab, dass- die Resultanten gewisser, herroiragender 

Covarianten einer Stammform f die Discriminante der letzteren als Factor 
enthielten. Den wahren Grund dieser Erscheinung hat Koha*'*') in 
jüngster Zeit aufgedeckt. Führt man niiinlirli dio Wurzehi einer ausge- 
zeichneten, von Hermite stammenden typisrlicn I »arstel!nn;_fsform von f 
als selbständige Grössen ein, so gelangt man last unmittelbar zu dem 
Saize-y dass alle Covarianten von f, deren Gewichte jeweils unter einer 
gewissen Grenze liegen, die Eigenschaft besitzen, dass ihre fiesultaoten 
mit resp.' ihre Diserinrinanien die Discriminante Ton f in einer gewissen 
Fetenz als Factor aolweiseii; 

Eatsprechende SStze gelten für Systeme Ymi Stammformen. 
: Fdr eine hin&re Form f ungerader Ordnung n ss 21+1 hat Refe- 
rent*^) eine geschlossene -Reihe toä Ckuvarianten f, f,, f,, fi aufgestellt, 
deren Discriminanten, abgesehen von der ersten und letzten, in' zwei 
Factoren zerfallen und derart kettenförmig mit einander verknüpft sind, 
dass je zwei aufeinander folgende einen Factor gemein haben. 

Für gewisse particuläre Systeme von binären Formen ist der Connex 
zwischen ihren Resultanten und Discriminanten noch genauer untersucht w'or- 
den.' Es sind das diejenigen, welche, gleich Null gesetzt, die (Ordnung»-) 
Sihgularitlten einer rationalen Curve der fbene oder des Raumes bestimmen. 

Die Resultanten und DSserhninanten jener Formen zerfallen, wie das 
geometrische Üisherlegnngen nahe legen, - Jeweils in eine Anzahl irredu- 
dhler Factdren, und haben dievletzteren, wenn auch in verschiedener Viel^ 
flMhheit, zum* Teil mit' einander gemein. Ffir die Ebene nnd ein gewisses 
canonisches Oleichungssystem hat Brillt)^ für Ebene und Raum allgemein 
hatft) Referent die bezuglichen Zerlegungen vollstSndig ausgeführt 

*) Math. Ann. III S. 169-171 (1871). 
■ *<0 Wien, ßer, Juli 1891, 29 S., Üct. 1891, ö S. Siehe auch S. 167. 
♦*♦) Gott. N. 1891 S. 279-286. 
t) Math. Ann. XVI 8.345—408, bes. S. 388. Vgl. auch Hatb. Ann. Xil 
S. 90— 122 (1877). 

tt) Für die Ebene in Gött. N. 1888 S. 74— 77, Math. Ann. XXXVIII 
S. 369-404 (1891); für den Raum in Oött N. 1890, Juli, 10 1890 Dez , 
S. 498— 501, 1891 Jan., S. 1-12. 

Im Gebiete der algebraischen Functionen einer Variabcln cxistirt eine 
ähnliche Erscheinung. Die ,,Discrirainante" einer Form C(l,s, z)i d.i. die Re* 

8C 

sultante von C und , zerfällt in zwei rationale Factoieu, den n einer «lie 

ÖS 

Verzweigungen von C = 0, während der andere die Singnilaritäten von 0 = 0 
liefert (Kronecker, Journ. f. Math. XCi S. 331—384, 1881). Vgl. die projec- 
tiviache Verallgenieinerung bei Noether, Matb. Ann. XXIU S. 311—358 (1884). 
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Im besonderen serfiUlt dabei die Disciiminante der Fonettonaldeter- 
minante Ton drei oder vier biniren Formen gleicher Oidnoi^ in swei 
Factoren, ein Ergebnis, welches Brill*) sebon vorher aof eine beliebige 
Anzahl solcher Formen ansgedehnt hatte. 

Die Kenntnis einer anderen, hierher gehörigen Reducibilititsenehebiang 
verdankt man Cayley**). Bildet man die Discriminante eines binären 
Fornieiibüscliels k, f-f-k.,cp, und \ oii dieser, welche eine Form der Va- 
riabein kj,kj ist, abermals die Discriiniiiunte, so zerfällt die letztere in 
ein l'rodiiot von der Gestalt Al)' ( wo das Verscliwinden der Invarianten 
A, B, C eine leicht ersichtliche Bedeutung für das vorgelegte Büschel besitzt. 

Im Gebiete von mehreren Vanabeln existirt in dieser Richtung ein 
Satz von Brill***). FJiminirt man aus n Gleichungen f| = 0 in n (nicht 
homogenen) Ver&nderlichen n — 1 der letzteren: Xp x,, x..!, so wird 
die Besaltante der f eine binSre Form der übrig bleibenden Xb* Die 
bez. Xo gebildete Discriminante derselben ist dareh die Resultante ans 
den f'und ihrer Functionaldetenninante teilbar. 

Wir erwihnen noch eine anderweiUge fandamentale Eigenschaft der 
Discriminante D einer Form F. Es ISsst ^ch erwarten, dass aneh alle 
Ausartungen von F allein aus dem Verhalten von D erschlossen werden 
können. Für binäre Formen F hatllilbertf) die bezügliche Frage mittels 
Potenzreihi iientwickolung von J) in allgemeinster Weise erledigt. Ver- 
schwindet für ein «gewisses Wt rtsysteiii der Coefficienten a; von Fn nicht 
nur die Form D(ai), sondern auch ihre sämtlichen ersten n — k — 1 Po- 
laren identisch, so zerfällt die nächstfolgende, (n — k)te Polare in n — k 
lineare Factoren. £xistiren unter diesen etwa je (i| — 1 (i = 1, 2, k) 
gleiche, so zerf&llt auch die Stammform F derart, dass ihre Lineaifactoren 
zu je (if vereinigt shid, und umgekehrt 

Fdr eine spedelle Gattung von Polarea, die sogenannten „Eveetanten**, 
ist dieses Eigebnis schon weit Mher von Sylvesterff) abgeleitet worden. 

Die Hilbert'sche Methode erlaubt indessen, darüber hinaus, alle 
Singularitäten des Gebildes I)(ai) = 0 der Form und Anzahl naeh an- 
zugeben. 

*) Math. Ann. XX bes. S. 336 u. flgde. (1882). 
Siehe Russell, Quart. J. XXI 8.373—375 (1886). 
Hilbert, Math. Ann. XXXI S. 482—492 (1888). 
•^) Gott. N. 1892 S. 8»— 92. 
t) Math. Ann. XXX S. 437—441 (1887). Als eine besondere Anwen- 
dung erscheint die Verall^enieinening eines Satzes über Identitäten zwischen 
gleich hohen Potenzen binärer Formen, welchen der Keterent in j^Apolarität" 
S. 350 tt. Iblgde. angestellt hatte, 
ff) Phil. Mag. (4) III 1852. 
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Wir beschliessen diesen Absefanitt, indem wir noch einiger Fort- 
schritte in der Fassung des Resultanten- (nnd Discriminanten-) Begriffs 
gedenken, obschon denselben zur Zeit noch die Ausführung im invarianten- 
theoretischeii Sinne mangelt. 

Bis auf die neueste Zeäi ist die Resultante einer Reihe von n For^ 
men F} als die linke Seite der (you fiberflüssigen Factoren befreit ge- 
dachten) Gleichung formnUrt worden, die durch Elimination der n — 1 
Variabein hervorgeht. 

Allerdings hat schon Be/out tliatsiichlich die Resultante dadurcii ge- 
bildet, dass er mit Hülfe geeigneter polynomcs mnltiplicateurs*) die For- 
men Fi derart linear combinirte, dass sich der entstehende Ausdruck auf 
eine Constante, ehoii die Resultante, rcducirt. 

Indessen gebührt Mertens**) das Verdienst, durch l inkebriing dieses 
Verfahrens den Begriff der Resultante vom Processe der Elimination los- 
gelöst zu haben: unter der Voraussetzung, dass die Gleichungen FtsO 
kein Lösungssystem gemein haben, wird nachgewiesen, dass eine lineare 
Combination der F von voigegebenem Grade in den Coeffidenten der F 
existirt, die von den Variabeln nicht mehr abhingt. 

Auf der anderen Seite hat man, den einfachsten Ausartungen der 
Grandformen F entsprechend, den Begriff der „redncirten** Resultante R' 
eingeführt. Besitsen nSmIich die Gleichungen F) = 0 bereits eine An- 
sah! von gemeinsamen L5snngssystemen , so giebt -es immer noch eine 
ganze Function R' der Coefficienten , deren Verschwinden das Kriterium 
dafür abgiebt, dass jene Gleichungen noch eine weitere fiösnng zulassen. 

Cayley***) hat wohl zuerst ein derartiges Beispiel constrnirt, Per- 
rinf) und Brillff) haben allgemeinere Untersuchungen darülicr angestellt. 

Perrin legt das Princip zu Orunde, die ursprüngliche Resultante R 
als Function der von den Variabeln freien Glieder der F aufzufassen, 
und gelangt so zu einer ausartungsfiihigen Darstellung von R als ganzer 

*) Die Bezout'sche Methode ist von End ausgedehnt wonlon auf Fiiiic- 
tioueu von drei Variabein, welche ausser für eiue eudlicbe Anzahl vou Wert- 
systemon der Variabeln noch für ein einfach unendliches Wertsystem dersel- 
ben verschwinden. (Dissert Tübingen, 1888 oder im Auszuge: Math. Ann. 
XXXV S. 82-yü, 1889.) 

•*) Wieu. Ber. XCVII S. 618-621 (1888). Für biuaro Vonncii iimlet 
sich eine entsprechende Behandlung der Resultante bereits bei Kronecker, 
Berl. Ber. 1881 S. 535—600. 

••*) Quart. J. XI S. 211—213 (1871). Vgl. auch Journ. f. Mat. XXXIV 
S.30— 45 (1847). 

t) ('. n. ('VI S. 1789— 17!)1; CVII S. -22 -21. 219^221 (1888). 
tt) Math. Ann. IV S.510— 526, 527— 649 (1Ö71), Muncb. Abb. XVil S.91 
bis IUI. 
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Fiiiu-fion der F, deren Coeffidenten dann aber nicbt mehr von den Va- 
riabein abhängen. 

Dnreh Combininmg des genannten Principe mit dem Poissan^aolien 
Eliminationsverfahien gelingt es Brill*), die Frage zu einem algebiaiaeh 
befiiedigenden Absohlnss in. bringen, sodass die redoeirte Besnltante 
explieite als gemeinsame Faetor gewisser Glieder einer Entvickelnng 
erscheint, welche dnrcb einen nbeisichtliclien Algorithmne belehnet wer- 
den können. 

Zum Schlüsse sei noch erwähnt, dass auch die Theorie der Combi- 
nanteu und der Apolaritiit mit Vorteil zum Zwecke von Resultauteubil- 
dungen bei complicirtereu Fällen verwendet worden ist**). 

II. D, d. ' . 

Weitere specielle Fonnen***). 

II. B, d, a. Formen mit ▼erschwindender Eesse'scheif) 

Determinante. 

Eine der wichtigsten Fragen der Formenttieorie ist die nachr einem 
Kriterinm, welches ta entscheiden gestattet, wann eine vorgelegte* Form 

.*) 1. c. Brill hat auch eine Verallgemeinerung anderer Art angegeben, 
IikU^iti er den BegrilT der Ucsultante auf zwei Potenzreihen ausdehnte (Math. 
Ann. XXXIX 8.129—141, bes. 16Ü, löDl), während 0, Schlesinger schon vor- 
her ReaultMten und Diseriminanten von O^Ftmctionen in Betrseht gezogen 
hatte (Math. Ann. ZXXU 8.411—443, 1889). 

**) Stephanos, These pour le docforat. ISSr.. Referent: Gött. N. 1890 
No. 10, Math. Ann. XXXVIII S. 369— 404, bes. § VIU (1891), Verhandl. der 
Bremer Naturforscherversammlun^ 1891 S. 9 — 11. Geometrisch gesprochen ist 
dies Verfahren mit gewissen Projectionen äquivalent 

•••) Aus der ausgedehnten Reihe weiterer specieller Formen sind im fol- 
genden noch zwei Klassen herausgegriffen, welche von weiterem Interesse sind, 
und wir verweisen im übrigen auf eine Keihe von I^otizen am iSchiusse dieses 
Abschnittes II. D, d. 

t) Zwei andere Eigenschaften der Hesse'schen Determinante H seien 
hier noch kurzweg erwähnt. Voss hat allgemein nachgewiesen, dass bei kubi- 
schen Formen ¥ von n Veränderlichen die üesse'scbe Form von U eine lineare 
Oombination von der Urform F und von H ist (Math. Ann. XXVII 8. 515—536 
(1886). Für n = 4 war der Satz vorher von Bauer bewiesen (Mnnch. Abb. 1888 
S. 1 — 14) und auf die Geometrie der Flächen 3. Ordnung angewandt worden. 

Andererseits hat Brill, behufs Untersuchung der Hesse'schen Ourve II = 0 
in singulären Punkten einer Onindcurre GenO die Form H aus gewissen bi- 
nären Covarianten aufgebaut Math, Auu. XIII S. 175 — 182 (1878), nach einem 
Principe, welches Forsyth später weiter aus^'-ofuhrt hat (siehe oben S. 158). 

.Die nämliche geometrische Aufgabe hat üanu Wülffing veranlasst, die 
Form H einer ganeen Funetion tern&rer Formen aus einfachsten Simultanco- 
varianten der letzteren herzustellen: Dissert. Tübingen 1890, oder Math. Ann. 
XXX VI S. 97-120. Vgl. auch Gerbaldi, Pal. Rend. III ö. ÖÜ-GG (IÖÜ9;. 
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F Ton n Variabein vermöge linearer Sabstitation in eine solche von 
weniger Vambeln fibetgeföhrfc werden kann, und, wenn dies der Fall 
ist, die bezüglichen Snbstitationen wirklich zu ermitteln. 

Die allgemeine Erledigung dieses Problems verdankt man*} Oordan 
und Noether, welche damit zugleich einen Satz von Hesse**) rectiil> 
cirten, dem znfolge das besagte Kriterium durch das identische Verschwin- 
den der nach ihm benannten Covariante H, der Functionaldeterminante 
der ersten Polaren von F, ausgedrückt sei. 

Es ergab sich, dass der von Hesse aufgestellte Satz niclit allgtMnein 
gültig ist, sondern nur für die !)inären, ternären und (|iiat< rnän'n. sowie 
die allgemeinen quadratischen Formen, waiirend lu'reits im (iebicte vou 
fünf houiugeneu Vanal)eln ganze Klassen von Formen existireii, deren H 
identisch verschwindet, ohne dass zwischen ihren Polaren lineare Relationen 
stattfinden. 

Die Untersuchung von Gordan und Noether hasirt auf einer 
linearen partiellen 0ifferentlalgleichnng, welcher F und deren Polaren ge- 
nügen, und deren Coefficienten selbst wieder von einem System partieller 
DÜferentialgleichungen abhSngen. 

Aus der Zahl der Losungen dieses Systems sind diejenigen auszu- 
scheiden, welche ganze Functionen der Variabebi-sind. 



*) Gordan, Erl.Ber. 1876 S. 89—95; Noether, Erl. Ber. 187Ö S. 51—56, 
Gordan und Noether Math. Ann. X S. 547—568 (1876). Das Hauptmoment 

des Beweises befindet sich in der letzteren Arbeit auf S. 561. 

Für die temüren kubischen und quaternären kuMschon Formen war der 
fragliche Satz von Pasch auf dem Wege von Determinunteurelatioueu als rich- 
tig nachgewiesen worden, Joum. f. Math. LXXX S. 169—176 (1875). 

In der erstg;enaTiriteii Note von Oordan sind durch Betrachtung der Hesse'- 
scht n Determinante einer reduciheln Form in Bezug auf deren Factoren, und 
der zwischen den Polaren bestehenden Relation die ternären Formen über- 
haupt erledigt. 

Man kann ^anze Klassen vou Formen f in r(>4) Variubolii, für welche 
der Uesse'sche Öatz nicht mehr gUt, nach Gordau und Noether folgeudermaüäou 
angeben. 



Mau bilde sich r — s ( s < -^j Formen P,, P.,, . . Pr— g von s Variabein 



*i» ' • »* ^» nnd setze aus ihnen eine neue Form 

Q = Xs+l Pi -hx.+2 Pa -H. . . 4-Xr Pr-s 

zusammen. Dann sind die gesuchten Formen f dargestellt in der Gestalt 

f = <?(Q, X,, X..,, Xs), 

wo <P in den Xi, X3, x« homogen zu sein hat (1. c. S. 564). 

i nsbesondere erhält man s ü m 1 1 i c h e , den Uesse'schen Satz nicht erfnll 
den quinftren Formen, in der canonisohen Gestalt: 

f = <p(X3P,-f-X4P3 4-X5P:„ Xi, Xa), 

wo die P binäre Formen gleicher Ordnung der x,, Xj sind. 

**) .lourn. f. Math. XLII S. 117— ll>4 (1851), LVl S. 2G3— 26i) (1859). 

Jaiiresber. 4. Deuiscbeu HaUiem.-Vereiiiigung. 1. 18 
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Es geschieht dies, indem die letzteren „ uneigen tiich*' rational trans- 
formirt werden, d. i. derart , dass die Determinante der Traosfonuation 
nebst einer Reihe ihrer HinoreD identiBch versehwindet 



II. D. d. p. 

Specielle Formen, deren Natur dnrch alc^ebraische 
Dififerentialgleichangen charakterisirt ist*). 

Da die Ueberschiebung zweier Formen durch einen DÜfwentiations- 
process ersetst werden kann, alle invarianten Bildungen aber anf Ueber* 
Schiebungen zurückkommen, so ist theoretisch klar, dass, wenn die in- 
variantive Ausartung einer Form oder eines Formensystems durch das 
Verschwinden von Invarianten oder das identische Verschwinden von Co- 
varianten festgelegt ist, die Form selbst einer oder mehreren algebndschen 
Differentialgleichungen zu genügen hat, deren Herstellung freilich in praxi 
auf dem angedeuteten Wege auf grosse rechnerische Schwierigkeiten stösst. 

Noch weit schwieriger aber würden sich so umgekehrt, wenn der- 
arti^a- Diffen iitialL^leichiingcn für spcciellc Formen gegehcn vorliegen, 
daraus die äquivalenten Invariantenkriterien gewinnen lassen. 

Für das vorliegende Problem wird daher ein Satz von Bedeutung**), 
den Bruno zunächst für binäre Formen bewiesen, der sich aber nach 
Hilbert und Perrin leicht auf höhere Formen ausdehnen lässt, ein Satz, 
der jene gegenseitige Ueberfühning zu leisten im Stande ist. 

Ist nimlieh f(x) as ^ eine binäre Form in der nicht homogenen 
Variabein x: 

fo = ao'^"-+-(j)a,»""'H Ha., 

und bedeuten f^. f.^, ... die mit einlachen Zahlenfactoren dividirten Ab- 
leitungen von f nach x: 

f, r= lr(x), ^= / f"(x) etc., 

n ' ^ n(n — 1) ^ ' 

80 lässt sich Jede Covariante von unmittelbar dadurch aus ihrem Leit- 
gliede (Quelle) gewinnen, dass man die aj durch ^e f| ersetzt 

Daraus folgt sofort, dass jede homogene und Isobare Function F 
der fi eine Covariante von f(x) ist, welche der einen Qnellengleichung 



*) Vgl. die frühereu Bemerkungen auf S. 209 unten. 
**) Siehe 8. 210. 
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genügt: 

Mit diesem Hül&mitiel hat üiibert*) gezeigt, wie man z. B. dieKugei- 



♦) Dissen., Königsberg 1885, Math. Ann. XXX S. 1.5-29 (1887). 
Bezüglich anderweitiger specieiier Formen und JSubstitutionsgruppen, 
soweit sie nicht schon im Texte berficksichtigt worden sind, sei noch Folgen- 
des erwähnt. 

Die einfachsten Formen des binären, ternUrou und iiuaternären Gobietos 
sind, mit besonderer Rücksicht auf geometrische Interpretation, auf Trägern 
erster und zweiter Ordnung, systematisch von Rattaglini studiit worden. 
Binäre Formen der ersten vier Ordnungen: Rend. Acc. Xapoli 1864, 18G5, 1866. 
Binäre Formen der fünften Ordnung: Batt. G. ilV S. 54—66 (1876). 
Binäre Formen von beliebiger Ordnung; Batt. 0. IX S. 1—18, 78—86 (1871). 
(Eine Anwendung der binären quadratischen Formen auf die Transformation 
des elliptischen Diffcrentiales findet sich Rom. Acc. L. (4) 1 S. 653— 667 (1885), 
Batt. (i. XXiV S. 128—140 (1886)). 

Binir« bflineare Formen: Rom. Äoc. L. (4) I 8.691—699 (1885), Batt. Q. 
XXV S. 281— 297 (1887). (Diese Formen sind auch eingehend, mit Anwen- 
dungen auf die Drehungen des Raumes um einen festen Punkt, von Stepha- 
nos behandelt worden, Math. Ann. XXV S. 299—368, 1883.) 
Temftre Formen zweiter Ordnungt Atti di Napoli III 1867. 2 Abhdl. 

Batt. G. VIII 8. 38—59, 129—156 (1870). 
Ternäre Formen dritter Ordnung: Chelini, Coli. Math. S. 27—51 (1881)). 

(Combinanten der Form und ihrer Hesse'scheu in binärer Behandlung.) 
Ternäre Formen beliebiger Ordnung: Batt. G. X S. ir)2-ir.9, 193—205 (1872). 
Ternäre bilineare Formen: Born. Acc. L. Mem. IX (1880): Acc. L. (3) V S. 2-1 

bis 26 (1881); Batt, G. X.X1 S.öO— 68 (1883). 
Ternäre Gonnexe erster Ordnung und erster Klasse: Atti di Napoli IX 1880, 

Nap. Rend. XIX S. IJ 0—112 (1881). 
Ternäre Conneze zweiter Ordnung und zweiter Klasse: Atti di Napoli VIII 1879, 

iNap. Rend. XIX ö. 316—328 (1881). 
Quatem&re bilineare Formen: Rom. Aec. L. Mem. XII 1883, Acc L. (3) VI 

S. 40-42 (1883), Bati 0. XXI S. 893-323 
(1883). 

Wir erwähnen noch Einiges über die kubischen ternären Formen C3 (siehe 
S. 152). Poincare hat die algebraische (und hierauf gestutzt die arithmetische) 
Aeqnivalenz dieser Formen (und auch der kubischen quaternären) vollständig 
erledigt (üc. Fol. L S. 199— 253, LI S. 45-91, 1883). Je nach dem Verhal- 
ten der beiden Invarianten S nnd T werden die C3 in sieben Klassen einge- 
teilt, und für eine jede die Substitutionen aufgestellt, welche die Form in 
sich überführen, llitranf gründet sich die Aoquivalenz zweier Formen C3 
und die noch besonders für den Fall reeller Coefhcienteu und Substitu- 
tionen disctttirt wird. 

In einer späteren Arbeit (£c. Pol. LVI 8. 79—143, 1886) werden auch 
die zerfallenden Ca einer analogen Behandlung unterzogen. 

Guudeihuger hatte schon vorher nachgewiesen, wie sich alle Ausartungen 
einer Cs invariantentbeoretisch cbarakterisiren lassen (Math. Ann. IV 8. 561 
bis .572, 1871, Annali di Mat. (2) V S. 223— 23G, 1872, vgl. Gordan, Math. Ann. 
III S. 631—632, 1871): seine Resultate sind für den Fall, dass die ('., in drei 
Linearfactoren zerfallt, von Brioschi (Annali di Mat. (2) VII S. 189—192, 1875) 
und Thaer (Math. Ann. XIV S. 545—656, 1875) vereinfacht worden. 

Brioschi bat in Annali di Mai. (2) VII S. 53—60 (1875) den Parallelismus 

18» 
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fonetionen, nnd allgemeineT diejenigen hypergeometrischen Reihen F(a,p,'y)X), 
welche ganze rationale Functionen in x sind, invariantentheoretiach be- 
herrscht. Soll F eine binäre Form f von x werden, so ist a (resp. ß) 
gleich einer negativen ganzen Zahl ~n anzunehmen: n wird dann die 
Ordnung von f. 

Versteht man nun unter ^ und tj> die kubische bez. lineare, homogen 



zwischen einer Cr, und f, vprfAlo-t: vgl. damit Ililbort. .Tmirn. de Math. (4) IV 
S. 249 — 206 (ibbö), wo der iüutie Gruud deutlicher hervortritt. 

Brioschi macht davon eine interessante Anwendung auf die vorher von 
Cayley (Quart. J. XIII S. 211— 21G, 1874) sttidirto Transformation dritter Ord- 
nung der zu t« oder V3 gehörigen elliptischen Functionen. 

Dingeldey hat eine einfache Transfonuation einer C'3 mit verschwinden- 
der Discriminante auf eine cauonische Form angegeben (Math. Ann. XXX 
S. 177— 182, 1888): Grcss hat die Erzeuf,niri<^ solcher C, studirt (siehe 8.2(52). 

Harnack hat die^ mit gewissen Zwischenformeu der nach Clebsch ver- 
knüpften Differentialgleichungen untersucht (Math. Ann. IX S. 218 — 240, 1875). 

Zur Kenntnis einzelner invarianter Uilduiigon einer C3 haben noch Bei- 
träge geleistet BoiisdorlT. Il.'lsingfors (1876): Gerbaldi, Atti Tor. XV S.707-714 
(1880); iiaisauo, Tal. Heud. iV Ö. 153—158 (1890) u. a. 

Wegen der geometrischen Bedeutung der wichtigsten der zu «einer 
geborigen Bildungen sei auf Clebsch-Lindemann I. Band 2. Teil, erste Abteil, 
verwiesen, wo man auch weitere Litferatur uachsehon möge. 

Die einfachsten invarianten Bildungen einer kubischen quaternäreu Form 
nebst geometrischer Interpretation finden sich in Salmon-Fiedler*s Raumgeo- 
metrie. V Kap. Art. 317—324. 

Bezüglich specicller Substitutionsgruppen (siehe I. A und II. D, a) haben 
wir zu den an ersterer Stelle gemachten Bemerkungen liber orthogonale 
Gruppen noch einige Zusätze zu machen. 

Pryra hat die von Cayley (siehe S.8!') gegcbenf rationale liarstellung für die 
Coefficienteu einer allgemeinen orthogonalen Substitution nter Ordnung durch 
^n(n — 1) von einander unabbüngige Parameter auf die involutorischen Sub- 
stitutionen ausgedehnt (Gott. Abh. 1892, 42 S.). Die „charakteristische" Glei- 
chung hat dann nur Wurzeln +1 und — 1. Ist ra die .An/ah! der ersteren, 
so beträgt die Anzahl der Parameter 2mn. Ks wird eine explicite Formel für 
die Gesamtheit der zu einer Zahl m gehörigen involutorischen, und im be- 
.sondern der orthogonal-involutorischen ('oefticiontensysterae abgeleitet. (Wegen 
der leiztert'u v<jl. man die auf S. 114*) > itirten Arbeiten von Lipschitz und 
Kronecker.) Kine andere IJerleitung und Formuliruug der gemeinten Ergeb- 
nisse rührt von Comely her (Dissert Wnrzburg, ersch. Gottingen 1892), der 
übrigens zeigt, wie sich der Uebergang von seinen Formeln zu denen Prym*s 
bewerkstelligen lässt. 

Hofmann hat versucht, eine allgemeine Paranieterdarstellung der Substi- 
tutionen involutorisclii [1 Charakters zu geben, welche eine ganze Function 
/weiten resp. dritten Grades in sich selbst transformiren, Hoppe. Arch. (2) VIII 
S. 225—268 (1889). 

Mit rein geometrischen Mitteln hat H. Wiener allgemein Gruppen involu- 
torischer Verwandtschaften («Spiegelungen") studirt: Leipz. Ber. 1890 8. 13 
bis 23, 71—87. 245- 2(^7: 1891 S. 424— 447. 

Auf die Theorien einzelner Involutionen, wie sie mit geometrischen Mitteln 
Bertini, Weyr u. a. untersucht haben, kann hier nicht eingegangen werden. 
Das Gleiche gilt von den geometrischen Interpretationen binärer Formen atif 
rationalen Trägern, bezüglich deren bereits eine umfangreiche Litteratur e^istirt. 
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geschriebene Form: 

so setzt sich die lineare Differentialgleichung für F ohne weiteres um in 
die Ueberschiebungsgleichung: 

oh9 Yice versa. 

Die Kenntnis der Formen ^ und fj» lehrt aneh sofort die linearen 

Transformationen finden, welche f in die (Jestalt der liyper<reometrischen 
Reihe F bringen. P^s sind das gonan diejenigen seclis Transformationen, 
vermöge deren die kubische Forui dcu obigen caiionischcn Typus an- 
nimmt. 

Durch eine eingehendere Untersuchung lassen sich aber auch die 
Uülfsformen <p, ({i eüminireü. Es ergiebt sich so, dass zur Charakteri- 
sirnng der speciellen Form das identische Verschwinden einer gewi«son 
Co Variante 1' notwendig und hinreichend ist, die sich ihrerseits in eiu> 
fachster Weise durch vier bekannte Gmndcovarianten darstellen lässt. 



A n h a n g. 
II. D, e. 

m 

HealitätefirageD. 

Ks existiren mannigfache, wenn auch ihrem Wesen nach sehr ver- 
schiedene Anwendungen der Invarianten, im besondem der binären, auf 
Realit&tseigenschaften von algebraischen Gleichungen und Gleichungs- 
systemen. 

Der älteren Periode gehören die klassischen Untersuchungen*) von 

Ilermite und Sylvester an, in denen sämtliche Realitätsunterschiede, 
welche die Wurzeln einer Gleiciiung f). Ordnung darbieten können, durch 
Invariantenkriterien charakterisirt werden. 

Vorher hatte schon Cayley den Fall der Üieichungen 3. und 
4. **) Ordnung erledigt. 

*) Siehe S. 93. V<rl. insbes. noch Ilermite, C. R. 1853 I, Jacobi 1847, 
siehe .1. für Math. LIII 8. 27.0— 'iSO, Sylvcst.T, Phil. Trans, of L. 1864 S. 579 
bis 666, und Cayley VIII Mem. ebda. 1867 S. 513—554. 

**) Eine hier gebliebene Lücke hat Noether aasgefnllt, indem er nach- 
weist, wie sich anch die beiden Falle von vier ooiiipiexeu und vior reellen 
Wurzeln durch luvuriantenkriterien genau von einander trennen lassca (Bruno- 
Walter, Binäre Formen §20). 

Die auf S. 280 Anna. *) zu erwähnenden Modelle von Röhn stellen siiint- 
liche Reahtätskriterien bez. der Wurzeln einer Gleichung 4. Ordnung anschau- 
lich dar. 
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Das Sylvcstcr-Jacnbistlu- Trägheitsgesetz*) der quadratischen 
Formen ist gleichfalls schon früher erwähnt worden. 

Zu Beginn dir neueren Periode tritt Schramm**) mit zwei merk- 
wördigcn Arbeiten hervor. Die alte, durch Sturm vollständig beant^ 
wortete Frage naeh der Anzahl der reellen Wurzeln einer Gleichung 
zwischen gegebenen Grenzen tritt hier, vom Standponkt der Formentheorie 
aus, in ein neues Stadium. Die Stürmischen FnnctiODeii, auf deren 
Zeichenwechsel es ankommt, werden mit gleichem Erfolge ersetzt einmal 
durch eine Reihe von Covarianten, das anderemal durch eine solche von 
Invarianten. 

Im besonderen ergiebt sich der Satz, dass, wenn alle Wurzeln der 

nrspriinglichen Gleichung f = 0 reell sind, diejenigen der gleich Null 

gesetzten Hessc sclicn Covariante imaginär ausfallen und umiickehn. 

Sylvester***) hat den letzteren Satz auf andere Art bewiesen, und 
zugleich auf alle Covarianten zweiten Grades (in den Coefficientou von f) 
ausgedehnt. 

Andererseits gelang es Laguerref), die bekannten Processc behufs 
Separation und Approximation der reellen Wurzeln, unter Einführung in- 
variantentheoretischer üülfsmittel (der Hess ersehen Covanante u. a.}, 
wesentlich zu veiallgemeinem. 

In jüngster Zeit hat der Referentff) eine Art Trlgheitsgesetz für 
algebraische Gleichungen t^n^i s 0 von ungeradem Grade aufjgestellt. 

Es existirt eine geschlossene Reihe von Covarianten f,, . . fg, 
derart, dass das System dieser n+1 Gleichungen f=0, von Uebcrgangs- 
föUen abgesehen, eine von der Wahl der Coef&denten unabhängige An- 
zahl von reellen Wurzeln besitzt. 

Wir erwähnen noch kurz einiger ReJilitätseigenschaften particulärcr 
algebraischer Gebilde, die ihren Ursprung aus geometrisdien Fragestellun- 
gen genommen haben. 



*) Siehe S. 87. Zum Abschnitt I. A sei noch erw&hnt*, dass sich be- 
sonders Weierstrass (S. 108*)), Sylvester (S. 112*)), Lip^. hitz (S. 114*)), Stickel- 
berger (S. 115*)) und Voss (S. 115***)) mit der reelleu Trausformatiou reeller 
bilinearer resp. quadratischer Formen beschäftigt haben. 

**) Aimali di Mat. (2) I S. 259—279 (1867), III S. 41— 55 (1869). 
***) .Tourn. f. Math. LXXXVII S. 217-219 (1879). 
Bezüglich der Uesse'scben Covariante vgl. noch Gerbaldi, Pal. Reud. III 
8. 23—26, Schonte ebda. S. 160—164 (1889). 

t) Lagnerre hat seine diesbezüglichen, in den C. K. \on 1879, 1880, 
1881. 1882 mitgeteilten Unter.suchungen znsammengefasat in der Abhandlung 
Journ. de Math. (3) IX S. UU— 147 (1883). 
tt) Gott N. 1891 S. 272—286. 
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Demtige Efgebnisse stellen sich unter anderm immer dann mit 
Notwendigkeit ein, wenn man den Bereich der Variabeln einer Form 

systematisch in das complexe Gebiet verlegt. 

Dahin gehört also vor allem die Interpretation der complcxen Va- 
riabeln z = x-|-iy auf der Kngeloberflächc, wie sie nach Kloin*) auf 
Grnnd der Thatsaclic eingeführt ist, dass <lie lineare Transformation von z 
ihren Ausdruck in der projectivischen Massgeonietrie auf der Kugel findet. 

Stellt man nun die Gruppe der linearen Transformationen von z 
auf, welche einen regulären Korper mit sich zur Deckung bringen, und 
unterwirft denselben einen beliebigen Punkt z der Kugel, so ist leicht 
zu erkennen, welche von diesen Werten z reell sind; im Falle des Iko- 
saeders hat man z. B. stets vier solche**). 

Wedekind hat in diesem Sinne das DoppelverlüUtms von vier Punk- 
ten auf der Kugel stndirt: es ergiebt sich wiederum, dass dasselbe nur 
dann reell sein kann, wenn die vier Punkte zugleich in einer Ebene 
liegen***). 

Von besonderer Wichtigkeit für die Geometrie der ebenen oder rftum- 
lichcn Curvcn sind die (binären) Gleichungen, von denen die singulären 
Stellen der Curven abhängen. 

Indem Brill f) die Discriminante von solchen Gleichungen in ihre 
irreducibeln Factor(>n spaltete und, je nachdem die Vielfachhcit der letz- 
teren eine gerade oder ungerade ist, die Realitätsveränderungen der Wur- 
zeln bei einem Durchgange der Discriminante durch Null angab, gelang 
es ihm, auf rein algebraischem Wege die Kichtigkeit einer gewi<>sen Re- 
lation zwischen Singolaritätenanzablen darzuthun, welche Kleiuff) zu- 
vor vermöge geometrischer Anschauungsmittel gefunden hatte. 

. *) Siehe etwa Kleius Erlauger Programm (1872). Neuerdings habeu 
Segre und Juel systematisch die projectivischen Bigensdiaften der einikchsten 
Gebilde in Ebene und Raum unter der Voraussetzung untersucht, dasa sowohl 
die Coordinateu der Punkte, wie die Coefticienten der Substitutionen complexe 
Grossen sind. Segre, Atti di Torino XXV (1890, Jan., 28 S., März, 30 S., 
April, 23 8., Nov., 40 S.), Math. Ann. XL S. 418— 467 (1892); Juel, AcU Math. 
XIY S. 1-30 (1890). 

*•) Math. Ann. IX S. 183—208 (1875). 
Math. Ann. IX S. 209—217 (1875). 

t) Math. Ann. XVI S. 345—408, insbes. § 7. 

ff) Math. Ann. X S. 199— 209 (187f)). Vorher hatte schon Zoutheit dip 
Realitätsverhältnisse der 28 Doppeltangenten einer ebenen Curve 4. Ordnung, so- 
wie ihrer 24 Wendetangenten eingehend untersucht (Math. Ann. VII S. 410— 482, 
1874). insbesondere ergiebt sich als Mazimalanzahl der reellen Wendungen 
Acht. 

Eine RealitUtsbetrachtung anderer Art bezieht sich auf die Anzahl der 
reellen Züge einer algebraischen Curve nter Ordnung. Für die Ebene hat 
Hamack gezeigt (Math. Ann. X S. 189—198^ 1876), dass jene Anzahl höchstens 
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Eine entapieohend ansgefubriie Ausdehnang auf Raumcarven rahrt 
vom Referenten*) her. 

IL D, f. Veber eine Anwendung der Fornumtheorie auf die 
Zusammensetniiig endlicher eontinuirlielier Transforma- 

ttonggriippen. 

Die Invariantentheorie bietet, ^e Lie wiederholt hervorgehoben hat, 
die mannigfaltigsten Beziehungen zur Theorie der endlichen continuir- 
lichen Transformationsgruppen. Einen typischen Fall dieser Art hat 
Engel**) nnt^rsncht. Es handelt sich dabei nm die Bestimmung aller 

^Zusamiucnsctzimi:in von r-gliedrigen Gruppen". 

Eine solche ist bekauntUch defiuirt durch die Keiatiunüii: 

(XiXO = Xi(XkO— Xk(x,f) = i;.c,kAf, 

wo die ConstanteD c ausschliesslich den Bedingungen zu genügen haben: 

r 

Cika = — CkiBj ^iki$ = ^'♦'(Cik»' CyjsH-Ckj„ l^yis-hCji»/ Oylw) = 0 

1 

(i, k,j, s=l, r). 
Die Xfl s Xgf sind die (linear nnabhSngigen) infinitesimalen Transforma- 
tionen der Gruppe, die beliebig linear transformirt werden können, ohne 
deren Zusammensetzung zu ändern. 

gleich p-t-l = ^(n — l)(u- 2)-f-l ist, und dass dieses Maximum reeller Züge 
auch realisirt werden kanu. Ililbert hat nachgewiesen, dass bei Kaumcurven 
jene Zahl zu ersetzen ist durch ^(n — S)'+l resp. ^(n— l)(n — 3)H-1« je nach- 
dem n gerade oder ungerade ist. und dass wiederum Curven mit soviel Zö- 
gen existiren. (Math. Ann. XXXVlil ö. 115— i;i8, 1891). 

Klein hat in seinen neuestmi Yorlesungen (Sommersemester 1892) über 
Riemann'sche Flächen die Realität der sog. „Symmetrielinien" verfolgt 

Weitere Sätze über Zahl und Anordnung der reellen Züge ebener alge- 
braischer Curveu mit Doppelpunkten rühren von llulburt her (Am. J. XIV 
8.246-250,1892). 

Dass reelle ebene algebraische Curven nter Ordnung mit ^^(n — l)(n — 2) 
reellen (und nicht isoHrten) Doppelpunkten existiren, lasst sich durch all- 
mäldicheu L'ebergaug von einer Curve nter zu einer solchen (n-i-l)ter Ord- 
nung zeigen. 

Im niiri^^cu sind die Re il i tut s Verhältnisse der WuTzeln von Singularitaten- 
gleicbuugeu nuch wenig t>ekannt. 

*) Gött. N. 1891 S. 1 — 13. Als Heispiel ist eine rationale Raumcurve 
4. Ordnung hinsichtlirii de) Heulitatsverhältnisse ihrer Singularitäten studirt 
worden. Von Hohn sind Faden-Modelle constniirt, welche jene Verhältnisse 
(insbes. für die zugehörige abwickelbare Fläche) illustrireu. Vgl. zwei Noten 
in den Leips. Ber. von 1891, 1892. 
^ Leips. Ber. 188f; S. 83—96. 

Eine weitere Ihirchtiihruug dec Ton Kugel angeregten Untersuchung er- 

scheint sehr wünschenswert. 
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Schreibt man daher die Definitionsgieichnngen der Zusammensetzung 
für zwei beliebige lineare Combinationen der X: 

F(x,y5 X)=(ixiXi,lykXk) = ^'citoXjykX., 

SO repräsentirt die trilineare Form F — ■ oder auch die Gkicliung F = 0 
— geradezu die Zusammensetzung der (iruppc in dem Sinne, dass alle 
Formen, die aus F durch lineare Transformation der x, y; X hervorgehen 
(wo die X den cogredienten x, y contragredient gegenüberstehen), die 
nämliche Zusammensetznng liefern. 

Man bat demnach nur noch die Form F invariantentheoretisch zu 
unteisnchen, ilir volles System aufzustellen u. s. f. 

Auf Grund der Beztehnngen zwischen den c ist die Form F als 
die allgemeinste trilineare Form charakterisirt, für welche die beiden 
Covarianten 

l^r l...r 

2! Cciiw-HCki,)xiyiiX«, ^ Cij,j8XiyitZ|X, 

iks ikjs 

identisch verschwinden. Die erste Bedingung sagt einfach aus, dass F 
eine, hinsichtlich der x, y aiternirende, bilineare Form vorstellt. 

Was die Bedeutung der zweiten Bedingung angeht, so fasse mau 
für den Augenblick F = 0 als das „Symbol^ eiuer iu£tütesimalcn Colli- 
neaüou auf: 

i(x,xo-i-atF = 0, 

1 

Dann erzeugen diese letzteren die sogenannte „adjungirte'^ Gruppe der 
gegebenen, d. i. eine projectivische Gruppe, welche mit der gegebenen 
isomorph ist. 

Das Verschwinden der zweiten Govariante erhält jetzt den Inhalt, 
dass Jede inünitesimale Transformation der acyungirten Gruppe die Form 
F invariant erseheinen lässt**. 

Als wichtigste Anwendung dieser Interpretation ergiebt sich, dass 
Jede lineare Mannigfaltigkeit der x, welche eine Govariante von F ist, 
eine ^invariante^ Untergruppe der ursprünglichen darstellt". 

Wegen der weiteren gruppentheoretischen Folgerungen mag auf die 
}<totc von Engel selbst verwiesen sein. 



■ 



Z u Sätze. 



8«Ue Anm. 

82 *) Z. 13. Vgl. di« Darstellung in Gordan-Kerschenstemer^s «Determi- 

iiaiil« n", Leipzig 1885, wo insbesondere der Resultante als Fanctio- 
naldetermiuante eiiio ein^'ehcnde Behandlung zu Teil wird. 

82 ***) Später haben auch Escherich (Wien. Deukschr. XLIII, 1880), Geeen- 
bauer (ebda. XLIII S. 15—32, 1881) und Zajaczkowski (Warschau, 
1881) die von Gasparis, Armenante, Padovai Zehfuss Q. a. weiter 
ausgebildet! n Determinanten höheren Ranges zur Bildung von In* 

Varianten verwertet. 

87 *) Vgl. noch Sylvester, Phil. Mag. (4) IV S. 138 ff. (1852); Uermite, C. R. 
1852 II; Jacobi (1847), 8. J.ffirHatb. LIII S. 875— 280 (1857). 

87 tt) Vgl. die Erklärungen der wichtigsten unter den neu eingeführten 

termini bei Cayley, Papers IV S. 594 — 608 (Abdruck aus der £n- 

cyclop. Brit. von 1860). 

88 ***) Deruyts, Belg. Bull. (3) XXii S. 11—23 (1891). 

Eine directe Ausdehnung des Reciprocitfttsgesetzes ist, wie leleht 

ersii litlii h , nur auf höhere Formen speciellt n Charakters möirli^^h. 
l*er Verf. t)eschränkt sich auf die in lineare Factoren zerlegbaren 
Formen. Der Gedankengang ist im wesentlichen analog dem ur- 
sprünglich Ton Hermite eingeschlagenen. 

90 **) Vgl. dazu die kritischen und litterarlschen Noten, wel<^e (Tayley 

selbst in der neuen Ausgabe zugefügt hat. 

93 **) Vgl. Seite 80, 8* liliiss der ersten Anm. Die llermitc-Hriosohi^sche 
Transformation des cUiptischoti Integrals 1. Gattung, welche dasselbe 

dz 

auf die typische Normalform bringt, ist vom 4. 

K«*— *g»2— igs 

Grade in der ursprünglichen Variabel ii. Pittarelli hat die Transfor- 
mation, mit Anwendung von Polarenprocessen, durch eine nur lineare 
ersetzt (Rom. Acc. L. R. (4) IV S. 703—705, 1888). Derselbe Verf. 
hat auch solche höheren Transformationen untersndit, Termöge deren 
im transformirtcn Integral die Invariante gs resp. g» verschwindet 
(ebda. S. 50'J— 513). 

98 Unter den späteren Auweudungen, welche Clebsch von der Invarian- 
tentheorie auf die Oeometrie gemacht bat, ist besonders merkwur^ 
dig diejenige auf das sog. „Charakteristikenproblem bei Kegel- 
schnitten", Math. Ann. Vi S. 1—15 (1872). Clebsch's Behandlung 
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ist nicht einwaudsfrei, vgl. die neueste Arbeit von Study (Math. Ann. 
XL S. 563—578, 1892), der die Methoden seines Baches mit Erfolg 
auf das Problem anwendet. 
99 ttt) Die „Fortschritte der Mathematik'' wunloii vom Tl.— X. ]l;iiiiIo von 
C. Ohrtmann, F. Möller und A. Wangeriu herausgegeben, vom 
XI.— XIV. E^de von Ohrtmann, nnter Mitwirkung von Huller 
und Wangerin, vom XV. — XIX. Bande Ton M. ITenoch und 
E. Lampe, unter .Mitwirkung etc.» endlich TOm XX. Bande an von 
Lampe, unter Mitwirkung etc. 

104 *) Vgl. auch noch den Beweis von Eronecker, Berl. Her. 1889 S. 609 

u. figde. 

105 •) r):is von Gordau dasell)st lirrrchnete System oiiior [riM\ i'^^fii doppelt- 

binären Form dient bei Kleiu-Fricke ^Modulfunctionen^ Ii 8. 127 ff. 
(1892) zur Aufstellung von Modulargleichungen. Ist nämlich r ein 
Hauptmodul bei Transformation iiter Ordnuiif,', t der transformirte, 
80 ist in der Th;it die linke Seite f(T', t) der Modulargleichuiig, 
wenn man noch homogen macht, als eine doppelt-binäre Form an- 
zusehen, welche sich bei den Simultan-Substituttonen einer bestimm- 
ten endlichen Gruppe nicht ändert, somit als ganr.-rationalo Func- 
tion der Formen des l»ez. vollen Systems herstellbar ist. Ks sind hier 
nur die Fälle der Cogredienz und Contragredienz zu unterscheiden. 

Das Bntspreehende gilt im tem&ren Gebiete för die sog. „Modu- 
larcorrcspomieiizen" (1. c. S. 690 ff.). 

Auch hier kommt nur Cogredionz und Contragredienz der beiden 
ternäreu Variabelnreiheii in iietracht. Beispielsweise kommt nun- 
mehr das auf 8. 284 dieses Berichtes (Zusatz zu „S. 130 Z. 6 v. un< 
ten") erwähnte volle System (iordan's zur Geltung. 

Vgl. noch Kleinas Ikosaeder S. 232 if. sowie die Leipziger Disser- 
tationen von Fischer (1885) und Fiedler (1885) oder auch Wol£ Z. 
XXX S. 129—229). 

106 üf) Siehe z. B. die Anwendungen auf „das Problem der kleinen Scliwiu- 
ungen" bei Pockels „Ueber die partielle Differentialgleichung 
u4-k'^=0 . . Leipzig 1891, S. 44— 50, sowie solche auf „ge- 

dimpfte" Schwingungen m dem Werke von Routh «Dynamics of a 
System of rigid bodies« (1890) Part. VIL 

108 ***) Mit Hülfe der Elementarteiler hat iienetilings Frobenius auch die 
Aequi Valenz zweier biquadratischer hiniiier, sowie zweier quadrato- 
quadratischer binarer Formen erledigt (Journ. f. Math. CVI S. 125 
bU 188, 1890, §§4,6,14, siehe auch oben S. 253***). 

Die Aequivaleuz zweier biquadratischur binärer Formen, sowie die- 
jenige einer solchen mit sich selbst wird bei Klein direct mit Uülfe 
irrationaler Invarianten (Z&bler und Nenner der sechs bes. Doppel- 
Verhältnisse) behandelt (Klein-Fiicke, Modulftinctionen, Leipzig 1890, 
§§ 4, 5, 6). 

Die simultane lineare Transformation zweier Biliucarformen iu 
ihre nreeiproken" ist von Segre studirt worden (Batt. 6. XXII S. 29 

bis 33, 1884). 

In nahem Zusammenhange mit den Untersuchungen von Weier- 
strass und Kronecker steht eine solche von Study, welcher .solche 
Eigenschaften der Bilinearformen betrachtet, die aus der Theorie 
der recurrirenden Reihen entspringen nnd j^ieb hierbei auf ein Sy- 
stem irrationaler Invarianten jener Formen stützt (Wiener Monats- 
hefte II S. 1—32, 1891). 

Die vVequivalenz einer bilinearen Form, von Je drei homogenen 
Variabein, mit sich, haben Poincare und Picard für den Fall unter- 
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sucht, dass die entepr. Variabeln und Coeffidenten conjugirt com- 
plixe (Mössen siud (CR. XCVIII S. 344— 352, resp. CR. XCVIII 
S. UG— 117, 1884). 

Es sei noch einer geometrischen Anwendung der ElemeuUirteiler 
von Killing (Dissert. Berlin 1872) gedacht, welcher mit Hfilfe der« 
seihen die Schnittverhältnisse zweier Flächen zweiter Ordnung^ voll- 
ständig disGutirt. 

III ***) In oinc! ?ioiM^ston Arbeit (Progr. (irr 1. Stiidt. Höh. Bürgerschule 
ikTiiu, Usteru 1802) stellt Kosenow als Anweuduiig des iTrüheren 
die Normalformen auf fnr die 472 verschiedenen «Klassen* eig^t- 
licher Bilinearformcn von 10 Variabeinpaaren bei oongruenter 
Transformation der Variabein. 

114**} Vgl. Forsyth, Theory of differential equations I, Cambridge 1890. 

Chapter XI. 

118 t) Vgl. Study, Gott. N. I88I) S. 237-:iü8, Leipz. Her. 1889, S. 177 bis 
228. (Siehe auch noch Wien. Monatshefte 1, 1890, II, 1891.) 

Es sei liier not^h erwähnt, ilass Stephanos die Lehre von den 
comple.xeu Zahlsystenien mit formentheoretischen Hüifsmitteln unter- 
sucht hat. Athen, Jubelbaud (griechisch), 1888, 

Die Thatsacho, dass jedem Zahlsysteme eine lineare Gruppe mit 
linear auftretenden Parametern entspricht, ist zuerst von Poincare 
Itemerkt wonlon n\ R. XCIX S. 740- 742, 1884). 

118 ttt) Die ausführlichere Arbeit Bokas findet sich im Am. J. X S. 47 bis 
70 (1887). 

122 oben. Dass überhaupt zu jeder endlichen Gruppe von linearen Substi- 

tutionen stets ein volles System von Invarianten gehört, geht erst 
aus dem auf S. 145 aufgeführten Satze von Hilbert hervor. 

123 f+) Krwciterungeii Icr Klein'schen Betrachtungen auf höhere Räume 

iindeu sich bei Biermanu (Wien. Her. XCV S. 023 — 548, 1887), der 
lineare Substitutionen von zwei complexen Variabeln im Räume von 
fünf Dimensionen mit den bez. regulären Körpern in Verbindung 
bringt, sowie bei Goursat (C. K. CVI S. 1786—1789, 1888), der mit- 
tels der regulären Körper im Räume von vier Dimensionen das 
Problem der Aufsuchung der linearen, orthogonalen Substitutions- 
gruppen endlicher Ordnung von vier V^ariabeln vereinfacht. 

Vgl. auch Clebsch-Liudemanu II, 1, Abt. 3, IX, X. 

Mit den reellen ßewegungsgruppen überhaupt hat sich Jordan 
eingehend beschäftigt: Annali di Mat. (2) II 8.168—215, 320—345 
(1869). Eine vollständige Discussion derjenigen von diesen Gruppen, 
bei welchen aus den erzeugenden Bewegungen nicht beliebig kleine 
Ortsveiindemngen abgeleitet werden können, findet sich bei Schön- 
flies, Math. Ann. XXVllI S. 319-;^2, XXIX S. 50-SO (1887): 
XXXIV S. 1T2-20:J (I88:>). Die letztgenannte Arbeit behandelt 
solche Gruppen von endlichen Transformationen des Raumes in sich, 
bei denen eine beliebige Raumfigur stets In eine ihr congruente 
oder symmetrisch gleiche übergeht. 

127 t) Vgl. auch Halphen, Sav. iir. T. XXVIII (1880-1883). 

128 +f) Brioschi hat auch den Fall einer t,, untersucht, deren vierte üeber- 

schiebnng über sich selbst mit der ursprünglichen Form, bis auf 
einen coustauteu Factor, übereinstimmt, und ist dabei ebenfalls zu 
der Form der Schwarz'schen Differentialgleichung dritter Ordnung 
gelangt (Chelini, Coli. Math. S. 213-219, 1881; C. R. XOVI 8. 1689 
bis 1692, 1883). 
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Die Arbeiten stehen in naher Beziehung zu der auf S. 177***) 
citirten. 

129 *^ Bei Valentiner bleib, ii schliesslich drei endliche tem&re Gruppen 

übrig', eine G^>. die durch „Erweitenmg* der binären Tetraeder- 
gruppe entsteht, eine G3«o, die analog aus der binären Ikosaeder- 
gruppe hervorgeht, und die elgentlid) ternäre G,es des Textes. 
(Letztere ist, nebonboi bemerkt, als Gruppe von 7 l'uchstabon, zu- 
erst 1858 von Kronecker entdeckt worden.) Merkwürdio^iMWcise ist 
indessen die zweite Gruppe G^ie des Textes bei ihm keine eigent- 
lich tern&re. (Siehe bei ihm S. 322.) 

Valentiner stützt seine Kntwickelungen auf die Wiederholungen von 
Substitutionen. Das Kriterium dafür, dass eine Substitution von n 
Veränderlichen nach |x-facher Wiederholung die identische Substi- 
tution liefert, ist, wie schon Lipscbitz Acta Math. X S. 187 — 144 
(1887) narhg^owiescn haft'\ d.i<< üiie rliaraktoristisrho Gloichiing nur 
[Ate Einheitswurzeln hat und dass ihre Hlementarteiler von der ersten 
Ordnung sind. (Vgl. für die ternären orthogonalen Substitutionen 
Bermbach, Diss., Bonn 1887.) 

Valeritiner zeigt dann vor alliMii. tlass die Ordnmij,'- einer end- 
iicheu Gruppe entweder das kleinste gem. Vielfache der Ordnungen 
ihrer ^Fundamentalsnbstitutionen* ist, oder aber das 3- resp. 3- 
resp. 6-fache desselben (S. 226 daselbst). 

Es sei noch erwähnt, dass, abstract genommen, die Ikosacder- 
gruppe G«o und die Gj«« des Textes, bis zur Ordnung 200 hin die 
einzigen einfachen Operationen -Gru{»|)en von zusammengesetzter 
Ordnungszahl sind (Hölder, Math. Ann. XL S. .^f)— 88, 1892), sowie 
dass Askwith alle möglichen Gruppen von Substitut innen aufgestellt 
hat, welche sich aus 3, 4, 5, G, 7 Buchstaben bilden lassen (Quart. 
J. XXIV S. 111—167, 1889). Die 6,« fehlt indessen bei ihm. 

130 *) Die bei Klein, Röhn u. a. auftretende Gruppe Oi« von sechzehn 

vertanschbaren involtiloriselien Transfonnationen , durch welche die 
Punkte oder Ebenen des Raumes zu Kuniuier'schen Configurationeu 
zusaramengeordnet werden, ist eingehend (unter Aufstellung des 
vollen Systems u. s. f.) von Study untersnciit worden (Leipz. Ber. 
18Ö2 S. r>2-lGI). 

Diese Gruppe dient inde.sseu dem Verf. nur als ein Beispiel 
einer systematischen Theorie, welche die formentheoretische Behand- 
lung endlieher Gruppen linearer Substitutionen auf gewisse Reihen- 
entwickelungen gründet (siehe den Text S. 218), wobei dem Apola- 
ritätsbegriff eine leitende Roile zufallt. Das bemerkenswerteste 
Resultat ist, dass zur Bestimmung der Invarianten einer solchen 
Gruppe im ungünstigsten Falle nur reine Gleicbungeii attfisttlösen 
sind. (Vgl. oben bei Valenliner.) 

130 **) THe von Maschke fsiehe S. 132) gelöste Aiiftrabe, das volle Formen- 
system der G21Ü aufzustellen, führte daliei unmittelbar auf die an- 
dere zurück, das volle Combinantensystem einer C3 und ihrer Hesse*- 
sehen Form abzuleiten (Matli. Ann. XXXIII S. 328 u. flgde.). 

Mit den im Texte erwähnten Arbeiten von Witting und Maschke 
vgl. man noch Burkhardt, Math. Ann. XXXVIII S. 161—224 (1891). 

130 Zeile 6 v. unten. Das sToUe System* von f in dem Sinne, dass auch die 

Substitutionen der contragredienten Variabelu mitberücksichtigt wer- 
den, also auch die Contravariatiten und Zwischenformen mitum- 
fassend, ist erst von Gordan aulgostellt worden, Math. Ann. XVII 
S. 217^238, siehe insbes. die Tafel am Schlüsse der Abh. Vgl. 
S. 153 des Textes. 



Digitized by Google 



386 



Zus&ise. 



Seite Anm. 

130 t) Coefücienten der beiden Gleichungen 7. Ordnung bilden nach 

Gordan das volle System der bez. „Affectfunctionen'', w&hrend ein 

Teil davon ausreicht, um als associirtes System derselben zu 
dienen (Math. Ann. XX 8.528). Auf die allgemeinen Bemerkungen, 
welche (iordan daselbst über den Begriff des Affectes, in seiner Be- 
ziehung zur Inyariaotentheorie , macSt, sei ganz besonders biuge-* 

wiesen. 

132 Zeiln I V. u. Mit den im Texte berührten Untersuchungen, soweit sie 
sich auf binäre und ternäre endliche Gruppen beziehen, steht in 
engem Zusammenhange ein Cyklus von Arbeiten Antomie*s: 
1883: C. R. XCVIl S. 567— 570. 
1884: ('. R. XCVIIl S. 565—567, IC S. 646—649. 
löbü; C. H. Gl S. 53—56; Journ. de Math. (4) 1 S. 431 -454. 
1886; CR. GII 8.818—816, CHI S. 1176—1178; Journ. de Math. 

(4) II S. 49-104. 
1887; C. R. CIV S. 767-770, 1422-1425, GV S. 267—270, 929 bis 

932; Journ. de Math. (4) Hl S. G3— 85. 
1888; Journ. de Math. (4) IV S. 177—247, 407—464, 
der sich die Ermittelung aller endlichen Gruppen und Untergnippeu 
von Gremona- Transformationen (der Ebene), insbesondere der qua- 
dratischen und kubischen, zum Ziel gesetzt bat. Vgl. auch S. Kantor, 
Wien. Denkschr. 1882, 46 S. 

' 142 Text, Z. 6 v. unten. Der fragliche Satz stammt von Gordan her; Math. 
Ann. VI 8. 23—28 (1875^ Vorl. 1 § 15. 

142 **) Es sei hier noch eines eigenartigen Endlichkeitsbeweises (für binäre 
Formen) von Gayley gedacht, der sich auf die Benützung irratio- 
naler Invarianten stützt, wobei allenlings ein wesentlicher HÜIfssats 
unbewiesen bleibt (Quart. J. XVII S. 137—147, 1882). 

146 Einen symbolischen Beweis für die Hilbert'sche Methode der Ab- 
leitong Ton invarianten Bildungen (im teniaren Gebiete) hat H. White 
geliefert (Am. J. XIV 8. 253—290, 1892). 

149 ••) Wrgen weiterer Resultate der besprochenen Arbeit Hilbert's, insbes. 

bezüglich des fundamentalen Begriffes .der charakteristischen Func- 
tion eines Moduls'' sehe man den ausführlichen Bericht des Refe- 
renten in den Portsch. d. Math. Bd. XXH. 

149 ***) In einer Fortsetzung (Gott. N. 1892 No. 12, 11 S.) löst HUbert die 

wichtige, im Texte bezeichnete Aufgabe allgemein, für eine Reihe 
von Urformen ein System von Invariantenbildungen aufzustellen, 
durch welche sich alle übrigen als ganze algebraische Functionen 
ausdruekmi lassen. Die Aufgabe «ird darauf zurnckgeführt, alle 

Nullformen mter Ordnung von n Variabein (d. h. solche, deren In- 
varianten sämtlich verschwinden) aufzutinden, und dies gelingt wieder- 
um mittels einer gewissen canonischen Gestalt derselben. 

(Beispielsweise sind die ternären canonisehen Nullformen bis zUr 
sechsten Ordnung berechnet worden.) 

Danach bietet die Aufstellung , voller Systeme" keine wesent* 
liehen Schwierigkeiten mehr. Die ausführlichere Arbeit wird dem- 
nftchst in den Math. Ann. erscheinen. 

151 *^ Vgl. hiermit noch die Arbeiten von Ifaisano: Rom Acc. L. HejB. (3) 

XIV, 1883, XIX, 1884. 

153 ttf) I^ie Aufgu))e, das volle System zweier G. zu bilden, wird von Perrin 
auf die vorher von ihm gelüste (S. 152 ff f)) zurückgeführt, das vuüe 
System von vier binden Formen xu bilden, von denen ^Vrei linear 
und zwei quadratisch sind. 



Zufefttse. SS7 

Ann. 

Das Entsprechende gilt für die Syzygien. Vgl. einen ausfofar' 
lieberen Bericht des Referenten in den Fortsch. d. Math. ßd. XX FI. 

Das zu Grunde gelegte Piincip ist wohl zuerst von Brioschi für 
eine C4 verwendet worden (Annali di Mat. (2) Vli S. 202 — 2 IG, 
187 G), und tritt auch als fundamental in den Ünteraachnngen von 
Brill (S. 272) und Forsyth (S. 158) auf. 

Dasselbe lässt sich einfach dahin fonnuliren, dass, wenn etwa 
eine ternäre Form Cn(xi,Xa, Xa) nach Potenzen von x, angeordnet 
wird, so sind die invarianten Bildungen von Gn gewisse Aggregate 
von (binären) simultan-invarianten Bildungen jener Coefficienten. 

t-ebrigens stellt jedor der vier genauuteu Autoren dieses Princip 
unabhängig von den andern auf. 

Wegen des Systems zweier G| vgl. noeh Osgood, Am. J. XIV 
S. 262-273 (1892). 

154 *) Xeuerdin^'s ist os jMertens a\i('h geluntrpn, das volle System (von 
47 Bildungen) dreier explicite aufzustellen. (Wien. Ber. 1890 
S. S67-884.) 

156 **) Eine eingehende Untersuchung der typischen Darstellnng einer 4, 
unter Zugrundelegung von Clebsch's assoriirten Formen» rührt von 
Cayley her: X. Mem. Phil. Trans. 1878 S. 603— 661. 

1G3 *) Vgl. hierher noch Bruno, Am. J. V S. 1—25 (1882), Burkhardt, Diss, 
Manchen 1887, White, Nova Acta LXII No. 2 S. 43—128, sowie die 

Citate im Texte S. 185, nnd die zusammenhängende Darstellung bei 

Ualphen, Traite des fonctions elliptiques T. II Paris, 1888. 

173 t) Vgl. noch Hammond für die fg: Am. J. Vil S. 327-344 (1885), und 

für das System (fa.tpa): Am. J. VIII S. 138— 155 (1886). 

174 t) Vgl. auch Hammond, Am. J. VlII 8. 104--126 (1886). 

182 ^ Die Invarianten der U sind von Bolza durch die Nullwerte der zu- 
gehörigen B- Functionen ansgedrnckt worden ^ath. Ann. XXX 

S. 478-495). 

185 *) Eine andere Erweiterung auf Formen f, welche iu zwei binären 
Variabeinreihen quadratisch sind, stammt von Frobenhis her (Joum. 
f. Math. CVI S. 125 — 189, 1890). f besitzt zwei Discriminanten 
(d. h. bi quadratische binäre Formen mit gleichen Invarianten): um- 
gekehrt wird f gesucht, wenn diese Discriminanten gegeben sind. 
Man hat im allgemeinen zweiüuh unendlich viele Lösungen der 
Aufgabe. 

188 ***) Vgl. auch Study, Leipz. Ber. 1890 S. 172 u. flgde. 
210 *) Vgl. auch Böcher, Göttinger Preisarbeit 189 L Kap. II. 

215 ***) Eine eigenartige Darstellung der Oordan\sclieii Roilienontwickelung 

hat Haker gegeben. Mess. {•>) XIX S. 91- 9G (18H9). 

219 *) Von den älteren Sylvcster'schen Sätzen über Substitutionen homo- 

gener Differentialquotienten hat Sharp eine interessante Anwendung 
gemacht (Proc. L. M. S. XI 11 S. 210 — 1>39, 1882), indem er nach- 
weist, wie sich die Invariantennatur, insbesondere gegenüber ortho- 
gonalen Substitutionen, der meisten in der mathematischen Physik 
auftretenden Differentialausdrficke jenem Principe unterordnet Siehe 
auch Text S. 

Study hat die Diflerentiation nach den Coefficienten einer ortho- 
gonalen Substitation verwendet zur Bildung von Invarianten end- 
• ficher Orappen. (Ldpz. Ber. 1892 8. 122—161.) 

220 •**) Wegen des durch Cleb.sch. entdeckten Zusammenhanges der (konnexe 

mit den Differentialgleichungen und der daraus folgenden Möglich- 
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keit, die letzteren nach algebraischen Principien zu behandeln, sehe 
man etwa Clebseh-Lindemann I. Bd. 2. Teil. 7. Abth. 

226 t) Hez. der Gleichungen 5. Ordnung^ vgL die Darstellung bei Olebsch- 

Lindeniann II, 1, Abt. 3, No. XI. 

231 **) Halpheu macht besonders vou dem Satze Gebrauch, dass eine Diffe- 
rentialinvaiiante durch Differentiation nach der nnabh&ngigen Ya« 

nabeln x wieder in eine solche übergeht. Vgl. Sylvester Am. J. 
IX S. 297—352 (1887), Elliott, Mess. (2) XIX S. 7—14 (1889). 

237 **) Vgl. auch Oriffiths Ed. Times LI S. 137—149 (1889). 

24ä **) Wir eutuehmen dem citirten Werke die Anm. auf S. 287: „Lie ver- 
öffentlichte seine schon im Jahre 1874 ausgeführte Bestimmung aller 
projectiveu Gruppen der Ebene im Jahre 1884 im Archiv for Math. 
Doch findet sich seine Bestimmung aller projectiven Gruppen der Ge- 
raden schon 1880 in den Math. Ann. Bd. XVi." Die Bestimmung 
der projectiTen Gruppen des Raumes hat Lie im Jahre 1878 durch- 
geführt, indessen bisher nur einige Bruchstücke darüber publicirt; 
die vollständige Discussion wird in dem dritten Hände von Lie-En- 
gel" euihallen sein. Die Untergruppen der projectiven Gruppe des 
linearen Gomplexes hat Knothe aufgestellt, Dissert, Leipzig 1892. 

249 *) le Paige hat den Begriff der Seminvariante ausgedehnt auf binSre 

Formen ntif inclireren Variahelnroihen, die auch verschiedenen Trans- 
formationen unterworfen werden können (Belg. BuU. (3) II 3. 40—53, 
1881). 
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Seite 88 Ann. ***) Z. 8. Statt 1892 ist sn lesen 1891. 

94 Z. 7 von oben. Statt: ,einer bin&ren Form* ist zu lesen: „von 

binftren Formen*. 

101 Letzte Z. der Anm. Hinter »Fricke* ist zu erg&nzen „Bianchi, Stouff*. 
' 103 Z. 13 von unten. Statt: »man unterwirft* ist zu lesen »unterwirft 

man". 

106 - 11 - unten. Ks fehlt die Jiez« iohuuüg I. A, sowie darüber 

der Haupttitel: I. A efiui vaienz. 

107 - 10,11- unten. Hinter „Roduction" und „Form" gehört je ein 

Komma. 

• 109 - 5 - unten. Vor ,1868* gehört ein Komma. 

118 - 6 - oben. Statt «Torwendete* ist zu lesen ,»verwendeten*. 

- 118 - 11 - oben. Bs febltder Haupttitelt I. B. Weitere Formen. 

- 123 - 7, 11, 14. Das Zeichen f) ist zu streichen, dagegen ff) in 

t), und ttf) in tt) zu ändern. 
127 - 2 ' unten. Statt „Gordan* ist zu setzen , Gordan*. 
133 Aura. ***) Z. 1. Statt rn ist zu lesen r». 
144 Z. I von oben. Der Buchstabe ,0'' ist zu streichen. 

- 156 Anm.***) Z.4. Statt „XLI 8.1—24** ist zu lesen: XL S.503 

bis r.2e. 

158 Z. 11 von unten. Anstatt „F =Fn(xi, x.., Xs) etwa" ist zu lesen 

„etwa F = Fii(x„ xj, Xj)". 

- 160 - 3 - oben. Hinter „y* gebort ein Komma. 

. 2 . unten. Statt .ßs* ist zu lesen »ßx*. 

- 161 - 12 - oben. Statt: »Tschirnhaus* ist zu lesen: «Tschirn« 

hausen*. 

190 - 7 - oben. Das Wort „einer" ist zu streichen. 

- 101 - 2 - oben. Statt ,a" ist zu lesen ,b". 

194 -13,14- oben. Statt ^ von Stu dy/ ist zu lesen „ von Study *. 
203 - 5 - üben. Statt „by'' ist zu lesen .bx**. 

- 221 - 11 - unten. Statt ist zu lesen ,= 0.«. 
223 - 13 - unten. Statt „m*' ist zu lesen y,2ü*. 

- 245 • 4 der Anm. **) Die Zahl „4" ist zu streichen. 

- 254 - 2 der Anm. ***) von unten. Es ist einzufügen: ,(2) XLVIII 

S. 580-549 (1879)*. 

- 267 ^ • 3 der Anm. f). Statt ,(1854), Cambr. a. Dublin H. J. IX S.32* 

ist zu lesen ,(185Q), Cambr. a Dublin M. J. V*. 
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1 



Vorbericlit. 

Auf der vorjährigen Versammlung der Deutschen Mathematiker- Ver- 
einigung zu Halle war beschlossen worden, im Jahre 1892 zusammen mit 
der Gesellschaft deutscher Natnrforsclior und Aerzte die Jahresversamm- 
lung in Nürnberg abzuhalten. Ein wohl vorbereitetes Pmirrrninu vorsprach 
zahlreiche Beteiligung. Es sollte bei der Zusammenkunft dem Andenken 
L. Kronecker's eine Gedächtnisrede durch Herrn H. Weber (Göttmgen) 
gewidmet werden; Heir B. Sturm (Breslau) hatte es üb^ommen, das 
Andenken H. Schroter* s za feiern. 

An wissensohaftlicfaen Referaten standen anf der Tagesordnung der 
Bericht der Herren Brill nnd Nöther znr Theorie der algebraischen 
Functionen sowie ein Berieht üeber ausgewählte Kapitel der Me- 
chanik von Herrn F. X5tter. Daneben war eine reiche Zahl von Vor- 
trägen specielleren Inhaltes angemeldet. 

Unterstützt von der K. Bayer. Staatsregierung und vom Reichs- 
amt des Innern hatte der Vorstand eine Ausstellung raathematischer 
und mathematisch-pliysikalischer Modelle, Apparate und Instrumente ins 
Leben gerufen, zu welcher ein grosser Teil der Hochschulen, staatliche 
wie private Sammlungen, einzelne Gelehrte, Verlagshandlungen und mathe- 
matisch-mechanische Institute und Werkstätten im In- und Auslande, im 
ganzen 109 Aussteller, ihre Beteiligung zugesagt hatten; die geplante 
Ausstellung versprach in Verbindung mit dem ausführlichen, durch Zu- 
sammenwirken Tieler GoUegen entstandenen Kataloge ein übersichtliches 
Bild der vielseitigen Entwicklung zu geben, welche all* diese dem Unter- 
richt und der Forschung bestimmten Apparate gerade in den letzten De- 
oennien gewonnen haben. 

So waren alle Vorbereitungen getroffen» den T^ehmem an der 
Nfimberger Versammlung Interessantes und Neues zu bieten. Da nötigten 
Ende August die Gesundheitsverhältnisse in Deutschland zur Absage der 
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Versammlung deutscher NaturfoTselier ond Aeizte; ste hatten aneh die 

Absage unserer Versammlung im Gefolge. 

Der Vorstand der üeutsclien Mathematiker- Vereinigung ist sich der 
Verantwortung und des Verlustes, der durch den unabweisbar gewordenen 
Ausfall der Versammlung die Interessen der Vereinigung getroffen hat, wohl 
bcwusst; er hofft alter, dleseiii Verluste einigermassen dadurch zu begegnen, 
dass er dea gegenwärtigen Jahresbericht schon jetzt der Oeffentlichkeit 
fibergiebt. 

An erster Stelle setzen wir in demselben die schon oben erwähnten 
Gedächtnisreden auf Leopold Kronecker und Heinrich Sehröter und 
den von Herrn Papperitz verfassten Nekrolog auf Heinrich Gretschel. 

Ueber die f&r Nürnberg angemeldeten wissensehafUichen Vortrige 
haben nna eine Anzahl der Beteiligten kurze Referate zur Verfügung ge- 
stellt, die wir im zweiten Teile TerCffentliohen. 

Den dritten Teil des Jahresberichtes bildet das Referat des Herrn 
K5tter: „Die Entwickelung der Lehre vom Erddruck*. 

Der von den Herren Brill und NÖther für Nürnberg in Aussiebt ge- 
nommene Bericht über die Theorie der algebraischen Functionen wird 
erst im folgenden Jahresbericht erscheinen. 



"Wir haben die traurige Pflicht, auch diesen Vorbericht mit der Mit- 
teilung von dem Ableben eines unserer Mitglieder zu schliessen, des 
Herrn Gymnasial-Lehrcrs Josef Gierster (München), der am 2. Januar 
1893 einem schweren Leiden im Alter von 38 Jahren erlegen ist. Ein 
Nekrolog» von Herrn Fricke verfosst, ist diesem Jahiesbeiicht beigegeben. 
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Leopold Kronecker. 

Von 

H. Weber in Oöttingen. 

Seit der letzten Versammlung der Deutschen Mathematiker- Vereinl- 
ping hat QDseie Wissenschaft einen nneisetzliehen Verlast zn beklagen. 

Leopold Kronecker ist nicht mehr unter nns, der wShrend der 
letzten Jahizehnie eine so beherrschende Stellung im Bereise der deutschen 
Mathematiker Angenommen hat; dessen Geist so deuttich und eindringlich 
den Weg gewiesen hat fär den Gang der Forschung. 

Dass er es nicht verschmähte, als die deutschen Mathematiker vor 
zwei Jahren zu einer Gesellschaft zusammentraten, in diese Bestrebungen 
mit einzutreten, sie durch das Ansehen seines Namens zu stützen, das 
war von vorn herein für die junge Gciiusscnschaft ein günstiges Omen, 
und an uns ist es daher vor allem, am heutigen Tage seiner und seiner 
Verdienste in dankbarer Erinnerung zu gedenken. 

Der Vorstand unserer Vereinigung hat mir die Ehre erwiesen, 
mich zu dieser Gedächtnisrede aufzufordern ; ich wollte mich dieser Auf- 
gabe nicht entziehen, wenn ich auch nicht ohne Bedenken daran gegan- 
gen bin, und ich muss mit der Bitte um Nachsicht beginnen bei dem 
Versuch, den ich mache, ein Bild des Mannes und seines Wirkens an 
entwerfen. 

Ich habe nicht als Student zu Kr onecker's Fussen gesessen, und wenn 
ich auch die Schriften des Meisters viel stndirt und ihm viel zu ver- 
danken habe, so bin ich . doch nicht in alle Seiten seiner so vielseitigen 

Forschung gleichmSssig eingedrungen, und ich sweifle, ob es mir gelingen 

wird, sie allseitig richtig zu würdigen. 

Spät erst bin ich nuL ilnii persönlich bekannt geworden; aber wer 
unter uns ist, der nicht gleich mir in dem schönen Hause in der Belle- 
vuc-Strasse gastliciic Aufnalime gefunden, der nicht in ilcm reich belebten 
Familienkreise herzlich wüliLommen gebeissen und Anregung und Arbeits- 
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frende von da mitgenommen hätte? So steht wohl den meisten unter 
uns sein Bild noch lebendig vor der Seele, wie er nach eingehenden 
wissenschflfUiehen GesptSehen, rdch an Oedanken nnd Ansblicken, die 

Unterhaltung auch auf andere Dinge, auf Fragen der Knnst nnd Litte- 

ratur uder des öffentlichen Lebens zu lenken und geistvoll zu beleben 
wusste. — 

Durch freundliches Entgegenkommen des ältesten Sohnes und des 
Bruders des Verstorbenen ist es mir möglich gewesen, mir auch über 
meine persönliche Erinnerung hinaus ein lebendiges Bild von dem Lebens- 
gang und dem geistigen Wesen des ausserordentlichen Mannes zu machen; 
möge es mir gelingen, Ihnen am Faden der Erzählung seines Lebens dies 
BUd zvL übermitteln and zngleich eine Würdigung der Hauptmomente 
seines wissenschaftlichen Schaffens hinein zn yerweben. 

Leopold Eronecker wurde am 7. Dezember 1823 zn Liegnitz ge- 
boren. Sein Vater, der dort ein kaufinlnnisches Geschift betrieb nnd, 
wie der Biieffrechsel mit dem Sohne ergiebt, ein Hann von bedeutender, 
namentlich auch philosophischer Bildung war, der dem Sohne die sorg- 
föltigste Erziehnng gab, Hess ihn anfmgs durch einen Hanslehrer unter- 
richten. Später trat der junge Leopold in die Vorschule des Conrectors 
Werner ein, der auch in der Folge auf dem Gymnasium sein Lohrer 
war, und nächst Kummer den grössten Einfluss auf seine Entwicklung 
übte. Namentlich von Weriier's Unterricht in der philosophischen PropSr 
deutik und in der christlirlien Keligionslchrc , an dem er — obwohl 
Jude — teilnahm, sprach er stets mit grosser Begeisterung. 

Auf dem Gymnasium zeichnete er sich in allen Fächern durch Fleiss 
und Talent aus: aber schon hier zeigte sich seine besondere Begabung 
nnd Neigung fnr die Mathematik, in der Kummer sein Lehrer war. Hier 
schon knüpfte sich die Beziehung an, die so entscheidend auf Kronecker^s 
Entwicklung ehiwirkte nnd der Anfang einer bis zum^ Tode ungetrfibten 
innigen Freundschaft war. 

Als Eronecker im Frfil^ahr 1841 die Universit&t bezog, hatten die 
mathematischen Studien in Bentsehland unter dem Einfluss der grossen 
lÜInner, deren Namen die erste HSIfte des Jahrhunderts zieren, einen 
neuen Aufschwung genommen. Er hüilc in Berlin die Vorlesungen 
Dirichlct's, Jacobi's, Steiner's und später in Breslau seines alten Leh- 
rers Kummer, der inzwischen als Professor dorthin berufen worden war. 

Wenn auch von vorn herein die Mathematik Kronecker's Ilauptstu- 
dium und nie aus dem Auge verlorenes Ziel bildete, so beschränkte er sich 
doch keineswegs einseitig aul das Faclistndium; ausser Is^atarwissen- 
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Mhaften trieb er phflosophisehe Stadien in den Yoriesoxigen von Werder 
nnd Schölling, und ancb in die Hegersche Philosophie hat er sich daroh 
das Stndiam der Werke teilweise eingearbeitet. 

Aneh die Sprachen des klassischen Ältertoms, die er auf dem Gym- 

nasinm mit grosser Liebe betrieben hatte , hat er auf der Universität 

üiclit aus dem Auge verloren. 

Manche für das Leben wichtige Verbindung knüpfte sich in der 
Studienzeit an. Die Freundschaft mit seinem Sciiulgenossen Hugo Rühle, 
dem vor einigen Jahren verstorbenen Bonner Kliniker, brachte ihn mit Me- 
dicinern in Berührung, unter denen ihm L. Traube fürs Leben ein treuer 
Freund blieb. 

Wichtig für Kronecker war auch der Verkehr im Hause des Ban- 
qniers Alexander Mendelssohn in dem er dnrch Dirichlet Zutritt ge- 
fanden hatte, wo er unter anderm mit Felix Mendelssohn Bartholdy 
nnd mit Alexander von Humboldt Beziehungen anknüpfte 

In schSner, ideal verklärter Erinnemng stand ihm stets die knrae 
Bonner Studienzeit. Sie fiel noch in die Zeiten, in denen die bur- 
schenschaitliehen Bestrebungen an den Universitäten verdächtig nnd 
nach oben hin anrüchig und die Farben Schwarz-Rot-Gold streng ver- 
pönt waren. Es waren aber nicht die Schlechtesten unter der studi- 
renden Jugend, die den Gedanken der Burschenschaft noch hochhielten 
und neu zu beleben suchten, und mancher Name vom besten Klang ist 
darunter zu finden. So war auch Kronecker in Bonn an der Begrün- 
dung einer borschenschaftlicheu Verbindung Friedericiana hervorragend 
thätig. an der sich Männer wie Geibel, Kinkel, Palleske, der Schiller- 
biograph und Becker (der sogenannte rote Becker, später Bürgermeister 
von Köln) beteiligten. Die neue Verbindnng, die bald mehr als ein Zehntel 
der ganzen Bonner Stndentensehaft nnd darunter die flüssigsten nnd 
tfichtagsten umfasste, üuid einflnssreicfae Freunde nnd Beschützer nnter 
den Professoren, darunter der damalige Rector Naumann, F. Chr. 
Dahlmann, Nitzsch nnd E. M. Arndt. Deren Einflnss und Vermitt- 
Inng war es zu danken, dass eine in Berlin beabsichtigte politische Unter- 
suchung unterblieb. 

Im Jahre 1845 wurde Kronecker in Berlin unter Böckh's Dc- 
canat mit Auszeichnung zum Doctor der Philosophie promovirt. Diesen 
Ehrentag mit dem sich anschliessenden Doctorschmaus, an dorn auch 
Böckh teilnahm, rechnete Krön eck er stets, nach den Berichten seines 
Sohnes, zu den schönsten Erinnerungen seines Lebens. 

Indem ich aber die Dissertation „de nnitatihns complexis'^ berühre, 
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mufig ich mit einigen Worten an die Geschichte der Wissenschaft jener 
Tage erinnern 

Seit dem Erscheinen von Gauss* zweiter Abhandlang fiber die bi- 
quadratischen Reste (1833) war der Zahlenfheorie eine neue weitgrei- 
fende Aufgabe gestellt, der Ansban der Theorie der complexen, allge- 
meiner der algebraischen Zalilen. Im fünften .Jahrzehnt des Jahrhunderts 
bewegten diese Fragen die Gemüter besonders lebhaft, und neue Bahnea 
wurden damals eingeschlagen. 

Es war die Zeit, da Jacobi nach seiner italienischen Reise sich in 
Berlin niedergelassen hatte und sich viel mit zahlentheoretischeu Fragen 
beschäftigte, da D i r i c h I e t, der mit Jacobi in Italien zusam m en getroffen 
war, seine nnsterblichen Untersuchungen bekanntmachte, und da Kammer 
seine folgenreichen Arbeiten daieh die f^Dispotatio de nameris eomplexis, 
qai anitatis radidbns et nnmeiis reaiibns constant** erSiliiete. Hier trat 
non Kronecker in dnen Gedankenkreis ein, der seiner Denkweise vor- 
zfiglich angemessen war, in dem er s^ter besondere seine GrOsse ent- 
falten soUta. 

Bereits seine Dissertation befiust sieh mit ebem Gegenstand, der für 
die Theorie yon fnndamentalster Bedeatnng ist, und noch im Jahre 1882 

hielt sie der gereifte Verfasser mit Recht eines neuen Abdrucks für war- 
dig, der im Journal für Mathematik zugleich mit den Schlussparagraphen, 
die, obwohl gleichzeitig entstanden, bei der ersten Publicatioa nicht mit 
abgedruckt waren, erschienen ist. 

Ks handelt sich um die Theorie der Feinheiten in einem algebraischen 
Zahlkörpei; ich bediene mich dieses jetzt allgemein verständlichen and 
immer mehr gebräuchlichen Ausdrucks, obwohl er von Kronecker abge- 
lehnt wardo. Die Theorie der Einheiten fällt in dem einfachsten Fall 
der qnadraliBchett Körper im wesentlichen zosammen mit der Theorie 
der Pell'schen Gleichung, deren Begrflndung ehie der schönsten Leistan- 
gen von Lagrange auf dem Gebiete der Zahlentheorie ist. IKe Aufgabe 
ist die, das ganze System der Einheiten, deren es, mit wenigen Aus- 
nahmen besonderer Natur, in jedem Körper unendlich viele giebt, als eine 
Gruppe, um mich der modernen Terminologie zu bedienen, darzustellen, 
und zwar als eine unendliche Gruppe vertauschbarer Elemente mit einer 
endlichen Basis, deren Elemente die fundamentalen Einheiten genannt 
werden. 

Dirichlet hat während seines Aufenthaltes in Italien diese Frage 
nach Ucberwindung mannigfacher SchMierjo-keiten in völliger Allgemein- 
heit und grossartiger Einfachheit zur Entscheidung gebracht; aber zur 
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Zeit, da Kroneeker seine Untersuehnngen «nstollie, waron die Besoltate 
von Birichlet noeh nidit bekannt, nnd so war Kronecker's Arbeit, die 
f&r Kreiftteilungszahlen die Frage erledigte und die bei diesen besonderen 

Zahlenarten bestehenden Verhältnisse klarlegte, immerhin von grosser 
Bedeutung. In den späteren Untersuchungen von Kummer über die all- 
gemeinen Klassenzahlen spielen diese Einheiten dieselbe Rolle, wie die 
Losungen der Pe IT sehen Gleichung bei den Klassenzahlen der quadra- 
tischen Fonnen, und hierdurch gewannen diese FraL'en noch ein erhöhtes 
Interesse. Es zeigte sich, dass die wirkliche Durchführung im einzelnen, 
d. h. die wirkliche Bestimmung eines Systems fundamentaler Einheiten, 
selbst in den einfaclisten Fällen za den nnzngänglichsten und domen- 
ToUsten Aufgaben der Mathematik gehört, wodurch wesentlich der Aus- 
bau der Theorie gehemmt wurde. 

Es traten nun im Leben Kroneeker 's Yerfaliltnisse ein, durch die er 
zu BesehSftigttngen gezwungen wurde, die yon seinen mathematischen 
Interessen weit ablagen. Aber auch hier bewfes er sein Talent nnd 
seine Tüchtigkeit. Im Interesse der Familie betrieb er die Landwirt- 
schaft und ordnete mit grosser Gewandtheit das GeschSft eines verstor- 
benen Oheims, des Vaters seiner späteren Frau, wodurch er der Familie 
ein nicht unbeträchtliches Vermögen rettete. 

Im Jahre 1848 verheiratete er sich mit seiner Cousine Fanny "Praus- 
nitzer, einer liebenswürdigen, geistiur bedeutenden und tüchtigen Frau, 
die an den geistigen Interessen des Mannes und an seinen Erfolgen den 
lebhaftesten Anteil nahm. Dreiundvierzig Jahre, bis zu dem kurz vor 
seinem eigenen Ende erfolgten Tod der Gattin lebte er mit ihr in glück- 
lichster Ehe, der sechs Kinder entsprossen, von denen noch vier, drei 
SShne und eine Tochter, am Lel^ien sind. 

Der Erziehung nnd Beratung seiner Kinder widmete sich Leopold 
Kronecker im Verein mit seiner Gattin mit grGsster Hingebung. Auch 
seines um siebzehn Jahre jüngeren Bruders Hogo, der jetzt Professor der 
Physiologie in Bern ist, hat er sich in fast väterlicher Weise angenom- 
men nnd ihn menschlich nnd wissenschaftlich gefördert. 

Der Lebensabschnitt, in dem Krouecker's Thätigkeit grösstenteils 
Familienangelegenheiten gewidmet war, in dem er überdies noch durch 
körperliche Beschwerden gehindert war, ist gekennzeichnet durch eine 
Lücke in der Reihe der Publicationen. 

Zwischen den Jahren 1845 und 1853 finde ich keine Veröflfent- 
lichung zu verzeichnen. Dass er aber in dieser Zeit auch wissenschaft- 
lich nicht mnssig war, und dass hier vielleicht gerade die Zeit der wissen- 
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sehaftliehen Entwicklang und Reife za saehen ist, das bewebt der Erfolg, 
auch wenn wir nieht wussten, dase er wSluend der gansen Zeit eine 
eifrige wisseDschafUiche Conespondenz, namentlieb mit seinem Freonde 
Kummer, unterhielt 

Die Arbeit, mit der er zuerst wieder an die Oeffientliehkdt trat, fiber- 
gab er im Mai 1853, als er auf einer Reise nach Paris in Berlin weilte, 
an Diricliict, der sie am 20. Juni desselben Jalires der Berliner Aka- 
demie vorlegte, in deren Sitzungsberioliten sie erschienen ist. 

Es ist die berühmte Abhandlunir über die algebraisch auflösbaren 
Gleichungen, eine Arbeit, die in ihrer Kürze und in ihrem Gedanken- 
reichtum eine Fülle von Vorarbeiten voraussetzt, über die uns vielleicht 
noch die zu hoffenden Publicatiouen aus dem liacblass Aafschluss geben 
werden. 

Kro necker knäpft in dieser Arbeit an die nur fragmentarisch über- 
lieferten algebraischen Untersuchungen AbePs an, dessen Sitze er zunächst 
zu beweisen sucht ist mir zweifelhaft, ob die Arbeiten von Galois 
Kroneeker damals schon bekannt waren. Diese ffir die Algebra so 
wichtigen Arbeiten waren zuerst erschienen in den Jahren 1$28— 30, 
aber wenig beachtet und bekannt, bis Liouville im Jahre 1846 einen 
neuen Abdruck in seinem Journal herausgab. Galois wird von Kron- 
eeker zuerst in dnem Brief an Dirichlet Tom .S. März 1856 und 
in der Arbcii, die am 14. April 1856 von Kuuimer der Berliner 
Akademie vorgelegt wurde, erwähnt, so dass die Vermutung nahe liegt, 
(iass er erst während seines Pariser Aufenilialls im Jahre 1853, 
wo er mit den bedeutendsten franzüsisclien Mathematikern, namentlich 
mit Hermito und Bertrand, qu^^c Beziehungen anknüpfte, mit Galois' 
Arbeiten bekannt wurde. Wie dem aber auch sei, Kronecker's Arbeiten 
haben die Algebra über den Standpunkt hinaus gefordert, auf den sie 
durch Galois' geniale Schöpfung gehoben war. Galois hatte in der 
einer Gleichung eigentfimlichen Substitutionsgruppe den Kernpunkt aller 
tiefer emdringenden algebraischen Untersuchungen erkannt, und hatte da- 
mit die Grundfrage der Algebra in ein&ehster und allgemeinster Weise for- 
mulirt; damit ist aber zunicfast nur die formale Seite getroffen. Das andere 
Ziel ist die Erforschung der Eigenschaften der durch die Gleichungen deft- 
nirten Zahlenarten, die Anwendung der allgemeinen Grundsätze auf beson- 
dere Gleiehungsarten, die tiefer gehende, jedem besonderen Falle angepasste 
Hülfsmittel erfordert. Hierzu finden sich bei Galois zwar Ansätze, z. B. 
in seinen Anssprüclien über die Modulargleichungcn der Transformation 
oten, 7ten, Ilten Grades, aber keinerlei weitere Ausführungen. Mehr in 
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dieser Riehtniig weisen die Sätze von Abel, die sich in einzelnen seiner 
algebraisehen Fragmente finden, nnd vor allem in den CnteEsachangen 
von Ganss über die Krdsteiinng. 

Die Frage, die die Algebraiker in erster Linie beschäftigte, die 
wohl auch den Anstoss zu allen diesen Untürsucliungen gegeben hat, 
war die nach der algebraischen Auflösbarkeit der Gleicliungen, d. h. der 
Keduction auf reine Gleichungen. Diese Fragestciluna, die von einem 
höheren Standpunkte betrachtet, etwas Willkürliches hnt und später weiter 
fortgebildet werden musste, war durch die elementare Algebra gegeben, 
und so bewegen sich auch Kronecker's algcbrnische Arbeiten zunächst in 
dieser Richtang. Wie kommt es, dass die höheren Gleichungen in diesem 
Sinne nicht mehr auflösbar sind, nnd welche Eigenschaften müssen die 
besonderen Oleichnngen haben, die eine Anflösang gestatten? Galois 
hai anf diese Fragen, wenigstens für Gleichungen von Piimzahlgniden, 
eine Antwort aus der Natur der Gruppe abgeleitet, und dadurch ein 
Mittel gefunden, das wenigstens principiell in jedem besonderen Fall die 
Entscheidung gicbt, wenn es auch meist nicht praktisch durchführbar 
sein wird. Krone eker ]5st die Aufgaben vollständiger, indem er einen 
algebraischen Ausdruck aufstellt, in dem alle Wurzeln auflösbarer Glei- 
chungen von gegebenem Grad eines beliebigen Rationalitätsbercichs, und 
nichts anderes, enthalten sind, einen Ausdruck, der übrigens für Glei- 
chungen fünften Grades schon von Abel ohne Beweis angegeben war. 

Durch diesen allgemeineren Ausdruck wird die Aufgabe zunächst 
zurückgeführt auf die Bestimmung der Wurzeln einer sogenannten AbcP- 
schen Gleichung, und die Sätze, die Krön eck er über die letztere Glei- 
chungsart bereits in seiner ersten Abhandlung mit voll« Bestimmtheit 
ausspricht, und die sich dahin einfach znsammenfiftssen lassen, dass im 
absoluten Rationalit&tsbereich, in dem nur die rationalen Zahlen als be- 
kannt vorausgesetzt sind, alle Aberschen Gleichungen unter den Kreis- 
teilnngsgleichnngen enthalten sind, gehören mit den zu ihrem Beweis 
nötigen und zu schaffenden Hfilfsmitteln und mit dem, was weiter sich 
dann anschloss, zu den bedeutendsten Leistungen Kronecker^s. Hieizu 
findet sich auch bei Abel noch kein Ansatz, nnd es war auch erst 
durch die von Kunmior begründete Theorie der Zerlegung der alge- 
braischen Zahlen in ihre Primfactoren möglich, an solche Fragen heran- 
zutreten. 

Am Schlüsse der Abhandlung eröffnet Kroncckcr noch eine Per- 
spective auf die Erweiterung dieser Sätze über AbeTsche Gleicliungen für 
den Fall, dass nicht der absolute Bationalitätsbereicb, sondern der der 
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6ao88*sehen complexen Zahlen zu Grande gelegt wird, in den an die 
Stelle der Kreisteünngszahlen, die ans der Lemniskatenteilnng stammenden 
Zahlen treten. So finden sich auch die Untersnchnngen über die singu- 
lären Modoln der elliptischen Fnnctionen, die in den späteren Arbeiten 
Kroneckor's eine so wichtige Kolle b^icicu, liier im Keime sciiou ange- 
deutet. 

Nachdem im Jaliro l s55 die gesohäftlicho Thätigkeit ihren Abschluss 
gefunden hatte, siedelte Kronecker nach Berlin über, und hier schloss 
sich der enge Freundschaftsbund, dem die Wissenschaft so viel verdankt, 
zwischen vier Männern, die zu den ersten Vertretern der Mathematik 
in Deutschland zählen. Zwar hatte Dirichlet Berlin kurz vorher ver- 
lassen; aber statt dessen wurde Kronecker's alter Freund Kummer 
nach Berlin berufen, und kurze Zeit darauf Weierstrass. Zu diesem 
Kreis gehörte auch Borchardt, der seit Crelle's Tod die Herausgabe des 
Journals ffir Ilathematik leitete und im Jahre 1856 ni die Akademie der 
Wissenschaften angenommen wurde. Kronecker, der 1861 in die 
Akademie eintrat, lebte in Berlin in glücklicher Müsse seinen wissen- 
schaflfichen Idealen, and reiche Früchte und innere B^edigung krönten 
diese Thätigkeit. 

Aus den ersten Jahren des Berliner Aufenthalls besitzen wir den 
wissenschaftlich und persönlich wertvollen Briefwechsel mit Dirichlet, 
den Schering in den Göttinger N'acliricliten veröffentlicht hat, und dessen 
Originale die Göttinger Bibliothek aufbewahrt, der uns über Kronecker's 
Arbeiten in jener Zeit Aufschluss giebt. 

Am 17, Mai 1857 schreibt er an Dirichlet: „Ich habe so manche 
sehr interessante Sachen gefunden, und da ich mich zunächst dadurch 
so unabhängig fühle, dass mich kehne Spur ugend welchen Ehrgeizes 
quUt, da ich vielmehr dnäg und allein meine Freude in der Erkenntnis 
des Wahren habe, so kommt es mhr wenig darauf an, wozu ick gerade 
mehie Zeit verwende, wenn ich sie nur überhaupt gut benutze.^ 

Und über die divinatorische Art seines Schaifens giebt ein Brief 
▼om 26. Juni 1856 Au&chluss. 

„Aber ich bin vielfach in der hoffbungsvoUen Femsicht dem, was 
ich beweisen kann, vurausgcciltj und habe dabei Anschauungen von der 
Natur der Gleichungen gewonnen, die, wenn sie sich bewähren, ein ganz 
neues und erhebliches Interesse gcwäliren dürften. Bei der gänzlichen 
Neuheit des Feldes aber, auf welchem ich jetzt arbeite, und bei der 
kaum zu bewältigenden Complicirtlieit, glaube ich, dass ich jahrelanger 
Arbeit bedürfen werde, ehe ich zu stricten Kesoltaten komme. ^ 
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Kronecker hatte schon Mh herausgeHUilt, und die Abbandlimg ans 
dem Jahre 1853 enfhilt darüber beieits eine Andeutung, dass nächst den 

Gleichlingcn, die wir jetzt in etwas weiterem Sinne, als Kronecker diesen 
Ausdruck ursprünglich bmuclitc, Abcrsclie iieinieii, und die, wie Kron- 
ecker zuerst erkannt hat, alle durch die Einhoitswurzeln gelöst werden, 
die aus der sogenannten complexen Multiplication der elliptischen Func- 
tionen stammenden Gleichungen von fundamentaler Bedeutung sind, dnss 
gewissermassen die nächst höhere Zahlenart durch sie definirt wird. 
Diesen Gleichungen wandte sich daher im natürlichen Fortschritt seiner 
Untersuchungen sein hauptsächlichstes Interesse zu. Die Fortschritte, die 
wir Kronecker auf diesem Gebiete verdanken, gehören zn den wert- 
yollsten Bereicheningen der Algebra. 

Abel hatte ui seinen Untersuchungen über elliptische Functionen 
die Frage gestellt, unter welchen Bedingungen eine algebraische Multi- 
plication der elliptisehen Functionen mit einem andern als ganzzahligen 
Hultiplicator möglich sei; es ergiebt sich leicht, dass die Bedingung dafür 
die ist, dass die Perioden einer homogenen Gleichung zweiten Grades ge- 
nügen, so dass das Periodenverhältnis durch die Quadratwurzel aus einer 
negativen ganzen Zahl ausgedrückt ist. Abel hatte auch erkannt, dass 
für den Modul der elliptischen Functionen liieraus eine algebraische Glei- 
chung resultirt, und hat später ohne Beweis ausgesprochen, dass diese 
Gleichung zu den algebraisch lösbaren gehöre. 

Zu diesen Sätzen hat Kronecker zunächst die Beweise gesucht, 
und wurde dadurch zu den merkwürdigsten Eigenschaften und Beziehun- 
gen dieser Gleichungen und der durch sie definirten algebraischen Zahlen 
gefShrL 

Der Kernpunkt dieser Ergebnisse ist die enge Bedehung zur Theorie 
der quadratischen Formen, eben jener Formen, deren Wurzeln die singu- 
lären Periodenverhiiltnisse sind. Es zeigt sich, dass zu jeder negativen 
Detemunante eine algebraische Gleichung mit rationalen Coefiftdenten 
gehört, deren Wurzeln die von Kronecker so genannten singulSren Mo- 
duln sind, so dass jeder Wurzel dieser Gleichung eine Klasse äquivalenter 
quadratischer Furuien entspricht, und dass sonacli der Grad dieser Glei- 
chung der Klassenzahl für die betreffende Determinante gleich ist. Die 
Gleichung ist irreducibcl im absoluten Rationalitätsbereich, zerfällt aber 
in Factoren, wenn die Quadratwurzeln aus den in der Determinante auf- 
gebenden Primzahlen adjungirt werden, und zwar entspricht jedem dieser 
Factoren ein Geschlecht von Fomienklassen. 

Die Gleichung ist, von einigen besonderen Fällen abgesehen, im ab- 
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solafen Bafioiialitttebereieh keine Abel'Mhe; sie iviid ee eist doreli Ad* 
juDCtion der Quadratworzel ans der Determinaiite; dann aber entspricht 
ihre Gruppe gcuaa der von Oanss entdeckten Groppe der Compositlon 
der Klassen quadratischer Formen; die Gleichung ist als Abel 'sehe alge- 
braisch lösbar. 

Dass diese Zahlen für die Abel' sehen Gleichungen im quadratischen 
Rationalitätsbereich mit negativer Discriminanti; dieselbe allsremeine Rolle 
spielen, wie die Einheitswurzeln für den absoluten Rulionalitätsbereich, 
d. h. dass die Wurzeln aller Gleichungen, die nach Adjunction einer 
imaginären Quadratwurzel Abel' sehe Gleichungen sind, durch diese 
Zahlen rational darstellbar sind, hat Kronecker mehrfoch ausgesprochen. 
Den Beweis dafür and ebenso die üebertngnng auf positive Discrimi- 
nanten, mit der sieh Kronecker gleichfalls beschSftigt hat, suchen wir 
noch vergeblich. 

Indem ich so in den grossen Zügen die Hanptmomente der Theorie 
der complexen MultipUcation auffahre, erkennt man leicht, wie sie voll- 
stiindig parallel ISnft mit der Theorie der quadratischen Formen von 
negativer Determinante, so dass diese auch ans der eomplexen Hnltipli- 

cation abgeleitet und bewiesen werden kann, und so zwischen zwei auf 
ganz verschiedenem Boden gewachsenen Disciplinen ein ebenso unerwar- 
teter als merkwürdiger und fruchtbarer Zusammenhang hergestellt ist. 

Noch mannigfache Resultate und Erscheinungen der Algebra und 
Zahlentheorie haben diese Untersuchungen zu Tage gebracht; ich erwähne 
die merkwürdige Beziehung zu der Pell' sehen Gleichung, zum Beweis 
des Satzes, dass eine primitive quadratische Form unendlich viele Prim- 
zahlen darstellen kann, die merkwürdigen Relationen zwischen den Klassen- 
sahlen quadratischer Formen veischiedener Determinanten und anderes, 
was sich hier nicht gut ausfuhren ISsst. Die AnfSnge dieser Arbeiten 
fallen, wie der erwähnte Briefwechsel mit Diriclilet zeigt, schon in die 
f&nftiger Jahre, und vielleicht noch frfiher. Es zieht tich aber das Inter- 
esse an dem Gegenstand durch das ganze wissenschaftliche Leben Kron- 
eekerU, und noch in den Abhandlungen „Zur Theorie der elliptischen 
Functionen**, die seit dem Jahre 1883 bis kurz vor des Verfassers Tod 
in längerer Reihe in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie er- 
schienen sind, werden diese Fragen berührt. 

Daneben geht noch eine andere Art der Anwendunt: der elliptischen 
Functionen auf die Zahlcntheorie, die sich von der Theorie der siuguliircn 
Moduln wesentlich dadurch unterscheidet , dass der Modul variabel 
bleibt; die Kntdeckung dieser Beziehung geht auf Dirichiet zurück, der 
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rie in seiner berfihmten Abhandlung „RecbereheB sat diverses appUcations 
do Tanalyse iniinit^male k Ia th^oiie des nombies** xaent berShrt and die 
in dem erwShnten Briefwechsel schon Gegenstand der Besprechung ist; 
diese Untersuchungen, die aucli auf das Gebiet der Tlieta-Fuuctioucn 
zweier Veränderlicher hinüberspielen, und auch für dieses bemerkens- 
werte Resultate und Bezicliiiiigen zu elliptischen Thetafunetionen erga- 
ben, werden von Kronecker in seinen letzten Publicationcn in sehr 
merkwürdiger Weise verallgemeinert. Es ist mir aber hier nicht möglich, 
von dem Gedankeninhalt dieser Umformungen, die wohl noch einer wei- 
teren Verarbeitong wüidig wiien, in Iranen Worten eine Vorsteiinng an 
geben. 

Um eine formale Seite der Eroneeker*sehen Forschungen zu er- 
wibnen, die in seinen späteren Jahren mehr nnd mehr von ihm betont 
wird, will ich anf sein Bestreben hinweisen, invariante Eigenschaften 
mögfichst, wie er sieb ansdrfickt, in Evidenz treten zn lassen, d. h. die 
Formehü in eine Gestalt zu bringen, in der ihre invarianten Eigenschaften 
anmittelbar in die Angen springen. Als Beispiel will ich die Formeln 
erwähnen, die ihn noch in seiner letzten Zeit beschäftigt haben, mittels 
deren er die elliptischen Functionen durch Fo urier'sche Doppelreihen 
darstellt, die eine grosse Eleganz und Einfachheit der Form haben, und 
die die doppelte Periodicität unmittelbar erkennen lassen; freilich auf 
Kosten einer andern Eigenschaft, die darin verdeckt ist, nämlich Func- 
tionen Gomplexen Arguments zu sein. 

Eroneeker hätte seine algebraischen Untersuchungen nicht mit dem 
glSnzenden Erfolge führen können, wenn er nicht über ein Hülfsmittol 
verfögt bfttte, auf das ich jetzt Ihie AnfmerksanÜLeit lenken mochte. 

0nrch die Einführung der oomplezen Zahlen hatte Gauss der 
Zahlentheorie ein grosses neues Forschungsgebiet erSilhet. ZnnSchst ver- 
anlasst durch die Unteisuchung der biquadratisehen Beste hatte Ganss 
einen ZaldkSiper betrachtet, der ausser den rationalen Zahlen vierte Ein- 
heltswuTzeln enthSlt Anf diesen Zahlkorpem Usst sich die rationale 
Zahlentheorie in allen wesentlichen Punkten, namentlich der Satz über 
Teilbarkeit und Zerlegung in Primfactoren, ohne Schwierigkeit übertragen, 
nnd dasselbe gelang auch bei anderen Zahlkorpem, z. B. dem, der aus 
kubischen Einheitswurzeln abgeleitet ist. Wie aber diese Betrachtungen 
weiter verfolgt und auf Einheitswurzeln höherer Grade übertragen wurde, 
trat eine Erscheinung zu Tage, die zunächst ein unüberwindliches Hinder- 
nis eines weiteren Fortschritts schien. 

mUurend nämlich im rationalen Zahlköiper die Primzahlen die doppelte 
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Eigenschaft haben, nicht weiter in Factoien zerlegbar za sein, and dn 
Prodact mehrerer Faotoren nur dann zu teüen, wenn sie wenigstens 
einen der Faetoten des Ptodaetes teilen, woraus dann folgt, das« eine 
Zahl nur auf eine Art in Primftctoren zerlegbar ist, treten in den höhe- 
ren Zahilcdipem Zahlen an^ die zwar nicht weiter zerlegbar sind, aber 
doch ein Prodoct teilen lc5nnen, ohne einen seiner Factoren za teilen, 
so dass eine Zahl auf mehr als eine Art in unzerlegbare Factoren zer- 
fällt werden kann. Diese unzerlegbaren Factoren haben also noch nicht 
den Charakter wahrer Primfactoren. Kummer hat für die Kreisteilungs- 
zahlen diese Scliwierigkeit überwunden durch die Schöpfung der idealen 
Factoren, indem er definitionsweise sagt, eine Zahl ist durch einen ge- 
wissen idealen Factor (der keine selbständige Existenz hat) teilbar, wenn 
sie einer gewissen Gongraeni^-BediDgung genügt. 

Diese Metiiode war aber nor den Kreisteilnngszahlen angepasst und 
bedurfte der VeraUgemeinemng auf beliebige ZahikSiper. Es ist klar, 
dass eine allgemeine Zahlentheorie, die zugleich die Algebra nmfasst, 
eist dann sich entwickeln kann, wenn diese Schwierigkeit überwanden 
ist, und dass sie nur dadurch fiberwanden werden kann, dass man den 
Begriff der Tdlbarkeit dnreh einen anderen ersetzt, aus dem die gewöhn- 
liche Teilbarkeit als spedeller Fall abgeleitet werden kann. 

Auch in der Theorie der algebraischen Functionen einer oder mehre- 
rer Veränderlicheu herrschen analoge Gesetze wie in der Theorie der 
Zahlen, und eine allgemeine Theorie der Teilbarkeit muss auch dieso 
umfassen. 

Eine Verallgemeinerung eines Begriffes ist aber nach verschiedenen 
Seiten hin denkbar und möglich. So sind auch auf verschiedenen Wegen 
Kro necker und Dodekind zu einer gleich vollständigen Lösung dieser 
Aufgabe gelangt, Dedekind indem er nicht einzelne Zahlen, sondern 
Systeme von Zahlen betrachtet^ die als Specialfall das System aller Mol- 
tipla einer festen Zahl enthalten, die er Ideale nennt, ein Name, der 
aber nur historisdhen Ursprung hat, and zu Ehren der Kummer* sehen 
Schöpfung gebildet ist Nachdem Multiplication und Tdlbarkelt dies« 
Ideale definirt ist, wird bewiesen, dass jedes Ideal auf eine ein- 
zige Weise in Flimfitctoren, d. h. Fiimideale, zedegbar ist, In YöUiger 
üeberrinflttmmung mit den Gesetwa der TeObarkdt bei den lationalen 
Zahlen. 

Kronecker hat seine Theorie, von der er längst Gebrauch gemacht 
hatte, im Zusammenhang veröffentlicht in der Festschrift, die er dem 
alten Freund Kummer zum fünfzigjährigen Doctoijubiläum am 10. Sept. 
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1881 mit wannen Worten der Dankbarkeit und Anhäng^iclÜEeit fiber- 
iddite, die zugteidi anch im Journal für Hafhematik abgedrnekt wurde. 

Es ist nnmSglicb, in der Kurze nnd ohne Anwendung mathemaüsclier 
Formeln einen UeberbÜck dber den Inhalt der gedankenrdchen und schwer 
geschriebenen Festschrift zn geben. Vielleicht aber gelingt es mir, von 
dem Grondgedanken wenigstens eine nngefShre Vorstellnng zu geben, 
wenn ich an ein Beispiel aus der Fnnctionentheorie anknüpfe, wo die 
VerhSltnigse durch die Benutzung der Riomann' sehen Mittel anschan- 
lichcr werden und auch ohnehin wohl der Mehrzahl unter Ihnen ver- 
trauter sind als die analogen Begriffe der Zahlentheorie. 

Man denke sich algebraische Functionen einer Veränderlichen in einer 
Riemann 'sehen Fläche dargestellt; das System aller dieser Functionen 
bildet einen Korper oder nach Kronecker's Terminologie einen Gattungs- 
bereich. Die ganzen Functionen darunter sind die, die im Endlichen 
endlich bleiben. Das System aller ganzen Functionen, die in einem festen 
Punkt oder in ehier festen Pnnktgruppe verschwinden, bildet nach Dede- 
kind^s Bezeichnung ein Ideal, und die Hnltiplication besteht in der Zu- 
sammenÜBssung der Nnllponicte der Factoren zn einer neuen Pnnktgtuppe. 

Kronecker bildet ganze rationale Formen von beliebigen Hfilfe- 
variablen, die an sich mit der Frage nichts zu tfaun haben, deren Coef- 
ficienten ganze Functionen des betrachteten Korpers sind. Wenn diese 
Cocfficicnten alle in einem und Uoniselbeu Punkt \ crschwimkiK so werden 
die Coefficienten der Norm ganze rationale Functionen der nnal)li;ingigen 
Varialilen sein, die einen gemeinsamen Linearfactor haben. Haben die 
Coeffiriciiteii der Norm keinen gemeinsamen Teiler, so heisst die Form 
eine primitive. Solche Formen spielen die Rolle von Kinheiten und 
konnten daher wohl auch Einheitsformen genannt werden; und nun ge- 
lingt es, jede Form und folglich auch jede Function des Körpers in 
Primfactoren wirklich zn zerlegen, wenn man in den Factoren auch 
gebrochene Formen zulisst, die im Nenner Kinheitsformen enthalten. 
Diese Zerlegung ist eine vQUig bestimmte, abgesehen Ton Einheitsformen, 
die im ZShler und Nenner in verschiedener Weise auftreten können. 

Ganz dasselbe gilt auch, wenn die Coefficienten der Formen nicht 
einem Fnnctionen-Körper, sondern einem Zahlenk5rper angehSren, und 
so ist eine ausreichende Onmdlage for die Zahlentheorie aller dieser 
Körper gewonnen. 

Hiermit ist nun freilich erst der Ausgangspunkt für die Theorie 
gekennzeichnet; alle die tiefer greifonilen Untersuchungen, die wir in der 
Schrift noch finden, zumal die auf die Discriminante des Körpers und 

Jabmber. d. Deutactien lUtbeiii.-Vereinigaiig. IL 2 
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die Eigenstbaften der In ihr enthaltenen Factoren sich beziehen, können 
hier nicht berührt werden; es sei nnr noch erwShnt, dass die Theorien 
von Dedekind und Krön eck er trota der Verschiedenheit der Aas- 
gangspunkte in den Resultaten fiberdnstimmen, genauer gesagt, dass die 
Dedekind 'sehen Primideale in wechselseitig eindeutiger "Weise auf die 
Kronecker'schen l*iitiifa( t(»ren bezogen werden können. Dies spricht 
für die innere Walirlieit und Notwendijjjk« it beider Theorien. 

Es kann niclit die Aufgabe dieser r;«'dächtnisrede sein, alle die 
scli5ne!i und wertvollen Untersucliungen zu besprechen oder auch nur zu 
erwähnen, die das reiche wissenschaftliche Leben Kronecker's aus- 
machen. Das Verzeichnis der Abhandlungen Kronecker's enthält nicht 
weniger als 144 Nammem; ich habe mich in meiner sehr unvollständi- 
gen Schildemng an das gehalten, was mir das allgemeinste^ prindpieil 
wichtigste erschien, and wovon ich zogieich hoffen konnte, einem grosse- 
ren Kreis eine ungefiLhre Anschauung zu fibermltteln. Aach nnd mir 
selbst nicht alle Seiten von Kronecker*s Tidumfossender Thltigkeit 
gleichm&ssig Tertraut und bekannt Lassen Sie mich aber noch einen 
Gegenstand wenigstens kurz berühren, der einen bemerkenswerten Fort- 
schritt in Kronecker^s algebndschen Anschanongen kennzeichnet, und 
der zugleich geeignet ist, in weiteren Kreisen Interesse zu erwecken, 
das sind seine Untersuchungen über die Gleichungen fünften Grades und 
ihren Zusammenhang mit der Transformationstheoric der elliptischen Func- 
tionen. 

Es war wohl Herniite, der zuerst den Gedanken aussprach, dass, 
wenn man nach Galois die Modulargleichung sechsten Grades, die bei der 
Transformation fünften Grades der elliptischen Functionen auftritt, auf den 
fünften Grad reducirt, man mit Hülfe ?on Gleichungen, die den vierten Grad 
nicht übersteigen, eine Uebereinstimmang mit der allgemeinen Gleichung 
fünften Grades beistellen kann, und dass man daiaas eine Art AnUSsong 
der Gleichung f&nften Grades gewhint, Sbnlich wie man seit lange gewohnt 
ist, die Dreiteilang des Winkeis zur AuflSsung efaier Gleichung dritten 
Grades zu benutzen. In dnem von Hermite veff5ffiBntUcbten berfihmt 
gewordenen Brief hat nun Kronecker diesen Gegenstand von ganz an- 
derer Seite belenditet und auf seinen algebraischen Kern zninckgeffihrt 

Bei Kronecker tritt zunSehst die Zarnekfuhrung auf die Trans- 
formationsgleichung der elliptischen Functionen zurück hinter der all- 
gemeinen Frage, wie man die Gleichung fünften Grades von einer möglichst 
einfachen Normalgleichung abhängig machen kann. Als nächstliegendes 
Ziel stellt sich dar die Zurückführuug auf eine Gleichung, die nur von 
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einem Parameter abbängig ist, wie es in der That bei den ans der 
Thmsfoimafclon der elliptieeben Functionen stammenden Gleicbungen, die 
nur von dem Modnl der elliptiseben Functionen abhängig sind, zutrifft. 

Zunächst entspricht dieser Forderung bereits die Jeriard'sche Form der 
Gleichungen fünften Grades, deren sich Her mite bedient hat; aber auch 
gewisse Resolventen seclisten Grades, die sich, wie Krön eck er gezeigt hat, 
auf mannigfache Weise mit den Moduiargleichuugen sechsten Grades in 
£inklang bringen lassen. 

Aber Kronecker stellt sich noch eine weitere Aufgabe. Er ver- 
sucht, das Ziel zu erreichen nur durch Benutzung solcher Irrationalitäten, 
die sich rational durch die Wurzeln der zu lösenden Gleichung aus- 
drficken lassen, die er als die einfaeiisten, der Gleichnng natürlichsten 
betiaehiet Dieser Fotderong legte er ein grosses Gewicht bei. Da aber 
der Versndi, ihr zn genfigen, nicht gelang, so sprach er den Satz ans, 
dass die Fordenmg fibeifaanpt uneilollbar sei, dass also durch natürliche 
Imtionalittten die Gleichung fünften Grades nicht in eine nnr von einem 
Parameter abhängige Gleichnng transformirbar sei Einen Beweis fSr 
diesen Satz hat er nicht pnblicirt; dass aber der Satz richtig ist, haben 
spätere Untersuchungen dargethan. 

Eine wesentliche Lücke würde aber in dem Bilde des Mathe- 
matikers Kronecker bleiben, wenn ich seine Stellung zu den funda- 
mentalen, philosophischen Fragen der Mathematik mit Stillschweigen über- 
gehen wollte. Es ist ein Standpunkt, der besonders in seinen späteren 
Jaliren hervortrat, vielleicht mehr noch im persönlichen Verkehr als in 
der Oeflfentlichkeit; aber auch öffentlich hat er seine Anschauungen nicht 
verlengnet oud a. B. in der Festschrift za Zeller's Jabüäam scharf 
hervoigekehrt. 

In Bezng auf Strenge der BegiÜfe stellt er die höchsten Anforde- 
rnngen und sucht alles, was Bnigeirecht in der Mathematik haben soll, 
in die krystallklare eckige Fom der Zahlentheoiie zn zwingen. Uanche 
von Ihnen werden sich des Ausspruchs erinnern, den er in einem Vor- 
trag bei der Beriiner Natoifoisoher-yersammlung im Jahre 1886 that: „Die 
ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk'. 

So war ihm alles, was sich nicht seines arithmetischen Ursprungs 
unmittelbar bcwusst war, unsympathisch, und sein Streben ging dahin, 
nicht nur in der Algebra, sondern auch in der Functioneutheorie die 
arithmetische Abstammung deutlich bervortreten zu lassen. 

Aber freilich hat er auch an jenem ^Menschen werk" manches be- 
kämpft und verworfen, was sich seit der Zeit des alten Euklid 

2» 
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als gut und bnnchbu and als logisch liehtig erwiesen hat, wenn er 
2. B. ehie Definition nur dann fSr solSssig erklSrt, wenn sie in jedem 

falle durch eine endliche Anzahl von Schlüssen erprobt werden kann. 
Er bricht damit den Stai) nicht nur über alle die neueren Versuche, zu 
einer logisch verständliclien Auffassung der Irrationalzahlen zu gelangen, 
sondern auch über Euklid's darauf bezügliche Definitionen. 

Die Consequenz dieser Auffassungsweise war, dass Kronecker der 
geometrischen Anschauung in mathematischen Dingen nur eine bedingte 
Bereebtigang einräumte; und in der That findet man in seinen Arbeiten 
Yon diesem Hülfsmittel nnr sehr beschränkten Gebrauch gemacht. Dass 
er es aber, wo er es am Plaftsse hielt, mit Heisterschaft handhabte, be- 
weisen seine Arbeiten Gber die Ohaiakteristiken und die Stnrm'schen 
Beihen, auf die hier niher einsageben ich mir versagen mnss. 

Dass Kronecker*8 wissenschaftliche Arbrat eine ansgeseichnet pro- 
dactive war, der es nnr anf das Entdecken ond Eikennen ankam, hatte 
den Erfolg, dass viele seiner wichtigsten Schöpfungen lange 2Sdt nicht 
ansffihrlich nnd mit Beweisen poblicirt waren; erst in den letzten Jahren 
hat er angefangen, manche seiner Untersuchungen in Zusammenhang dar- 
zustellen, und über manches dürfen wir vielleicht noch aus dem i^ach- 
lass Aufschhiss hoffen. 

Um so wichtiger war es, dass Kronecker von dem ihm als Mit- 
glied der Akademie zustehenden Recht, an der Universität Vorlesungen 
za halten, regelmässig und umfassend Gebrauch machte. Seine Vor» 
lesungen waren ansschliesslich den Gegenständen gewidmet, denen er 
sein eigenes wissensdiaftliches Interesse zugewandt hatte, and so waren 
seine Forsehnngsresnltate dem Kreise semer Tertrauteren Schfiler schon 
frfih bekannt, and sehie Yorlesongen gehörten, wenn anch nor den fort- 
geschrittenen and wissensehaftlieh interessirten Schalem veist&ndlich, zn 
dem Wertvollstea and Eigenartigsten, was die Berliner Universit&t dem 
Mathematiker bot. 

Gleichwohl hat Eroneeker nicht hi dem Hasse eine mathema- 
tische Schale begründet, wie wir das von anderen hervorragenden Lehrern 
wissen. 

Er selbst spricht sich hierüber in dem schönen und merkwürdigen 
Briefe aus, den er einige Monate vor seinem Tode an Georg Canlor 
in Halle gerichtet hat, und der in dem vorigen Jahresbericht unserer 
Vereinigung abgedruckt ist. 

„Ich mag auch bei uns nicht den Ausdruck „Schüler" gern; wir 
wollen und brauchen keine Schale, sondern wir gehen nnr in den Wegen 
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fort» die uns dn Lehrar oder Vorginger geebnet nnd geinesen hat, wenn 
wir rndnen, auf diesem Wege weitere Ziele eneicben zu können. Wir 
wollen nnd brauchen keine Schule, weil in unserer absolut klaren Wis- 
sensehaft Jede neue Entdeckung die bisherige Schulweisheit wertlos 
machen kann. Das hat uns ja die Geschichte unserer Wissenschaft oft 
genug gezeigt.* 

Eine Berufung nach Göttingen, die im Jaiire 18G!S an ihn ergangen 
war, lohnte er ab, da er seine Thäticrkcit an der Berliner L'niversität im 
Kreist der wissenschaftlichen Freunde und Collegen aus der Akademie 
höher schätzte. 

Als aber Kummer im Jahre 1883 wegen hohen Alters von der 
Lehrth&tigkeit zurncktrat, übernahm Kronecker eine ordentliche Pro- 
fessur an der Berliner Universität. Den dadurch vermehrten Ijehrpflichten 
in Vorlesangen nnd Seminar kam er mit giSsstem Eifer nach. Seine den 
venehiedeosten Nationalititen angehdrigen Schfiler, denen er allen ein 
warmes persönliches Interesse entgegenbrachte, hingen mit grSsstor Ver- 
ehrung und Dankbarkeit an ihm. Manche sind darunter, die seine Ideen 
selbständig wdtef gebildet haben. Die ihm nach Borchardt's Tod zu- 
gefallene Bedaction des Grell ersehen Jonmsls leitete er seit dem Jahre 
1881 mit Umsicht und Gevirisscnhaftigkeit. 

Lassen Sie mich schweigen von den Jähren und Anszeichnnngen, 
die ihm ungesucht in reichem Masse von Regierungen und gelelirten 
Gesellschaften zu Teil wurden; aber ich will dem Bilde noch einige 
Züge hinzufügen, die geeignet sind, den ausserordentliclien Mann im 
Kreise seiner Freunde und Collegen und im offentliciien Lebt n zu kenn- 
zeichnen, Züge, die ich den Mitteilungen des Sohnes des Verstorbenen 
verdanke. 

Vermöge seiner grossen Erfahrung nnd Tüchtigkeit in Dingen des 
praktischen Lebens, seiner Gewandtheit im klaren und formvollendeten 
schrifÜlehen nnd mfindliehen Ausdruck hat er sich anch den geschäft- 
lichen Angel^enhdten, die seme Stellung als Mitglied der Akademie 
und der Ftonltät mit sieh brachten, mit grossem Eifer nnd Erfolg ge- 
widmet Dte mustergültige Ordnung der Angelegenheiten der aka- 
demischen Druckerei, die Neuredaction der Akademie-Statuten 
sind vorzugsweise sein Werk. Anch fhnghiie er erfolgreich als Mitglied 
des wissenschaftlichen Beirats des geodätischen Instituts bis zu 
dem Zeitpunkt, wo dieser Beirat durch miuistorieile Verfügung auf- 
gelöst wurdo. 

In vielen wichtigen Fragen, die das Wohl der Universität und der 
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Akademie betrafen, war sein Rat von entsoheidendem Eioilnss, und stets 
war er berdt, dorch seine Erfohrang und praktisehe Tochtigkeit nicht 
nar dem GemeinvolU, sondern aneh seinen Freanden in wissensdiaftUehen 

wie io persönlichen Angelegenheiten zu raten und zu helfen. 

Sein Haus war eine Statte heiterer Geselligkeit. Er liebte es, seine 
Freunde und deren Familien in kleinerem und grösserem Kreise um sich 
zu versammeln. Er hatte es besonders gern, wenn diese Abende durch 
Musik verschönt wurden; diese war ihm überhaupt die liebste der 
Künste; er hat das Klavierspiel und in seiner Jugend auch den Gesang 
eifrigst gepflegt, sich auch in früheren Zeiten in eigenen Compositionen 
versucht. 

Tieferes Interesse nnd Verst&ndnis brachte er aber auch den bil- 
denden Künsten entgegen. Seine Ferienreisen, die er alQSfarlieh innerhalb 
Deutschlands, nach Oesterreich, der Schw^ nnd Italien, nach Frank- 
reich, Holland und Belgien, nach Grossbiitanmen ond Skandinavien anter- 
nahm, galten neben der kSrperiiehen nnd gdstigen Eiholnng nnd der 
Anknüpfung ond Eihaltnng der Verbhidang mit wissenschallliehen Freun- 
den, dem Genuss der schonen Natnr nnd dem Stndiiim der Kunstwerke 
dieser LSnder. 

Für das klassische Altertum und seine Cultur hatte er stets eine 
grosse Vorliebe, und war in dem Meinungsstreit der letzten Jahre 
ein Gegner der Realschulbildung. Sein eigenes Interesse an der griechi- 
schen Sprache und Littoratur bcthätigte er als eifriges Mitglied der „Graeca", 
einer geselligen Vereinigung, die sich mit der Uebcrsetzung und Erläu- 
terung griechischer Klassiker beschäftigte, zu der ausser den bedeutend- 
sten Fachmännern der Berliner Universität und Akademie auch ans 
anderen Lebenskreisen gebildete und hochstehende Männer sahlten. 

Auch in der Politik ist Kronecker einmal hervorgetreten, ab im 
Jahre 1869 der Finanz-Minister Camphausen den Gesetzentwurf über 
die Consolidation der Prenssischen Staatsschuld einbrachte. Kronecker 
bekämpfte in einer Biosehfire, der ausführliche TabeUen und Berechnungen 
beigegeben sind, diesen Gesetzentwurf, den er fSr nachteilig hielt, M- 
lieh ohne Erfolg. 

In seinen politischen Anschauungen war Kronecker 1848 und in 
den folgenden Jahren liberal, hat sich aber später gewendet. Er ge- 
hörte zu den ersten seines Kreises, die Bismarck's deutschen Beruf 
erkannten und blieb bis zu seinem Lebensende ein enthusiastischer Be- 
wunderer des ersten deutschen Kanzlers. Den glücklichen Ausgang des 
Krieges 1670/7 1 sah er voraus. Am 30. Juli 1870, also vor der 
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Schladit bei Weissenbnig, schreibt er an sdne Fraa, nAcbdem er die 
materienen und sitflicfaeo Grandlagen der deotschen Rfistang gesehildert: 
„Sonst erhob eine feste Macht Frankieicbs oder adn Bewnsstsein der 
grossen Errungensebaften seiner Berolntion den Mut seiner Armeen, 
selbst wenn sie einen Misserfolg hatten , — beut ist alles moTSoh nnd 
mürbe, und nach kurzem Donner der Kriegsgeschütze wird jenes Gebäude 
des zweiten Kaiserreichs zerfallen, dessen Glanz doch nur der eines 
Tlieaterpompes ist und dessen faule Grundlage nur auf der Vernichtung 
alles Sittlichen bernht.'* 

Seine religiöse Weltanschauung entsprach von der Zeit an, da er in 
den oberen Klassen des Gymnasiums am christlichen ReligionBunterhcht 
teilnahm, den Lehren des evangelischen Christentums, in denen er seine 
Kinder erziehen Hess. Er selbst zögerte ans Gewissensbedenken mit 
seinem Uebertritt zum Christentum bis in sein letztes Lebensjahr. 

Kronecker war, obwohl yon sehr kleiner Statur, bis in seine letzte 
Lebenszeit kSiperlieh rüstig, in früherer Zeit ein guter Turner und 
Schwimmer, splter ein tüchtiger Bergsteiger. Seit dem Tode seiner Frau 
(23. Aug. 1891) war er körperlich nnd seelisch gebrochen, wenn auch 
der Geist noch in der gewohnten Wissenschaft fortarbeitete. Mitte De- 
zember befiel ihn eine Bronchitis, die die gesunkenen KAfUi rsseh auf> 
zehrte und am 29. Dez. LSUl seinem reichen Leben ein Ende machte. 
Sein Name aber wird in der Wissenschaft fortleben und unter den 
besten mit Ehren genannt werden. 

Schriften von L. Kronecker*). 

184.5. 

1. Beweis, dass für jede Primzahl |> Uie lileichung l-f-x-t-x'^-H* • '-l-x^ ' =0 

irreductibel ist. J. für Math. XXIX. 280. 
8, De onitatibus complexis. Dissertatio inauguralis. §§ 1—16. Bero- 

lini. S5S. 

1853. 

3. üeber die algebraisch aufMsharcn Gleichungen. Monatsher. 3f>5 — 374. 
Uebersetzt in Serrot, Cours il\\!£r(>bre suptMiouio, I. Aull. Note Xlll. 
560—569: Sur Ics öquations re.sulubles algcibriquemeut (1854), in den 
späteren Auflagen ebenfalls abgedruckt. 



*) Nach dem durch K. Heusei vervollständigten Kataloge Kronecker'§ 
chronologisch geordnet von £. Lampe. 
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1854. 

4. Memoire mr les facteurs irr^ductibles de Pexpressioii (xo—l). Journ. 

de Math. (1) XIX. 193—208. 
5« Note sur Ics fonctions semblables des raeines d'une ^quation. Journ. 

de Math. (1) XUL 279— m 

1856.. 

6. Sur quelques fonetions symAtriqnes et aar les nombres de BernouUi 
Jonm. de Math. (8) I. 885—391. 

7. Sur nne formnle de Gauss. Journ. de Math. (2) I. 392—395. 

8. Demonstration d*un th^kie de M. Kummer. Journ. de Math. (2) I. 

9. Demonstration de rirreductibilite de l'equatiou xn-^-f-x"— 2-|-..-|-x4-l =0 
oü n denote un noinbro inemior. Journ, do Math. (2) I. 399—400. 

10. lieber die algebraisch auflösbareu Gloichuugen. Monatsber. 203—215. 

1857. 

11. Deber elliptische Functionen, Inr welche complexo Multiplication statt- 
findet Monatsber. 455—460. ' 

Uebersetzt von Hoüel in Journ. de Math. (2) III. 265—270: Sur les 
fbnctions elliptiques et anr la th^orie des nombres (1858). 

12. Zwei Sät-/.c über Gleichungen mit ganzzahligen Goeffidenten. J. for 
Math.LIlI. 173-175. 

13. Ueber compleze Einheiten. J. för Math. Uli. 176—181. 

1858. 

14. Sur la resolution de requation du cinquieme degre. Extrait d'une lettre 
adressäe h M. Hermite. Comptes Rendus XLVI. (1. Sem.) 1150—52. 

15. Ueber Gleichungen des siebenten Grades. Monatsber. 287—289. 

1859. 

16. Ueber kubische Gleichungen mit rationalen Goefficienten. J. für MaÜi. 

LVI. 188. 

17. Extrait d'une lettre de M. Krouecker ä M. Brioschi (sur la theorie 
des substitullous). Annali di Mai (2) II. 131. 

186a 

18. Ueber die Anzahl der verschiedenen Klassen quadratischer Formen von 

negativer Determinante. J. für Math. LVII. 248—255, 

Uebersetzt von Hoüel iu .lourn. de Math. (2) V. 289—299: Sur le 
uomhro de classes differentes de lormes quadratiques ä determinants 
uegaüfs (1860). 

1861. 

19. Mitteilung über algebraische Arbeiten. Monatsber. 609—617. 

Uebersetzt von Hofiel in Ann. de 1*^. Norm. III. 279—286: Note de 
M. Kronecker sur ses travaux algäbriques (1866). 
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20. Deber die Gleichnngen fnnften Grades. J. für Math. LIX. 306—310. 

(Teilweiser Abdroek von Nr. 19.) 

21. Ueber die Bedingungen der Integrabilität. J. für Math. LIX. oll— 312. 
2^ Antrittsrede. Jf onatsber. 637— 639. (Erwiederung von Snoke. 640->642). 

1862. 

23. Ueber eine neue Eigenschaft der quadratischen formen von negativer 
Determinante. Monatsber. 302—311. 

üebersetzt von Hoüel in Ann. de l'^'c. Norm. III. 287 — 294: Sur une 
nouvclio propriete dos formes quadratiques de determiuaat uegatii' 
(1866). 

24. Ueber die complexe Hnltiplieation der eUiptisohen Functionen. Monats- 
ber. S63->372. 

Uebersetst von Honel in Ann. del*ic. Norai. III. 295—302: Sur la 
ranltiplication complexe des fonctions elliptiqnes (1866). 

1863. 

25. Ueber die Auflösung der Poirschen Gleichung mittels elliptischer 

Functionen. Mouatsber. 44 — öO. 

Üebersetzt von Hoüel in Ann. do l'Kc. Norm. III. '.\0?> — 308: Sur la 
rösolution de requatiou de Pell au moyeu des iouctiuus oUiptiques 

(IcStiU). 

26. Ueber die Klasseiiuuzahl der aus Wurzeln der Einheit gebildeten com- 
plexen Zahlen. Monatsber. 340—345. 

1864. . 

27. üeber denGebnuieh der Dirichlet' sehen Methodm in der Theorie der 
quadratischen Formen. Monatsber. 285-*303. 

1865. 

28. Ueber einige Interpolationsformdn fnr ganze Functionen mehrerer Va> 
nabeln. Monatsber. 686—691. 

IBGO. 

29. Ueber biliueare Formen. Mouatsber. 51)7-612. 

Abgedruckt im J. für Math. LXVUI. 273—285. (1868). 

1868. 

30. Beiuerkungeu zu Weiers t ras s ' Abhandlung: Zur Theorie der bilinearen 
und quadratischen Formen. Monatsber. 339—346. 

1869. 

31. Ueber Systeme von Functionen mehrer Yariabeln. Monatsber. 159—193. 
31a. Ueber Systeme von Functionen mehrer Variabein. Monatsber. 688—698. 

32. Sur le th^orime de Sturm. Comptes Rendus LXVIII. 1078—82. 
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33. Zur PotentiÄltheorie. J. für Math. LXX. 246-248. 

34. PxMnerkungen «ur Deterrainantentheorie. J. lürMath. LXXII. 152—175. 

35. Heilenkcn gegen .Xnnahmo des Gesetzentwurfs betreffead die Kon- 
solidation prciissischiT Staatsanleihen. Rorliu. Diimoiler. 

36. Tabelle zum KonsoUdatiouägesetz. Berlin. Dümmler. 

1870. 

37. lieuierkungen zu du Buis-Reymond's Arbeit: Die aperiodische Be- 
wegung gedämpfter Magnete. Zweite Abhandlung. Mouati>ber. 569 — 570. 

38. Anseinanderaetzung einiger Bigenschnften der KlMsenanzahl idealer com- 
plezer Zahlen. Honatsber. 881—889. 

1872. 

39. Zur algebraischen Theorie der quadratischen Formen. Honatsber. 490 

bis 504. 

Uebersetzt in Darboux Bull. IV. 256 — 271: Sur la theorie algebrique 

des fonnes quadratiques (1873). 

Darstellung dieser Untersuchungen nach einer Bearbeitung derselben 
von Krouocker: Baltzer, Theorie uud Auwcmiung der Determi- 
nanten. V. Aufl. S. 271—278. 

40. Zeller*8 Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die quadratischen Reste. 
Honatsber. 846—847. 

1873. 

41. lieber die verschiedeneu Stürmischen Reihen und ihre gegenseitigen 
Beziehungen. Monatsber. 117—154. 

1874. 

42. lieber Scharen von quadratischen Formen. Mouatsber. 59—76. 

43. Nachtrag zu diesem Aufsatze. 149— 15G. 

44. Ueber Scharen yon quadratischen und UHnearen Formen. Honatsber. 
906--m 

45. Sur les fusceaux de formes quadratiques et bilineaires. Gomptes Ren- 
dufl LXXYIII. 1181—1182. 

46. Tcber die congruenten Transformationen der bilinearen Formen. Uonata- 
bor. 397—447. 

1875. 

47. Ueber quadratische Formen von negativer Determinante, und Reraer- 
kungen über ileuschle's Tafeln compieAcr Primzahlen. Muuatsber. 
223—238. 

48. Bemerkungen cur Geschichte des Reciprocitätsgesetzes. Honatsber. 267 
bis 274. 

Italienische üebers. von A. Sparagna in Boncompagni Bull. XYUl. 
244—249: Intorno aUa storia della legge di redprocitä, osserrasioni 
del proi Leopoldo Kronecker (1885). 
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49. Ueber die Algebnischen 61eichiing«n, ▼on denen die Teilung der ellip- 
tiaehen Functionen abhingt Honatsber. 498—507. 

i87f;. 

50. Bemerkung zu der Aithandlung No. 49 mit fiesng auf eine Moüz von 

Herrn Sylow. Monatsber. 242. 

51. Ucber das Keciprocitätsgesetz. Mouatsber. 331 — 341. Zur Mitteilung 
von Schering. Monatsber. 330—331. 

Franz. Uebors. in Darbe ux Bull. (2) IV. 182— 1U2; Sur la loi de 
reciprocite (1880). 

1877. 

52. Ueber Ab ersehe Gleidiungen. Monatober. 845—^1. 

1878. 

53. Notiz über Potenzreihen. Monatslier. 53—58. 

54. Uebcr Stürmische Functionen. Monatsber. 95—121. 

55. Ueber die Charakteristik von Functionen-Öystemen. Monatsber. 145 — 152. 

1879. 

56. Entwickelungen aus der Theorie der algebraischen (ileichungen. Monats- 
ber. 205—229. 

188a 

57. Üeber die Inednetibifit&t von Gleiehnngen. Monatober. 155—182. 

58. üeber die Potenzreste gewisser complexer Zahlen. Monatober. 404—407. 

59. Ueber den vierten 6au88*8cben Beweis des Reciprodtätsgeseties for 

die quadratischen Reste. Monatsbor. 686—698, 854—860. 

60. üeber die symmetrischen Functionen. Monatober. 936—948. 

1881. 

61. Ueber die in Ueun's Aufsatz behandelten Determinanten. Göttinger 
Nachr. 271—279. 

62. Zur Theorie der Elimination einer Variabein aus zwei algebraischen 
Gleiehnngen. Monatober. 535 — 600. 

63. Adresse der Akademie zu E.E.Knmmer'8 Doctoijubilium. Monatober. 
895-898. 

64. Zur Theorie der elliptischen Functionen. Monatober. 1165—1172. 

65. Ueber die Discriminante algebraischer Functionen einer Variablen. J. 
für Math. XCI. 301—334. 

66. Uebcr Potentiale n-fscher Mannigfaltigkeiten. Göll. Math, in mem. Ghe- 
lini. 224—231. 

1882. 

67. Grandsfige einer arithmeliselien Theorie der algebraischen Grössen. J. 
für Math. XLIL 1—182. 
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68. De unitalibns complexis. Dissertatio inaug. aiithmetiea (veif 1. No. 2; 

§§ 17-20 a. a. 0. nicht verüffeut licht). J. für Math, XCIII. 1—52. 

69. Festschrift zu Herrn Ernst Eduard Kummer's fünfzigjährigem Doctor- 
Jtihih'iuin, 10. Septeinhcr 1881. Horiin. O. Eeimer. (£nüialteiid Wid» 
muug, No. 67 ii. Nn. (i8 vereinigt.) 

Darstellung dos lubaites durch J. Molk iu Darboux Bull. (2) Vlil. 
U5— 154. 

70. Die SubdetermiDanteii s) uiiuutrischer Systeme. Sitzuugsbor. Bert. 821 
bis 824. 

71. Dia Composition AbePseher Gleichungen. Sitsungsber. Berl. 1059 bis 
1064. J_ 

72. Die kubischen Abel'schen Oleichiingen desBereicbs 31. Sitzungs- 

ber. Berl. 1151 11.')!. 
78. Zur Theorie der AbeTschen (ilciclmngen. .1. für Math. X('I1I. MS m. 

74. Zur arithmetischen Theorie der algebraiächeu Formen. J. für Math. XCill. 
365—366. 

1883. 

75. Sur les itnifes complexes. Comptes Rendas XCVi. 93->98, 148—151, 
216—221. 

Mit dieser Arbeit hängt eng zusammen und rnbrt inhaltlich zum Tdl 
von Kroneeker her: 

76. Sur les unit^s complexes, par M. J. Molk. Darbonx Bull. (2) VII. 133 

bis 136. 

77. Ucber die Bernoulli'schen Zahlen. J. für Math. XCIV. 268—269. 

78. Die Zerlegung der ganzen Grössen eines natürlichen Rationalitäts-Be- 
reichs in ihre irrcductiblen Farloreu. J. für Math. XCIV. 344 — 348. 

79. Zur Theorie der elliptischen Fuuctiouen. I — V. Sitzuugsber. Borl. 497 
bis 506, 525 -530. 

80. Bemerkungen über die Hultiplication der elliptischen Functionem. Sit- 
zungsber. BerL 717—729. 

80a. Weitere Bemerkungen aber die Multiplication der elliptischen Functionen. 
Sitzungsber. Berl. 949—956. 

81. Zur Theorie der Formen höherer JStuÜNL Sitzungsber. BerL 957 — 960. 

1881. 

82. Lieber biiineare Formen mit vier Variablen. AbhandJ. Beri. Ak. IL. (1883). 

1—60. 

83. }>o\veis des Kcciprocitatsgesetzes für die quadratischen Reste. Sitzungs- 
ber. Herl. 519-537. 

84. Desgl. (veränderfe Darstellung von No. II der vorigen Arbeit). J. ffir 
Math. XGVI. 348. 

85. Beweis einer Jacob! 'sehen Integralformel. Sitzungsber. BerL 539— 540. 

86. Beweis des Puiseux' sehen Satzes. Sitzungsber. Beri. 543 — 548. 

87. Ueber den dritten QauS8*schen Beweis des Kcciprocitatsgesetzes ffir 
die quadratischen Reste. Sitzungsber. BerL 645 — 647. 
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88. Der dritte Gauss'sche Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die qua- 
dratischen Raste» in Tereinfacbter Darstellung. J. fär Math. XCVll 

94 . 

89. IkiiK rkuugen fiher o'm Systorn von DiflVrorifialofloichunfjen, welclies in 
der vorstelieudeu Arbeit des Uerrn von Ilelmboltz behandelt ist. J. 
für Math. XCVII. 141—145. 

90. AdditioQs au memoire sut las uuitus complexes. Couiptes Heudus IC. 
766-T71. 

91. Die Periodensysteme von Functionen reeller Variabein. Sitsungsber. 
Beri. 1071— 108a 

92. N&henmgswdse ganzxahlige Auflösung linearer Gleichungen. Sitsungs- 
ber. Berl. 1 179-1 lO.*?, 1271—1299: 

93. E. du Bois-Rey mond, Uutorsuchunf^en über tierische £iektricit&i 
Ii. Band. II. Abt S. 489—490. (Anmerkung.) 

1885. 

94. Sufle superficie algebriche irrediittihili avonti infinite niolte sezioni 
piane che si spezzano in due curve. Rom. Acc. L. Rend. (4) II. ö2.3 — ,324. 

95. Bemerkungen zu Herrn Ernst Schering's Mitteilung (über das Reci- 
prodt&tsgesetz). Sitzungsber. BerL 117 — 118b 

96. Die absohlt kleinsten Reste reeller Grossen. Sitaungsber. Berl. 383 
bis 396, 1045—1049. 

97. Anmerkung xnr Note des Herrn A. H. Angl in: „Zur Theorie der sym- 
metrischen Functionen. J. für tfath. XCVIII. 170. 

98. Sur le second theoreme de la moyenne par M. Mansion, avec un ex- 
truit d^mc lettre de M. L. Kronecker (üne equivalence algebrique). Ma- 
th csis V. 1)7-- 102. 

99. l'tber da-s Dirichlet'sche Integral. Sit/.tiug.sl>er. Herl. r.41 — CAV). 

100. lieber eine bei Anwendung der partiellen Integration nützliche Formel. 
Sitzungsber. Berl. 841—862. 

101. Zur Theorie der elliptischen Functionen. TI— X. Sitzungsber. Berl. 761 
bis 784. 

102. Ueber den Cauchy'schen Sats. Sitsungsber. Berl. 785—787. 

103. Briefwechsel zwischen Gustav Lejeune Dirlchlet und Herrn Leo> 
pold Kronecker, herausgegeben von Ernst Schering. Gottinger 
Nachr. 361—382. 

1886. 

104. Ueber einige Anwendungen der Modulsysteme auf elementare alge- 
braische Fra^^en. J. für Math. IC. 329— :^71. 

105. Ein Satz über Discriraiuanten-Formen. J. für Math. C. 79 — 82. 

106. Zur Theorie der Gattungen rationaler Functionen von mehreren Varia- 
blen. Sitsungsber. Berl. 251—253. 

107. Zur Theorie der elliptisdien Functionen. XI. Sitzungsber. Berl. 701 
bis 780. 

108. Ueber den Zahlbegriff. Samml. philos. Au6. (Zeller). 263—274. 
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109. Quelques remarques sur la d^termination des T&leiirs mojenn««. Gomptes 

Rendus CHI. 980—987. 

110. Darlegung arithmetischer Eigenschaften der Kugelfiinctionen. Tageblatt 

rltM- Naturforsch. Vers. LIX. 123. 

111. Zwei Nuten zu der Abhandlung von E. E. Kummer: Zwei neue Be- 
weise der allgemeiueu Ueciprocitätägesetze. J. für Math. C. 12 u. 16. 

1887. 

112. Ein Fondamentalsatas der allgemeinen Aiühmetik. J. fnr Math. C. 490 

bis 510. 

113. Tt ber den ZahlbegrifT (vgl. No. 108). J. für Math. CI. 337- 355. 

114. Hemerkungeu über die Jacobi 'sehen Thetaformeln. J. für Math* GlI. 

260—272. 

115. Vorwort zum hundertsten Bande des J. für Math. 

1888. 

116. üeber die arithmetischen SUse, welche Lejeune Dirichlet^ seiner 
Breslauer Habilitationsschrift entwickelt hat. Sitsnngsber. Beri. 417— i23. 

117. Zar Theorie der allgemeinen romplexen Zahlen und der Modulsysteme. 
Sitzungsbcr. 429—438, 447—465, 557—578, 595—612, 983—1016. 

118. Bemerkungen über Dirichlet's letzte Arbeiten. Sitzungsber. Berl. 
439—442. 

1889. 

119. Zur Theorie der elliptischen Functionen. XII — XIX. Sitzungsher. BerL 
53—63, 123—135, 199—220, 255—275, 309-317. 

120. lieber symmetrische Systeme. Sitzungsber. Berl. 349 — 362. 

121. Die Decomposition der Systeme von n- Grössen und ihre Anwendung 
auf die Theorie der Invarianten. Sitzungsber. Berl. 479 — .505, 603 — 614. 

122. lieber eine suniiiKitDrische Function. Sitzungsber. Berl. 807 — 881. 

123. Beweis des Kcciprocitätsgcsetzes für die quadratischen Reste (Auszug 
aus No. 96,). J. fnr Math. GIV. 348—351. 

124. Panl da Bois-Reymond. J. Bt Hath. GIV. 852—854. 

125. Bemerkongen über die Darstellvng ton Reihen durch Integrale. J. fär . 
Hath. GV. 157-159, 345-354. 

h=n-l 

126. Summirung der Uauss'scheu Reihen ^ e » . J. für Math. CV. 

267—268. 

127. Vorwort zu G. Lejeune Dirichlet's Werken, Bd. I, S. V— VI. 

1890. 

128. Ueber die Dirichlet*8che Methode der Werthestimmung der Gauss*- 
sehen Reihen. Hamburger Festachr. 32—36. 

129. Zur Theorie der elliptischen Functionen. XX— XXIL Sitenngsber. Berl. 
99—120, 123—130, 219—241, 307—318» 1025—1029. 

130. Ueber orthogonale Systeme. Sitzungsber. Berl. 525—541, 602—607, 
692—699, 873—884, 1063—1080. 
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131. Ueber die Composition der Systeme von Grössen mit sieh selbst 

Sitzungsber. Berl. 1061—1088. 
133. Algebraische Reduction der Scharen bilinearer Formen. Sitsungsber. 

Kerl. 1225-1237. 

133. Alu'el raische Reducüon der Scharen quadratischer Formen. Sitzungsber. 

Beil. lo7.')— im 

184. Beiücrkun<jeii über die vou Gauss mit [x] bezeichnete arithmetische 
Fuüctiou einer reellen Grösse x. J. für Math. CVI. 346 — .'»48. 

135. Reduction der Systeme vou u'^' ganzzahligen Elementen. J. für Math. 
CVU. 135-186. 

136. Anwendung der Hodulsysteme auf Fragen der Determinantentheorie. 
J. für Math. GVIL 254-261. 

137. Ueber eine Stelle in Jacobi*8 Aufeatz: „Observatiunculae ad tbeoriam 
aequationiim pertinentes. J. für Math. CYII. 349—352. 

1891. 

138. Algebraische Reduction der Scharen quadratischer Formen. Sitzungsber. 
Berl. i)~17, .^1-44. 

139. Die Lcgeudre'sche Relation. Sitzungsber. Berl. 323—332, 343—358, 
447—465, 905—908. 

140. Die Clausius'schen Goordinaten. Sitzungsber. Berl. 881— 890. 

141. Sophie von KowaleTsky. J. für Math. CVIII. 88. 

142. Eine analytisch-arithmetische Formel. J. für Math. GVIU. 348. 

143. Ueber die Zeit und die Art der Entstehtui}^ der Jacobi*schen Theta- 
fonneln. Sitsungsber. Berl. 653— G59, J. für Math. 325—334 (Abdruck 
nebst einem Verseichnis der Jacobi'schen Vorlesungen). 

1892. 

144. Auszug aus einem Schreiben von L. Kronecker au Uerru Prof. G. Cau- 
tor. Jahresber. der Deutsch. Math. Ver. I. 23 — 25. 
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Heinricli Schröter*). 

Von 
B. Sturm. 

Heinrich Bdnard Sehroter wurde am 8. Janiuur 1829 Uk Königs- 
berg i. Pr. geboren. Er war der Sltesto von drei Söhnen eines ange- 
sehenen Kaufmanns, der als technisches Mitglied des früheren Kommerzien- 
und Admiralitäts-Kollegiums in Königsberg den Titel Komnierzienrat führte 
und später zum Gcliciuieu Kommcrzienrat ernannt wurde. Sein Schul- 
unterricht hecraiin mit dem Besuche einer Privatschule; mit 11 Jahren 
trat er in die Quarta des Altstädtischcn Gymnasiums ein. Dieses Gymna- 
sium hatte damals in dem Professor Müttrich einen hervorragenden 
Lehrer der Mathematik, welcher es in ausgezeichneter Weise verstand, 
die Liebe für diesen Unterrichtsgegenstand bei seinen Schülern zu ent- 
flammen, und wiederholt die fähigeren Primaner fiber das Ziel des 
Gymnasial -Untemehtes hinansfuhrte. So wurde anch Sehroter schon 
anf dem Gymnasiam mit den Elementen der Diifeientialrechnang bekannt 
gemacht Clebsch, der 1872 als Professor m GSttingen gestorben ist, 
Carl Nenmann in Leipzig nnd Lipschitz in Bonn sind ebenfalls in» 
jener Zeit Schuler dieses Gymnasinms gewesen. 

Schon auf der Schule zeichnete sich Schröter durch Fleiss, Ord- 
nungsliebe und Sauberkeit aus; mathematische Hefte aus der Tertianer- 
zeit, die sich in seinem Nachla.s.se vorfanden, bekunden nicht nur diese 
KijTciischaften, sondern lassen auch durch die Präcision des Ausdruckes 
und die St'll)ständigkeit, mit der der Verfasser beherrschend sich über 
den von der Schule behandelten Stoff stellt, den künftigen Mathematiker 
erliennen. Auch ein gewisses manuelles Gesciück war ihm eigen; er 

*) Aas der Chronik der Universität Breslau für 1891/92 mit einigen Kür* 
Zungen. 
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verfertigte während der letzten Scliuljahro, oft aus den primitivsten 
Mitteln, stereometrische Modelle und physikalische Apparate, trieb Bau- 
und Planzeichnen. 

Wie mancher seiner Fachgenossen gedachte er sich einem technischen 
Studium, dem Baniache, so widmen und trat nach der fieifeprüfung bei 
einem Feldmesser in die Lehre. 

Allein er gab dies bald wieder auf und bezog im Alter von 
19 Jahren die Univenit&t seiner Vaterstadt 

Diese nahm damals in Bezug auf Mathematik einen hohen Bang 
unter den deutschen Universitäten ein. Zwar war Jacobi, der dort seit 
den zwanziger Jahren gewirkt, die Wissenschaft nach allen Seiten hin 
bereichert und zuerst in Deutscliland eine mathematische Schule be- 
gründet hatte, schon nach Berlin übergesiedelt, nm in der freieren 
Stellung eines Akademikers die letzten Jahre seines kurzen Lebens zu- 
zubringen; aber er hatte in seinem Silnilor Ricliolot einen würdigen 
Nachfolger hinterlassen, der in seinem Sinne weiterwirktc. Franz Neu- 
mann, der grosse Meister und Lehrer der mathematischen Physik, — > 
heute der Nestor der deutschen Gelehrten — , stand damals in der 
Vollkraft seiner Jahre und seiner schöpferisclien Thätigkeit Endlich 
lehrte dort, in seiner ersten akademischen Stdlang, auch ein geborener 
KSnigsbeiger wie Richelot und Neumann, Otto Hesse, welcher, 
Jacobi^s algebraische Arbeiten fortsetzend, der Begründer der algebrai- 
schen Behandlung der analytischen Geometrie geworden ist. 

Am mefsten scUoss sich Schröter an Richelot an, der ihn ia 
Jacobi's functionentheoretische Arbeiten einführte, ihm grosses Wohl- 
wollen entgegenbrachte und später mit ihm in Freundschaft verbun- 
den war. 

In Königsberg diente Schröter sein Freiwilligen- Jahr bei der 
Artillerie ab und begab sicli dann auf 2 Jahre nach Berlin, um hier 
vorzugsweise unter Dirichlet und Steiuei seine Studien fortzu- 
setzen. 

Die Vorlesungen über Zahlentheorie, über bestimmte Integrale und 
über partielle IHflferentialgleichungen, welche er später wiederholt ge- 
halten, shid die Frucht seines fleissigen Studiums hei Dirichlet; am 
m^ten aber hat doch in Berlin Jacob Steiner auf ihn gewirkt durch 
die Voilesangen und wohl vor allem durch den persönlichen Verkehr, 
durch wichen er diesen seinen Schüler auszeiclmete. Für die wissen- 
sehaftliehe Richtung, welche Schröter den grössten Teil seines Lebens 
eingehalten hat, ist diese Studienzeit bei Steiner entscheidend gewesen. 

Jftbresber. d. Deutadiau Mfttbem.- Vereinigung. II« 3 
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Für seiiie enten Arbeiten war jedoch die toii Riehelot empfangene 

Anregung noch bestimmend. Er kehrte nach Königsberg zurück, ver- 
senkte sich von neuem in Jacobi's Arbeiten und promovirte am 13. Juli 
1854 mit einer Abliandlung aus der Theorie der elliptischen Functionen: 
De ae quationibus modularibns. Bald darauf unterzog er sich auch 
der Staatsprüfung für das GyniTKisial-Lelirfiicli und erwarb sich die un- 
bedingte Lehrbefähigung für die Mathematik, entschloss sich jedoch zur 
Universitäts - Laufbahn und habilitirte sich an der Universität Breslau 
im Herbste 1855 mit einer ebenfalls aus der Theorie der elliptischen 
Functionen entnommenen Abhandlung: „Ueber die £ntwicklang der 
Potensen der elliptischen Tranacendenten 8 und die Teilung dieser 
Functionen.'' 

Im Jahre 1858 wurde er ausserordentlicher Profossor, und 1861 
erhielt er die ordentliche Professur, die yor ihm Kummer und 
Joachimsthal inne gehabt haben. 

Der Breslaner Universität hat er bis za seinem Tode angehört, 

nachdem er 1868, als Clcbsch von Giessen nach Güttingen über- 
siedelte, einen Ruf an jene Universität abgelehnt hatte. — 

Seine ersten Arbeiten gehören, wie schon erwähnt, der Theorie der 
elliptischen Functionen an; sie behandelten Probleme, die damals zu den 
schwierigsten gehörten, und sind auch heute noch anerkannt and 
wertvoll. 

Litterarisch hat er sich später nur selten mit diesem Gebiete der 
höheren Analysis beschäftigt; sein Interesse ab^ hat er ihm immer be- 
wahrt, regelmSssig kehrte in den Reihen seiner Vorlesungen und Se- 
minar-Uebungen die elliptischen Functionen wieder, ihnen entnommene 
Dissertationen shid unter seiner Ldtnng entstanden. 

Aber bald machte sich Steiner*s Einfluss geltend; in den eisten 
Breslaner Jahren erschienen mehrere Abhandlungen, in denen Schröter 
Steiner*B Spuren folgte, yor allem der schöne Aufsatz fiber die Raumcurven 
dritter Ordnung, der für die Theorie dieser Curven grundlegend geworden 
ist. In dieser Zeit war auch der V^erfasser Schröter' s Schüler und 
empfing von ihm die Anregung zu seinen synthetischen Untersuchungen 
über die Flächen dritter Ordnung. 

Nach dem Tode Steiner's 1X03 übernahm dann Schröter eine 
grössere Arbeit, durch welche er dauernd der synthetischen Geometrie 
gewonnen und ein Hauptvertreter dieser Richtung der mathematischen 
Forschung wurde. Von Steiner's hinterlassenen Manascripten wurde 
ihm der Teil der Lehre von den Kegelschnitten dbergeben, in welchem 
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die projectWen Ezzeugungen dieser Car?eik zu Grunde gelegt sind. Es 
handelte neli darum, diese vielfach anf losen BlSttem zerstreuten No- 
tizen Steiner's zu ordnen und mit der eigenen Nachschrift Steinor'- 
scher Vorlesungen zu verweben. 

Daraus ist das 1867 in erster, 1876 in zweiter Auflage ersciiienene 
Werk hervorgegangen: Jacob Steiner s Vorlesungen über synthe- 
tische Geometrie. Zweiter Teil: Die Theorie der Kegelschnitte, 
gestützt auf proj ectivische Eigenschaften. Den ersten Teil: 
Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Behaadlaog, hatte Geiser 
in Zürich, der Neffe Steiner's, selbst ubemommen. 

Steiner-Sehr5ter's6h6 Vorlesungen: so wird dieses Bach gewöhn- 
lieh genannt, in Anbetneht des nicht unerheblichen Teils eigener Leistung 
Schröter* 8 in Beweisführung und Darstellung. 

Neben Reye's gleichzeitig erschienener Geometrie der Lage hat 
dasselbe seitdem wohl allen, in Deutschland und ausserhalb, die sich 
mit der synthetischen Geometrie vertraut machen wollten, snr Einführung 
gedient und wesentlich dazu beigetragen, dass die Gofalir, in den Hinter- 
grund gedrängt zu werden, w^elche nach Steiner s Tode derselben 
drohte, von ihr abgewandt wurde. 

Indem Schröter an seiner Universität eine Stätte scliuf, wo sie 
eifrig gepflegt wurde, und ihr so einen Schülerkreis gewann, hob er sie 
zu grösserer Anerkennung und bewirkte, dass sie auch an anderen Hoch- 
schulen unter die Zahl der regelmässigen Vorlesungen aufgenommen 
wurde. 

Steiner selbst hatte einst die Ab&ssung ^es grossen Werkes über 
syntiietisehe Geometrie geplant, das fünf Teile umfossen sollte: Syste- 
matische Entwickelung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten Ton 
einander. Aber davon ist nur der erste Teil (1832) erschienen, in dem 
er über die Kegelschnitte und die geradlinigen Fliehen der 2. Ordnung 
nicht hinausgekommen ist 

Als die Berliner Akademie die Herausgabe der Gesammelten Werke 
ihres grossen Geometers unternahm, welche dann 1881 und 1882 er- 
schienen, revidirte Schröter in ihrem Auftrage die genannte Sclirift. 

Er war aber in dieser Zeit schon mit einer selbständigen Fort- 
setzung des Planes Steiner's beschäftigt. Im Jahre 1880 erschien von 
den drei Bänden, mit denen es ihm noch vergönnt war, den •aufgenomme- 
nen Steine r'schen Plan fortzusetzen, . das umfangreichste: Die Theorie 
der Oberfl ächen zweiter Ordnung und der Raumcurvcn dritter 
Ordnung als Erzengnisse projectivischer Gebilde, welches wohl 

3* 
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als das Hauptwerk Schrdter's beBdehnet werden darf. Bald naeh dem 
Erscheinen desselben, am 6. Janaar 1881, wählte ihn die Akademie zu 

Berlin, nacluleui sie ilira am 6. Juli 1876 den von Steiner gestifteten 
Preis für synthetische Geometrie „als Anerkennung für seine Verdienste 
um Erhaltung, Verbreitung und weitere Ausbildung der geometrischen 
Methoden Steiner's" verliehen hatte, zu ilireni Correspondenten, und am 
9. Dezember 1882 that dies die Güttinger Gesellschaft der Wissenschaften. 

Dem genannten Buche, in welchem umfangreiche Abschnitte der 
Theorie der in seinem Titel genannten Flüchen und Curven ihre erste 
synthetische Darstellung gefunden haben, folgten dann 1888 die Theorie 
der ebenen Curven dritter Ordnung nnd 1890 die Grnndzfige 
einer rein geometrischen Theorie der Raumcnrven vierter 
Ordnung erster Speeles. 

Zwischen diesen grösseren Arbeiten vefOffentlichte er eine ziemliehe 
Anzahl von Abhandlungen in veischiedenen ZdtsehrifieD, romehmlieh 
dem Journal für Mathematik, den Mathematischen Annalen und der Zeit- 
schrift für Mathematik und Physik (im ganzen hat er bez. 19, 9, 8 Ab- 
handlungen diesen Jonmalen übersandt, zu denen noch 4 in anderen ver- 
öffentlichte kommen). Zur Redaction des erst genannten, des ältesten von 
den deutschen mathematischen Journalen, gehörte er in den letzten Jahren, 
neben Weierstrass, vonllelmholtz und Fuchs, als beratendes Mitglied. 

Diese Arbeiten stehen zum grösseren Teil mit den von ihm ver- 
fassten Büchern in Zusammenhang; sie bringen Nachträge, oder sind 
Voriänfer. So kennzeichnen denn die Bücher und die sich ihnen an- 
schliessenden Abhandlungen fünf Gebiete der Geometrie, in denen sich 
Schröter forschend und darstellend bewegt hat: die Curven nnd 
Flächen zweiter Ordnung, die ebenen und unebenen Curven dritter Ordnung, 
die eine Art der Raumcurven vierter Ordnung, hk den Abhandlungen hat 
er sich noch mit den FlSchen dritter Ordnung und in seiner letzten Lebens- 
zeit insbesondere mit den sogenannten C!onfigurationen beschäftigt, bei 
denen es ihm vor allem auf eine möglichst einfache Herstellungsweise 
ankommt. Diese Untersuchungen stehen daher einer weiteren Gruppe 
von Arbeiten Sch röteres nahe, die für ihn charakteristisch sind und in 
denen er auf elementarem "Wege den Eigenschaften und dem Zusaimncn- 
hang der Gebilde nachging oder die „fertige^ Constmction einer Auf- 
gabe mitteilte. 

Hierzn gehört die Abhandlung, welche er im November 1891, kniz 
vor seinem Tode, beendet hat. 

Fem gehalten hat sich Schröter von gewissen neuen Ideen; von 
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niehteakHdischer oder melif dimeiiflionilflr Geometrie finden wir nichts In 

seinen Arbeiten ; für specnlative Betrachtungen war er nicht geschaffen. Wie 

er unklare Empfindnngeii im Leben von sich wies, so verhielt er in der 
Wissenschaft sich ablehnend gegen Tbeonen, die sich der Anschauung 
entziehen. 

In weiser Selbstbeschränkiing hat er sich auf ein engeres Gebiet 
begrenzt, dessen Pflege und Ausbildung seine Leidenschaft war, und in 
das er sich immer mehr versenkte. 

In der Klarheit der inneren Anschauung, in der Energie des auf fest 
nmseliriebene Ziele gerichteten Denkeng beruht seine Stärke. Anerkannt 
ist die Dnrchsiebti^dt seiner Darstellong; nm verat&ndlieh zn sein^ 
schonte er nicht dio Bioite; er mied die moderne Knappheit, die oft 
nicht weit von ÜnTorständlichkeit entfernt ist, nnd liess sich behaglidi 
gehen, wie es die Siteren Mathematiker gethan haben. Seine Arbeiten 
lesen sich leicht nnd bedfirfen keines grossen Apparates von Zwischenarbeit 
und weiterer Leetüre ; sie werden deshalb auch dauernd verständlich sein. 

Nicht das Erkennen einer wissenschaftlichen Wahrheit war für 
Schröter Selbstzweck, auch nicht, sie überhaupt irgendwie zu begrün- 
den; sein Erkenntnistrieb ging auf Ürdninig und Zusammenhang; er ruhte 
nicht, bis er ein geometrisches Gebilde nach allen Beziehungen erkannt, 
die gegenseitige Abhängigkeit seiner verschiedenen Eigenschaften erforscht 
nnd die natürlichsten Beweismomente aufgefunden hatte. Bei der Aus- 
gestaltung seiner Arbeiten wurde er von der Ueberzeugnng geleitet, dass 
dio Hatiieroatik ebensowohl eine Kunst als eine Wissenschaft sei. 

Wenn Schroter die Lagenheziehnngen in grosser Ansehanlichkeit 
dannlegen wusste, jedoch im allgemeinen ohne Ternnnlichnngsmittel, — 
denn er hielt es mit Steiner*8 Ausspruch, den er einem seiner Bncher 
als Hotto Yorangesetzt hat, dass rftnmliche Betrachtungen dann allehi 
richtig anfgefasst werden, wenn sie nnr durch die innere Vorsiellnng 
angeschaut werden — ; so hat er doch auch den Masseigenschaften ihr 
Recht werden lassen und bisweilen mit einer gewissen Vorliebe sich mit 
ihnen beschäftigt. Reich an metrischen Beziehungen ist vornehmlich der 
zweite Teil seines Buchs von 1880; ich möchte diese Formeln insbe- 
sondere als Schröter's geistiges Eigentum bezeichnen; er hat viel 
Scharfsinn für ihren Beweis aufgewandt und eine besondere Begabung 
für solche Beweise besessen; es scheint, dass er die Leistungsfähigkeit der 
synthetischen Geometrie auch nach dieser ihr etwas femer liegenden 
Richtung habe zeigen wollen. 

Der Vortrag Schroter*s war nicht das geffilUge Parhieteo eiQ99 
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fertigen Stoffes; der Zuhörer fühlte das Arbeiten des Geistes, da« Le- 
bcndiewcrden der Gedanken ; für seine Schüler gab es kein blosses Auf- 
nehmen: Mitarbeiten war die Losung. 

Die Seminar -Uebungen scliloss er gern an die eigenen, bisweilen 
noch im "Werden begriffenen Arbeiten au; in ihnen gab er sein Bestes, 
durch sie hat er am nachhaltigsten gewirkt. 

Zwar freundlich und hülfreich gegen jedermann, war er im Kerne 
seines Wesens eine ostprenasisch-spröde Natur. Er verschenkte sein Ver- 
trauen nicht leicht; wer es aber durch Zaverlfissigkeit ond wissenschaft- 
lichen Emst gewonnen, der konnte aich fest auf ihn stfitsen. 

Besonnen, friedliebend, stets gleichmSssig gestimmt, war er immer 
bereit, za versSbnen und entgegengesetzte Helnimgen ansnii^eiehen. Nie 
versagte er seine berzUche Teilnahme am ernsten wie am heitern Ge- 
spräche; nichts Niedriges wagte sich an die Schlichtheit und Lanteikeit 
seiner Nator heran. Einfseh und anspmehslos und doch erhobenen 
Hauptes ging er durchs Leben; auf ihm ruhte der Adel der Wissen- 
schaft und der vornehmen Gesinnung*). 

Erholung von der geistigen Arbeit fand Schröter an einem reich 
gesegneten Leben in der Familie, in der der Frohsinn zu Hause war, 
in der Pflege der Musik — er war kunstgeübter Dilettant im Geigen- 
spiel, — in der Tumkonst und in jlUiuüchen Reisen, von denen die im 
Frühjabr 1877 unternommene Reise nach Italien erwälint werden mag, 
auf der er in Som mit Cremona und dem auch dort weilenden Archer 
Hirst beltannt wurde und viel mit ihnen TorlLehrte; Hirst beseichnete 
es als einen Hanptgewinnst seines damaligen Aufenthalts in Rom, dass 
er Schröter kennen gelernt habe**.) 

Eine grosse Rolle in Schröter^ s Leben hat das Turnen gespielt: 
er war 25 Jahre lang der Vorsitiende des Alten Breslauer Tamvereins. 
Und doch sollte ihn, der zeitlebens den Körper gestahlt, der Tod so 
frühzeitig dahinraffen. 

*) Da meine eigene Studienzeit schon etwas weit surnckliegt und ich in 

den letzten 20 Jahren Schrütcr nur selten gesehen habe, so habe ich in 

Bezug auf seine persönlichen Eigenschaften einem jüngeren Schüler und 
Freunde, der mit ihra dauernd in Berührung geblieben ist, das Wort gegeben; 
auch eiuige Aeusseruugen über Schröter's Arbeiten stammen von demselben. 

**) Uirst, fast gleichaltrig mit Schröter, — er wurde am 22. April 1830 
geboren — war aurh unmittelbarer Soliüler Stein er's und ist bald nach 
Schrüter^s Tode, um 16, Februar iÖ'J2, gestorben. Auch De Paulis, der 
vielfach synthetisch gearbeitet, bat uns in diesem Jahr (am 24. Juni) der Tod 
entrissen. 
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Im Febroar 1891 traf Üm eine LSlimung beider Beine; der Za- 
stand besserte sich wiederum, so dass er, sich stutzend, kleine Spazier- 
gänge unteraehmen konnte und im Sommer auch seine auitliche Thätig- 
keit, zu Hause unterrichtend, noch niclit ganz aufgab. Dann wurde es 
wieder schlimmer: er musste das Gehen ganz aufgeben. Ein längerer 
Aufenthalt in Warmbrunn half nichts, ebensowenig eine im Novem- 
ber vom beratenden Nervenarzte verordnete strenge Kur; Gehör 
und Gesicht begannen zu schwinden und am 3. Januar 1892, kurz vor 
vollendetem 63. Lebensjahre, erlöste ihn der Tod, in den ihm leider sein 
Sohn, der erkrankt zam Begräbnisse gekommen, 6 Wochen später folgte. 

Sehrater's Schriften. 

S e 1 1) s t ä n d i g c Schriften. 

1. De aequationibu.s moiiularilm>. IiKuifiural-Dissertation Königshorg 1854. 

2. üebcr die Entwickeluug der Püteuzen der elliptiselien Trausceadeuteu 0 
und die Teilung dieser Functionen. Habilitationsschrift Breslau 1855. 

3. Jacob Stein er* 8 Yorlesungen über synthetische Goemetrie. Zweiter 
Teil: Die Theorie der Kegelschnitte, gestutzt auf projectivische Eigen« 
schatten, bearbeitet TOn Heinrich Schröter. Leipzig, erste Auflage 
1867, zweite Auflage 1876. 

4. Die Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung und der Raumcnrven dritter 
Ordnung als Erzeugnisse projcetivisohrr Geliildc Leipzig, 1880. 

5* Die Theorie der ebenen Curven dritter Ordnung. Auf synthetischem 
Wege abgeleitet. Leipzig. 1888. 

6. üruudzuge einer rein-gcometrischeu Theorie der Raumcurven vierter Ord- 
nung erster Speeles. Leipzig, 1890. 

[Ricbelot. Ueber die Landen*sche Transformation in ihrer Anwen- 
dung auf die Bntwickelung der elliptischen Functionen. Ans einer Gorre- 
spondenz mit Herrn Frofessor Schröter. Königsberg, 1868.] 

Abhandlungen, in Zeitschriften, 
a) Im Journale für Mathematik. 

1. üebcr Erzeugnisse krummer projectivischer Gebilde. Bd. 54 S. 31. 

2. Ueber die Raumcurven dritter Klasse und dritter Ordnung. Bil. b& S. 27. 

3. Uebor Modulargleichungen der elliptischen Functionen. Bd. .')8 .S. 378. 

4. Problematis geometrici ad supcrficiem secundi ordiuis per data puncta 
coustruendam spectaatis solutio uova. Bd. 62 S. 215. Vorher erschienen 
als Habilitationsschrift für die ordentliche Professur. Breslau 1862. 

5. Nachweis der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberfläche dritter Ord- 
nung. Bd. 62 8. 265. 

6. Ueber die Steiner'sche Fl&cfae vierten Grades. Bd. 64 S. 79. Vorher 
erschienen in den Honatabericbten der Berliner Akademie für 1863 S, 520, 
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7. Erweiterung einiger bekannten Eigenschaften des ebenen Dreiecks Bd. 63 
S. 208. 

8. Zur V. Stand tischen Coustruction des regulären Siebenzebnecks. Bd. 75 
S. 18. 

9. Untersuehimg zQBftnuneiilallender reciproker Gebilde in der Ebene nnd 
im Ranme. Bd. 77 8. 105. 

10. Die Steiner'eche Auflösung der Halfatti*8chen Aufi^be. Bd. 77 S. 290. 

11. lieber ein ein&ches Hyperboloid von besonderer Art. Bd. 85 S. '20 Vor- 
her im Auszuge: Ueber eine den Brennpunkts-Eigenscbaften der Kogel* 
schnitte analoge Eic^enschaft p^ewisser Oberflächen zweiter Ordnung. 
Monatsbericht d^r Herliner Akademie für 1^11 nOI. 

12. TcbiT eine itaiuiicurve vierter Ordnung uml t istiT S]U'i ies. Bd. 93 S. 132. 
1*). Uneari' (\uistruclionen zur Er/eiigung dvv kuliisclieu Fläche, iki.96 S.282. 

14. Construction des achten Schnittpunktes dreier Oberflächen zweiter Ord- 
nung, von denen sieben gemeinscbaftUche Punkte willkfirlidi und unab- 
hängig von einander gegeben sind. Bd. 99 8. 131. 

15. Bemerkung zu dem Aufsatze des Herm Franke in Dessau: «Ueber 
gewisse Linien im Dreiecke*, dieses Journal Bd. 99 S. 161. Bd. 99 833. 

16. Ueber das Fünfflach und Sechsflach und die damit zusammenhängende 
Knmmer'sche Configuration. Bd. UK) S. 231. 

17. Znrückführung der Grassraann'schon Definitionen der Curve dritter 
Ordininrr ;iuf die von Chaslcs, Gayley und Hesse angegebenen £r- 
y.LUgungsweiseu. Bd. 104 S. 62. 

18. Die Hesso\sche Configuration (124,163). Bd. 108 8.269^ 

19. Elementare Construction der Figur dreier in desmischcr Lage befindlichen 
Tetraeder. Bd. 109 S. 341. 

b) In den Mathematischen Annalen. 

20. Ueber perspectivisch liegende Dreiecke. Bd. 2 S. 5')3. 

21. Ueher eine besondere Curvc dritter Ordnung und eine einfache Erzeu- 
gungsart der ailgeuieiuen Curve dritter Ordnung. Bd. 5 S. 50. 

23. Ueber Cnrren dritter Ordnung. Bd. 6 8. 85. 

33. Der Feuerbach^sche Satz von den Bernbrungskreisen des ebenen Drei- 
ecks. Bd. 7 8. 517. 

34. Zur Construction eines äquianharmonischen Systems. Bd. 10 S. 430. 

35. Ueber das Parallelhexagon auf dem geradlinigen Hyperboloide. Bd. 18 

S. 428. Vorher im Auszuge: Ueber eine Figonsrhatt des geradlinigen 
Hyperboloids. Sitzungsberichte der bayrischen Akademie für 1881. 

36. Ueber cyklisch-projective Puuktquadrupei in zwei colUnearen Räumen. 

Bd. 20 S. 231. 

37. Mt'ti ische Eigenschaften der kubischen Parabel (Raumcurve 3.0.) Bd. 25 
S. 293. 

38. Das Olebsch'sche Sechseck. Bd. 28 S. 457. 

c) In der Zeitschrift für Mathematik und Physik. 
29. Ableitung der Partialbruch- und Ptoduct-Entwickelungen für die trigono- 
metrischen Functionen. Jahrg. 13 S. 254. 
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30. Bemerkung zu dem Sturm 'scheu Beweise des Additionstheorems fär die 

elliptischen Integrale erster Gattung. Jahrg. 17 S, 508. 

31. Bemerkung zu der „Notiz zu einem Satze von Chasles" von £. Lange 
(diosft Zeitschr. Jahrg. 26 S. 98). Jahrg. 26 S. 270. 

32. (ieonietrischer Satz. Jahrg. 27 S. 61. 

33. Bemerkungen zu Art. XXIV und XXV der „Kleineren Mitteilungen^ 
dieser Zeitschrift, Jahrg. 27 S. 380. Jahrg. 28 S. 178. 

84. Billige Sätze aber Kegelschnitte. Jahrg. 89 S. 16a 

Uebersetst ins Italienische: Teoremi relativi alle coniche iscritte, circo- -' 
scritte e conjugate. Traduzione del Dr. O. FazzarL Giomale di Hat. 
XXU. 262-271. 

35. Ein Satz liber das dem Kegelschnitte umschriebene Siebeneck. Jahrg. 

33 S. 374. 

36. Kine Construction für das Chasles'sche Problem der Projectivität. 
Jahrg. 35 S. 59. 

d) In den Acta Ibthematica. 

37. Beiträge zur Theorie der elliptischen Functionen. Bd. 5 S. 205. 

38. Ueber die acht Sdinittpnnkte dreier Oberflieben zweiter Ordnung. Bd. 14 
S. 207. 

e) In den Göttinger Nachrichten. 

39« Ueber lineare Constmctionen zur Herstellung der Configurationen n«* 

Jahrg. 1888 S. 237. 

40. Ueber die Bildungsweise und geometrische Construction der Configu- 
rationen 10, . Jahrg. 1889 S. 193. 
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Heinrich GretsckeL 

Von 

£. Papperitz. 

Am 2. Februar 1893 Tenehied in Dresden nach einer Operatkm, 
die ihm leider die erlioifte Heünng Ton einem scliweren Leiden nicht 
mehr bringen konnte, der Professor der höheren Mathematik und dar- 
stellenden Geometrie an der Kgl. Sächs. Bergakademie zu Freiberg, 
Bergrath Dr. pliii. Heinrich Friedrich Grctschel. 

Gretschel, der Sohn eines Gärtners, wurde in Prietitz bei Kamenz 
am 21. Octobcr IboO geboren. Er gcnoss in Neustadt -Dresden den 
Unterricht der Realschule. Eine früh zu Tage tretende Begabung für 
exacte Wissenschaften veranlasste einfiussreiche Gönner, ihm die Mittel 
zum Studium zu verschaffen. Er besuchte von 1K47 an die Technisclie 
Bildnngsanstalt in Dresden (die jetzige Technische Hochschule) und von 
1851 bis 1854 die Universit&t zu Leipzig. WShrend dieser Jahre wid- 
mete er sich eiftig der Hathematilc, Astronomie, Geogmphie, Geologie 
nnd Mineralogie. Zugleich Yerwandte er seinen Fldss anf die Verroli- 
ständignng seiner EenntniBse in den alten Sprachen nnd bestand 1853 
an der Nicolaischnle sn Leipzig die MatniitStsprftfong. 1854 absolvirte 
er ebenda die Staatsprfifung für Candidaten des höheren SchnUuntes mit 
ausgezeichnetem Erfolge. Er fibemahm hierauf eine Lehrerstellung an 
dem von Dr. Hau seh 11 d begründeten „Modernen Gesamtgymnasium" 
und erteilte überdies von 1856 ab an der Oeffentiichen Handelslehr- 
anstalt mathematischen Unterricht. 

Gretschel ist vielfach litterarisch thätig gewesen. In Verbindung mit 
Professor Dr. H. Hirzel, später mit Dr. G. Bornemann gab er während » 
27 Jahren das „Jahrbuch der Elrfindungen'^ (Leipzig, Quandt und Händel) ' 
heraus und war 30 Jahre lang an dem „Litterarischen Centralblatt" Mit- i 
arbeiter. Für ^Meyer's KonTorsationslezikon^ bearbeitete er die Artikel, 
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welche Mathematik, Astronoinie und Chronologie hetrelfen, und veifasste 
die im Weher'schen Vellage erschienenen Katechismen der Meteorologie 

(1865) und der Physik (1867). Ferner erschien aus seiner Feder eine 
Reihe von Aufsätzen in „Gninert's Archiv" Bd. 42 — 45 und Bd. öl. 
Ihre Titel sind: „lieber einige Quadraturen auf der Kugelflachc", „Ueber 
kubisclie Gleichungen", „Ueber den Kegelschnitt der neun Punkte und 
sein stereometrisches Seitenstück", „Elementare Behandlung des ballisti- 
schen Problems unter Voraussetzung eines der ersten Potenz der Ge- 
sohwindigkeit direct proportionalen Luftwiderstandes", „Ueber ein System 
parallclaxiger Rotationsflächen zweiter Ordnung", „Geometrische Sätze 
über Dreieeksflächen und Tetraedervoliimina'', ^Elementare Ableitung der 
Formel ffir die Schvingongsdauer des einlachen Pendels^. Hatte der 
Verewigte durch diese Schriften sich seinen wissenschaftlichen Rnl be- 
gründet, so befestigte er ihn noch durch sein „Lehrbuch zur Einffihrung 
in die organische Geometrie^ (Leipzig 1868), durch das „Lehrbuch der 
Kartenprojection'* (Weimar 1873) und sein „Lexikon der Astronomie*^ 
(Leipzig 1882). Von den genannten Schriften yorwiegend mathemati- 
scher Richtung abgesehen, schrieb Gretschel auch über Geigen- und 
Bogenmacherkunst, über Pianofortebau und übersetzte einzelne Werke 
von Crookes, Spottiswoodo und Bell. 

Im October 1872 erhielt Gretschel einen Ruf an die Kgl. Sachs. 
Bergakademie in Freiberg und trat hier im Jannar 1873 die Professur 
für Mathematik und darstellende Geometrie an. In diesem Amte hat 
der Verewigte mit rasüosem Eifer und in echt wissenschaftlichem Geiste 
nahezu 20 Jahre lang erfolgreich gewirkt. Einen Ruf an die Technische 
Hochschule zu Hannover, der im Jahre 1879 an ihn gelangte, lehnte 
er ab. 

Ein edler Charakter, ein reiches, in seltenem Masse sich über Yer> 
schiedene Gebiete verbreitendes Wissen, das er nicht nur in Forschung 
und Lehrthfttigkeit glücklich verwertete, sondern auch oft darüber hin- 
aus in den Dienst gemeinnutziger Zwecke stellte, zeichneten den Dahin- 
geschiedenen aus. 
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Josef Gierster. 

Von 

E.Frick6. 

Josef Gierster wurde am 10. August 1854 zn Haibach in Bayern 
geboren. Nach erworbener Gymnasiallnldnng stadirte derselbe in den 
Jahren 1873 bis 77 an der Univeisitlt and dem Polyteehnikam za Ufo- 
eben Mathematik and Philosophie. WfthTend der beiden folgenden Jahre 

war Gierster Assistent am Polytechnikum in Münclien, und in dieser Zeit 
dankte er der Führung Kleinas jene wissenschaftliche Anregung, deren 
Frucht nun in einer Reihe bedeutender Gierster 'scher Arbeiten vor uns 
liegt. Es war die Zeit der ersten Begründung der Theorie der Modul- 
functionen; und hier erschloss sich für Gierster ein Forschungsgebiet, 
in dem er nicht nur seiner bedeutenden, von reinstem wissenschaftlichen 
Interesse getriebenen Arbeitskraft Genüge leisten konnte, sondern wo za- 
mal aach seine eigene charakteristische Beanlagnng znr vollen Geltang 
gelangte, ich meine seuie F&higkeit, Tielgestaltete grnppentheoretische 
nnd arithmetische Gebilde mit eindringender Schaiüs zu durchforschen. 
In dieser Hinsicht danken wir ihm erstlich über die Galois^sche Gruppe 
der Modolargleichang eine Reihe von Abhandlangen, deren eine zugleich 
Gierster*8 Doetordissertation war (Leipzig, 1881). Diese Arbeiten brin- 
gen die Torbezefchnete Eigenart Gierster' s zum vollen Ausdruck, und 
die erste unter ihnen nimmt ein noch erhöhtes Interesse dadurch in An- 
spruch, dass in ihrem Verlaufe ein berühmter Satz über die Resolvente 
der Modulargleichung, den Galois fast ein halbes Jahrhundert früher auf- 
stellte, endlicli seine allseitige und iiaturgemässe Aufklärung fand. Mit 
fast ebenso grossem Erfolge nahm Gierster auch bereits Ende der sieb- 
ziger Jalire, wieder durch Kleinas Ideen geleitet, die Theorie der Klassen- 
zahlrelaüonen in Angriff. Er ist hier schöpferisch vorgegangen und hat 
der genannten Theorie weit über die engen von Kronecker eingehaltenen 
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Grenzen hinaus Spielraum geschaffen. Eben hier konnte dann weiterhin 
Ur. Ilurwitz einsetzen, der zugleich über die funclionentheoretischen Ge- 
sichtspunkte gebot, welclie der Theorie der Klassenzahlrchitionen die volle 
Reife verliehen. Gierster's äussere Schicksale gestalteten sich weiter 
so, dass er nach erledigten Staatsprüfungen 1879 Lehramtsverweser, von 
1880 bis 88 Reallehrer in Bamberg war. Bei einer angestrengten Amts- 
thätigkeit schwand ihm leider mehr und mehr die Sammlung und Frische, 
die zum Gedeihen mathematischer Forschungen notwendig sind. Auch die 
Hoifnnngen seiner Freunde bei seiner Versetsong nach München auf ein 
neues wissenschaftliches Anflehen Oierster*s sollten nicht in Erfüllung 
gehen, zumal da schon gegen Ende seines Aufenthaltes in Bamberg sein 
Oesundheitszastand so erschüttert war, dass er sich an eine Habilitation an 
der Hfinehener UniveisitiLt, die man ihm nahelegte, nicht wagte. Er war 
seit 1888 Gymnasiallehrer, anfengs am Luitpold-, spSter am Wilhehns- 
Gymnasium zu München thätig. Im Herbste des Jahres 91 zeigten sich 
bei Gi erster die ersten Anzeichen eines schweren Kehlkopf leidens, dem 
er am 2. Januar dieses Jahres erliegen sollte. 

Qierster's Schriften. 

1) Neue Relationen zwischen den Klassenanzahlen der quadratischen Formen 
von negativer Determinanie. Gotting. Nachr. von 1879. 

2) Notiz über Moilulargleicbungen bei zusammengesetztem Transformations- 
grade. Mathem. Ann. Bd. 14 (1879). 

o) lieber Relationen swischen Klafflenxahlen bin&rer quadratisdier Formen 
von negativer Determinante. Erlanger Ber. und Math. Ann. Bd. 17 (1880). 

4} Die Untergruppen der Galois* sehen (Gruppe der Modulargleiehung für den 
FaO eines piimzahligen Transformationsgrades. Math. Ann. Bd. 18 (1881). 

5) und 6) Ueber Relationen zwischen Klassenzahlen binärer quadratischer 
Formen von negativer Determinante. Math. Ann. Bd. 21 und 22 (1883). 

7) lieber Congriienzgmppen von Prirazahlstufe. Matli. Ann. Bd. 22 (1883). 

8) Ueber die Galois'sche (iruppe der Mothilaro^leiohung, wenn der Trans- 
formationsgrad die Potenz einer Primzahl > 2 ist. Math. Ann. Bd. 26 
(1885). 

9) Bemerkung zu dem unter 2) genannten Autsatze. Math. Ann. lid. 2G (18Sü). 
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Gesehäftliclier Bericht des Vorstandes. 



[)er Ausfall der dic.sjiihrifrfn Vorsaramlung hat die statutcninilssige Neu- 
wahl zweier V(tr.standsmitglieder unmöglich gemacht: wie schon in dem vor- 
läufigen Bericht mitgeteilt, hat deshalb der gegenwärtige Vorstand in der Vor- 
aussetzung des Einverständnisses der Mitglieder der Vereinigung die Geschäfte 
such fnr das Jahr 1893 weiter zu ffihren beschlossen und anch innerhalb des 
Vorstandes die Herren G. Cantor als Yorsitsenden, W. Dyck als Schrift* 
fuhrer, G. Cantor, W. Dyck, B. Lampe als Redactionsansschiiss für den 
Jahresbericht in ihren Functionen belassen. Weiter hat derselbe nach Anf- 
hchung der Nürnberger Versammlung zwei in Höndien wohnende Mitglieder 
der Vereinigung zu llcvisnr« n der Kasse gewählt. 

Wir geben beifolgend den am 10. Dezember 1892 abgeschlossenen Kassen- 
bericht 

I) über die Hauptkasse, 

II) über die Kasse der mathematischen Ausstellung. 
I. Kassenbetlclit. 
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W. Dyck» als Kassenfahrer. 
S. Finsterwalder, \ 
A. Pringsheim, / 



als Revisoren. 



n. Kassenbericht, 
üeber die Vorbereitungen zur Mathematischen Ausstellung. 
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als Revisoren. 



Vorbereitung der nächstjährigen Versammlung. 

Für die im nächsten Jahre geplante Versammlung wird vor allen Dingen 
der Bericht der Herron Brill und Nother über die Theorie der algebraischen 
Functionen auf die Tagesordnung zu setzen sein; weiter soll dem Berichte 
des Herrn F. Kotter ein weiteres Referat über technische Mechanik von soiten 
des Herrn Henneberg folgen. Herr Bruns hat es übernommen, über mo- 
derne Fragen der Astronomie zu referiren. Endlich ist die wirkliche Durch- 
führung der mathematischen Ausstellung beschlossen. 

Der Umfang) den schon die diesjährige Ausstellung genommen hatte, und die 
sicher grossere Ausdehnung, welche dieselbe nunmehr gewinnen wird» lassen 
es wünschenswert erscheinen, die Dauer der Ausstellung nicht anf die kurze 
Frist von sechs so rdeh besetsten Tagen zu beschrftnken, welche ihr bei der 
Verbindung mit der Naturforscherversammlnng gegönnt sind. Schon der gegen • 
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w&rtige Katalog zeigt die Notwendigkeit, die Ausstellung einem eingehenden 
Stndiunii auch etwa anzustellenden Experimenten, zu^^lich zu machen. 80 
ist der Plan entstanden, die mathematische Ausstellung auf die Dauer eines 

Monats — TOm L bis 30. September 1893 — auszudehnen und in München ab- 
zuhalten, wo die weiten Räume der technischen Uochschule gastlich zur Ver- 
fügung stehen und allen Wünschen im besten Masse dienen werden. Mit 
diesem rhuie steht die Abhaltung der Versammlung der Deutscheu Mathema- 
tiker-Vereinigung in München in Verbindung. Es erscheint angemessen, dabei 
die Zeit der Zusammenkunft auf die Woche vor Erüflfnung der Naturforscher- 
versammlung in Nürnberg zu legen, um so den anschliessenden Besuch der 
letzteren zu ermöglichen. 

So laden wir denn unsere Fachgenossen ein» sich im Monat September 
recht zahlreich zur Yersammlung und Ausstellung in München zusammenzu- 
finden; möge dann mn gunstigeres Geschick unsere Pl&ne Tcrwirklichen hdfen 
und wissenschaftliche wie persönliche Anregung der Lohn unserer gemein- 
samen Arbeit sein! 
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Mitglieder- Yerzeiclmis 



der Dentsehen Mathematiker-Vereinigung 

nach dem Stande vom 1. Februar 1893. 

Ar eh on hold, F. S., Yittenkolonie Oiunewald bei Berlin. 
Bacharftch, J., Beallehrer an der Realschule, Erlangen. 
Bauer, G., ProfeMor an der UniTenit&t, München. 

Bauschioger, J., PriTatdocent an der üniversit&t, Manchen. 

Beck, Ä., Professor am Polytechnikum, Riga. 

Binder, W., Professor an der Fachschule für Maschmenwesen, Wiener^ 

Neustadt. 

Boger, R., Oberlehrer an der Realschule, Hamburg. 
Boltzraann, L., Professor an der Universität, Müuchen. 
Bolza, 0., Assistant Professor, University of Chicago. 
10. Brannrndhl, A. ProlMSor an d«r technischen Hochschule, München. 
Brill, A., Professor an der Uni?ersi1it, Tübingen. 
Brunn, H., Privatdocent an der UniYorsit&t, München. 
Bruns, H., Professor an der UniTersitit, Leipzig. 
Buka, F., Professor am Realgymnasium, Chariottenbnrg, und an der 

technischen Hochschule, Berlin-Charlottenburg. 
Burkhardt, H., Privatdocent an der Universität, Göttingen. 
Burmester, L,, Professor an der techni.schen Hochschule, .München. 
Busche, E., Oberlehrer an der Hansaschule, Bergedorf bei Hamburg. 
Cantor, G., Professor an tler Universität, Halle. 
Cantor, M., Professor au der Universität, Heidelberg. 
20. Garajianides, A., Göttingen. 

Gsuber, E., Professor an der technischen Hochschule, Wien. 
Dantscher v. Kollesberg, Y., Professor an der üniversitiLt, Gras. 
Dedekind, R., Professor an der technischen Hochschule, Braunschveig. 
Dingeldey, F., Privatdocent ander technischen Hochschule, Darmstadt. 
Dohlemann, K., Privatdocent an der Universität, Mtlnchcn. 
Doergens, R., Professor an der technischen Hochschule, Beriin-Charlot- 

tenhurg. 

Jabrei»l>or. d. üeutocbon lifmtheio.-VereiuiguD({. II. 4 
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Chronik. 



Dyck, W., Professor an der technischen ITocIischule, München. 
Dziobek, 0., Privatdocent an der technischeu Hochschule, Berliii-Cbar- 
lotteuburg. 

Eberhard, V., Privatdooint an der Universität, Königsberg i. Pr. 
30. Enunerich, A., Oberlehrer am Gymnasium, Mülheim a. d. Ruhr. 

Engel, F., Professor an der Universittt, Leipzig. 

Färber, C, Oberlehrer an der Luisenstädtischen Obenrealschuley Berlin. 

Finger, J., Professor an der technischen Hochschnle, Wien. 

Fink, K., Professor an der Realschule, Tübingen. 

Finster walder, S., Professor an der technischen ITochschule, München. 

Franklin, F., Professor an der Johns Hopkins Universität, Baltimore. 

Franz, J., Privatdocent an der Universität, Kc'nigsberg i. Pr. 

Fricke, R., Privatdocent an der Universität, Göttingen, 

Frol)eiiiu8, G., Professor an der Universität, Berlin. 
40. Fuclis, L., Professor an der Universität, Berlin. 

Fuhrmann, A., Professor an der technisclieu Hochschule, Dresden. 

Gerhardt, K. J., Gymnasial-Director a. D., Halle a.S. 

Gotting, E., Oberlehrer am Gymnasium, Gottingen. 

Gordan, P., Professor an der UniTersitit, Brlangon. 

Graefe, F., Professor an der technischen Hochschule, Darmstadt. 

Grass mann, H., Oberlehrer am Gymnasium, Halle a. S. 

Grübler, M., Professor an der technischen Hochschule, Riga. 

Günther, S., Professor an der technischen Hochschule, München. 

Gund el fi nger, S., Professor an der technischen Hochschule, Dannstadt. 
50. Gutztner, A., auf Glowe, bei Friedland, N.-L. 

llaentzschel, E., Olierlehrer an der dritten Realschule, Berlin. 

Hamburger, M., Professor an der tecbnischea Hochschule, Berlin-Char- 
lottenburg. 

Hartwig, E., Director der Sternwarte, Bamberg. 
Hauck, G., Professor an der technischen Hochschnle, Berlin^Cbarlot* 
tenburg. 

Hecht, Professor am Hehmehthon-Gymnasinm, Nnmbei^. 

Heffter, L., Professor an der Universität, Glessen. 
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Analogien zwischen physikalischen, besonders 
elektro-maguetiseheu Erseheinnngen und rein mechanisclieii. 

Von 

G. A. Bjerknes (Chiistiania). 

In der Ansdehnmig, welche die Umstinde erianU hStton, würde 
ich dne kurze von Voizeigaiigen ond Experimenten begleitete Ueher- 
sieht gegeben haben iiber meine Unteranchuigett betreffend die Analo- 
gien zwischen physikalisehen nnd nSn mechanischen Erachdnnngen. 

Unter den verschiedenen Arten von Schwingungen würde ich zuerst 
die pulsatoriscben, demnäclist die linear und die rotatorisch oscillatori- 
schen als besonders wichtig hervorgehoben haben. Und in Verbindung 
hiermit sollten die hydrodynamischen Spectren — in vollkommenen oder 
in zähen Flüssifrkcitcn — als mit den elektriscii- magnetischen bis in den 
kieinsten Einzelheiten übereinstimmend gezeigt werden. 

Ich würde femer die scheinbaren hydrodynamischen Femwirkungen 
mit ihrer invensen Analogie zu den statisch-elektrischen (den tempoiiren 
wie den permanenten) in den HauptzfigeD dnrcbgegangen haben. Die 
bei gewissen Brschdnnngen Ton Slterer Zeit benutzte 'Analogte mit den 
magnetischen wird jetzt allehi als Halbanalogie betrachtet, weil sie na- 
töilieher' doD elektrischen Pdazisationen entsprechen. 

Auch die elektrodynamischen Erafterscheinongen (zwischen Strom- 
leitem) wiren hydrodynamisch nachgeahmt worden, nnd wieder anf die- 
selbe inrerse 'Weise, wonach Anziehnngen in Abstossungen übergehen, 
Drehungen nach links in Drehungen nach rechts. Die Zäliigkoit der 
Flüssigkeit tritt hier als ein Hauptmoment ein. Und in Systemen von 
entgegengesetzt pulsirenden Kügclchen, die entweder entgegengesetzt ro- 
tiren oder entgegengesetzt sich linear fortbewegen, hat man ein hydro- 
dynamisches Bild eines elektrischen Stromes oder einer Strompartie. 
Expeiimentelle und theoretische Schwierigkeiteu mit störenden Kräften 
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und FIfissigkeitsstF&mnngen mit WellenbUdnngen mnssten doch hier* 
unter erwähnt werden, weil in den Versuchen die Bedingungen der 
Theorie nicht völlig beftiedigt werden können, und weil zugleich die 
Kenntnis von der Natur der zShen Flüssigkeiten noch ^e mangelhafte ist 

Die Erscheinungen nehmen einen andern Charakter an, wenn die 
isochron pulsirenden Körper einander bis zur Berfibmng nähern. Während 
nämlich in der Ferne eins pulsirende Kugeln einander anziehen, entge- 
gengesetzt pulsirende einander abstossen, so werden in den kurzen Be- 
riiliruiigszeiten die ersteren einander heftig abstossen, die letzteren sich ge- 
gen einander neutral verhalten. 

Hat man somit in der Flüssigkeit ein System von sehr vielen iso- 
chron pulsirenden Körpern, so dass häufige Berührungsstösse eintreten 
müssen, so wird eine elektiisch-älinliche (clcktroidischc) Flüsagkeit ^t- 
stehen. Denn die Berührungsstösse werden den Anhäufungen von ehis 
pnlfdrenden Körpern entgegentreten, sodann die Wiederbildnng eines neu- 
tralen Gemisches befördern. 

Li das gebildete Medium werden wir nun dne Anzahl von ye^ 
hSltnismässig grossen Körpern vetsenken. Wegen der elektrisch-ähn- 
lichen anziehenden TempoiSractionen fänfteil oder höheien Grades zwischen 
den consütuirenden Körpern des Mediums, den Elektroiden, — Anziehun- 
gen, welche auch die Experimente klarlegen, — werden nun die grossen 
Körper, die runderoiden, wie wir sagen, einander scheinbar abstossen, 
und dies auch mit einer Kraft vom fünften und höheren Grade. Es wird 
somit eine Elasticitätserscheinuug zustande kommen. — Ein Analogiebild 
zu diesen Erscheinungen würde ich gemacht liaben mit Hülfe eines 
Magnetniidelmediums, in welchem eine Anzahl von Platten die EoUe der 
Ponderoiden spielen würden. 

Die Ponderoiden — bis jetzt neutrale Körper — sollen nun auch 
selbst pulsiren, und mit verhältnismässig tiefen Grundpulsatioiien. Sie 
werden einander alsdann im Falle der concordirenden Pulsationen zu- 
gleich anziehen mfissen. Und bei der Znsammenwiikung dieser Anziehung 
zweiten Grades mit der vorigen Abstossung von höheiem, wenigstens 
luniEtem Grade wird das Ponderoidsystem, wenn es veriiältDismässig ruhig 
ist, den Charakter eines elastischen festen Systems annehmen, wenn es 
in stirkeier Bewegung ist, den Charakter eines flüssigen. 

Die Grundpulsationen waren noch allein berücksichtigt worden. Weil 
aber die Ponderoiden im Innern des elektroidischcn Mediums sich befinden, 
wird eine pulsatorische Induction zustande kommen können. Und die Pon- 
deroiden werden dadurch auch hohe JSebenpulsaüonen annehmen, iso- 



Digitized by Google 



0. A. Bjerknes. R. Fricke. 



59 



ehion mit den elektroidischen. Dies wfiide ferner, nnter Hitwifkang des 
gleicli gestimmien Hediams, Kraftumkehrungcn veranlassen, als ob es sieh 
um den Aoftrieb leiohter KGtper handelte, die in einer schweren Flüssig- 
keit eingeschlossen w8ren. — "Wieder mit Hülfe eines Magnetnadel- 

mediums lässt sich hier ciu Analogiebild bewerkstelligen von den Einzel- 
heiten in diesem Umkehrungsprocesse. Man sieht die Verdichtungen und 
die neuen Anordnungen der constitutiven Körper des Mediums. 

Während man sodann auf mehreren Stellen, ohne die rein mecha- 
nische Vorstellung zu verlassen, Analogien zu den Naturerscheinungen 
wird aufstellen können, geht man besonders mit Hülfe eines Hedinms von 
pulsirenden E5rperehen und des Berährungsstosses von den elek- 
trisch-lhnliehen inveisen Analogien zu nenen Analogien über, welche sich 
noch genauer, wie es scheüit, den elektrischen Erscheinungen aoseUiessen 
werden. 

Weitere und tiefere Forschungen werden noch bei einer so wdt- 
gehenden, viele Einzelhelten enthaltenden Fhige wie diese nötig sein. Hier 
ist ja auch alles nur in ganz grossen, schwebenden Umrissen gegeben 
worden. Der knappe Banm Usst eben kdne Schilfe zu. 



Arithmetisehe EntwieUmigeii zur Theorie der linesren 

DifferentiAlgleichiiiigeii zweiter Ordnimg. 

Von 

B. Meke (Göttingen). 

Vorliegende Notiz soll auf eine Untersuchungsrichtung hinweisen, 
welche die linearen Differentialglcichiin<];en zweiter Ordnung mit der Ideal- 
theorie in Beziehung setzt. — Wie Poincare in Bd. XV der Acta Math, 
erörtert, hat man einer linearen homogenen Differentialgleichung nter 
Ordnung eine Gruppe n-gliedriger Imearer Substitutionen zuzuordnen, 
welche sich auf die n Integrale eines Fundamentalsystems der Differential- 
gleichung beziehen. Es ISsst sich hieran die Fh>blemsteUung schliessen, 
das Zustandekommen einer Gruppe fraglicher Art independent, d. i. aus 
dem Bildungsgesetz der dabei auftretenden Substitutionscoeffidenten ver- 
standlich zu machen. Doch ist dieses Problem nur erst für n = 2 in 
Angriff genommen, und zwar im wesentlichen nur in denjenigen Fällen, 
wo der lutegralquotient eine „eindeutig" iuversiblc Function der unab- 
hängigen Veränderlichen der Diflfercntialgleicliung ist. Die hier in Be- 
tracht kommenden SubstituUonsgruppen zweier homogenen, bez. einer 
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nicht-homogenen VerSndediehen heieicfanet Poincarö als eigentlieh-die- 
continoiriich, nnd auf sie bezieht sich die modeine Theorie der dnden- 
tigen antomorphen FonctioneQ einer VerSoderlichen. — Ueber die Be- 
handlnng der oben gestellten Frage nach dem «Bildmigsgeseto*' der 
gedachten Grappen sei ohne OewShr der Vollstindig^^t Folgendes ange- 
geben: Eine ansgedehnte Klasse arithmetiseh definirter Gmppen liegt im- 
plicite in einer bedeutenden Arbeit von Selling über ganzzahlige qua- 
dratische Foniien (Journ. für Math. LXXVII) vor; diese Grappen entsprin- 
gen der Aufgabe, eine indefinite iranzzahlige l^niäre quadratische Form 
auf alle Weisen durch pan/.zalilit:t' Substitutionen in sich zu transformiren. 
Solling hat sogar eine äusserst gründliche Theorie der Fundamental- 
polygone der gemeinten Gmppen 1. c. entwickelt, nur freilich nicht ge- 
nau in der heute üblichen Gestalt, und auch ohne den Begriff der 
Gruppe in den Mittelpunkt n stellen. Die Umkleidung eines Teiles 
der Selling*sehen Gedanken in modernes Gewand hat Poincar^ ge- 
ldstet (Joom. de Math. (4) m, 1887). — Die Selling*schen Gmppen 
bilden nur den niedersten Specialftll einer weit allgemeineren Klasse 
arithmetisch zu definicender Grappen, die an Dürerentialgldchnngen 
zweiter Ordnung mit eindentig inveisiblen Integralquotienten gehören. 
Im allgemeinen werden die Snbstitationscoelfidenten ans ganzen alge- 
braischen Zahlen eines endlieben Korpers nten Grades K„ gebildet, wo- 
bei indessen noch die Quadratwurzeln aus zwei dem Körper angehören- 
den ganzen Zahlen adjuugirt zu denken sind. Die genaue Bauart der 
Substitutionen und die für die eigentliche Discontinuität massgeblichen 
Bedingungen sollen demnächst in den ^Math. Annalcn"- besprochen wer- 
den; hier sei nur bemerkt, dass man im niedersten Falle des Körpers 
der rationalen Zahlen die Seil Inguschen Grappen wieder erhält — 
Indem man solcherweise die Hülfsmittel der TOn anderer Seite her aus- 
gebildeten Arithmetik far die Gewinnung von Grappen nntzbar macht 
und die sngehSrigen aotomoiphen Functionen studirt, könnte man nun 
umgekehrt nach den zugehörigen DÜferentialgieichungen fragen. Indessen 
ist wohl die Hanptaowendung der arithmetischen BÜdungsgesetze der 
Gruppen hi det Theorie der algebraischen Transformation der automorphen 
Functionen zu suchen. Diese Theorie ist systematisch auf die Onier- 
Buchung der Untergruppen zu basiren, die in der einzelnen Gruppe ent- 
halten sind, und dabei überträgt sich das Congruenzgruppenprincip der 
Modulfunctioncn unmittelbar auf die vermöge der Zahlkörper Kq aufge- 
hauten Gruppen, wenn man sich nur an Stelle der einzelnen Zalilmotluln 
des rationalen Körpers der Ideale bedienen will, welche in dem gerade 
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sa Grande liegenden KSrper Eq enfhalten sind. Man hat es hier sonadi 
mit emer heziehungsreichen Verwendung der Idealfheoiie zu fbnn, welehe 
die (abgesehen Ton den Modnlltenetionen) bislang nur erst im Gebiete 
der hypergeometrisehen Fonetionen (dnrch Gonrsat und Papperitz) in 
Angriff genommene Transformationstheorie der automorphen Functionen 
auf eine neue Basis zu bringen gestattet. — Hierüber hinaus dürften 
die arithmetisch definirten Gruppen in einer künftigen Theorie der „auto- 
morphen Modnlfunctionen", welche sich auf die in der l)ifferentials:!ei- 
chuiig enthaltenen accessorisclicn Parameter bezieht, eine analoge Rolle 
spielen, wie die durch Kronecker als „singulär" bezeichneten ellipti- 
schen Gebilde in der Theorie der „elliptischen Modalfancüonen*'. 



In meiner Schrift öber Riemann^s Theorie etc. (Leipzig 1881) so- 
wie in einem kleinen Aufsatze in Bd. XIX der Mathematischen Annalen 

habe ich hervorgehoben, was beinahe selbstverständlich ist, dass reellen 
algebraischen Gebilden symmetrische Riemann'sche Flächen entsprechen 
und umgekehrt, und habe dann alle Arten symmetrischer Riemann'scher 
Flächen, die es für ein gegebenes p giebt, aufgezählt. Bas Resultat war, 



dass jedesmal \-\. — Arten existiren, von denen (p+1) den 



den „erthosymmetrisehen" Fällen. Hiermit war im Princip ein An- 
satz gegeben, am ganz allgemein die Gestalten der reellen 
algebraischen Curven eines beliebigen Geschlechtes zn unter- 
Sachen. Nach Analogie mit meinen frfiheren Arbeiten ilber die ebenen 
Gnrven viciier Ordnung (Annalen X, XI; 18 7 C) mnsste dabei das Ver- 
halten der ZOT Fläche gehörigen Ab ersehen Functionen von wesentiicher 
Bedeutung sein. Ich habe dasselbe also bald darauf durch Uerra 
Weichold untersnclien lassen (Diss. 1883; Schlömllch's Zeitschrift 
XXVllI). Seitdem ist dieser Gegenstand trotz des wachsenden Interesses 
für gestaltliche Fragen, welches allerwiirts hervortritt, nicht weiter unter- 
sucht worden. Ich liabe dnber im vergangenen Sommersemester (1892) 
Gelegenheit genommen, meine Auffassung der Sache in einer Vorlesung im 



Zur Theorie der algebraisehen Fnnetloiieii. 



Von 



F. Klein (Göttingen). 




▼on mir so genannten „diasymmetrischen" Fällen 
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Zosammenbange zu entwickeln nnd darzolegen. Alle die sehSnen Reali- 
tiUstheoieme, welche man bei den ebenen Carren Tiorter Ordnung dnieh 
Zeuthen n. a. kennt, Hessen sieh dabei aal Cnrven beliebigen Ge- 
schlechtes flbertragen. Heine Absicht för Nfirnberg war, die bezfiglichen 
Resultate den Facbgenossen Torsulegen nnd die Unterhaltung insbesondere 
auf die Frage zn lenken, wie man die gleichen Resultate auf rein alge- 
braischem Wege mdchte ableiten können. Ich habe inzwischen eine 
ISngere Abhandlung über den Gegenstand ausgearbeitet, die in Heft 1 
von Hand XLII der Matlicniatisclien Annalen erscheinen wird, und auf 
die ich hier der Kürze halber verweisen darf. 



lieber Bealitätsrelationon zwischen Singularitäten von 

üanmcurven. 

VOTI 

I'ranz Meyer (Clausthal). 

Eine bekannte, von Herrn Klein (cf. Malih. Ann. Bd. X) hertfihiende 
Formel sagt im wesentlichen ans, dass ein gewisses Aggregat von Reali- 
titsanzahlen, welche sich auf Singularitäten ebener Curven heziehen, 

irgend welchen Deformationen der Cmre gegenüber invariant bleibt, 
wenn nur Ordnun^f und Klasse die alton gel »lieben sind. 

Ich hatx: untersucht, in welcher Richtung eine analoge Thatsache 
für Raunicurven existircn könnte. 

Zunächst habe ich Raumeurven mit allgemeinen Ordnungs-Singu- 
laritäten in Betracht gezogen; solcher Singularitäten treten fünf Arten 
auf: einmal Ebenen, welche hyperoscaliren, oder oscaiiien und noch 
einmal berühren, oder endlich dreimal berühren, andererseits Gerade, 
welche viermal treffen, oder berühren nnd noch einmal treffen. 

Goincidiren irgend zwei der zugehörigen »singuliren Stellen'' auf 
der Gurve, so entsteht eine ^Singularititt zweiter Art": In den G5tt 
Nachr. 1891 No. 2 habe ich sImtUche Vorginge, die hierher gehören, 
insbesondere anl die damit verbundenen Realitttszastinde hin erörtert: 
es ergab sich, dass eine ^RealitiUsrelation** nach Analogie der Kleinm- 
achen, nicht ezistirte, sondern nur eine ,»Realit&t8Congruenz'^ (mod. 4). 

Es wäre nun immerhin noch möglich, dass durch Hereinziehen 
weiterer Muniente, wie der Realität der Ivestp unkte von siugulären 
Ebenen, oder auch der specifischeu äiugularitäteu der zur Gurve gehö* 
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lenden sbwiclcelbaren Flache, eine aUgemeingfiltige Bealit&tsielfttion con- 
strairbar wurde. ' 

Es hat sich gexeigt, dass der erstere Ansatz überhaupt versagt; 
besfiglieh des zweiten habe ich mich vorderhand mit der Einsicht be- 
gnügt, dass für eine Carve niedrigster, nSmIieh der vierten Ordnung, 
auch dann eine RealitStsrelation nnmoglich ist. Damit ist aneh im 

allgemeinen die Un Wahrscheinlichkeit einer allgemeingültigen 
Relation gezeigt: zum mindesten würden die in einer solchen verbun- 
denen Sinirularitäten sehr specieller Natur sein. 

DaLjCLTcn existirt im Räume „M^** von vier Dimensionen jeden falls 
eine der Klein 'sehen analoge Realitätsformel. Für die Ordnung fünf 
und das Geschlecht Null bat man z. B. den Satz: Die Gesamtanzahl 
der reellen «stationären linearen M,", der reellen Ebenen M,, 
weiche oscnliren und noch einmal treffen, endlich der reellen 
Treff-Stellen einer dreimal treffenden Oeraden — ist con- 
stant, nämlich gleich Acht. 

Zorn Schlüsse sei noch bemerkt, dass für ebene Gurven neben der 
Elein'schen Formel noch eine nnbegrenste Reihe weiterer, von 
wesentlich anderem Charakter ezistirti deren geometrische Bedeutung 
alletdfaigs sehr versteckt liegt 



Bemerkung zur Inrariaiiteiitheorie binärer Formen. 

Von 

H. Sehapira (Heidelberg). 

In meinen Vorlesungen über binäre Formen gebrauche ich seit meh- 
reren Jaliren eine Methode, deren Grundlage hier in aller Kurze miige- 
teilt werden möchte. 

Die binäre Form nter Ordnm^, geschrieben in der Gestalt: 

~ (OjU— b,v)(a,n— b,v)(a, n— vXa^o— b^v). ..(anii— btav), 
gehe in die in analoger Gestalt geschriebene Form 

g(U, V) 

= OÄ.Ü— 33, V)(^i, ü - a,V)(31,U— 55, V)(2l, ü— S3,V). . .(3l„ü— S5.V) 
nber durch die Substitution 



(S) 



u = X„ü-hX,,V 
v = X,.ü+X„V 



V = yl-X..n-hX,,vl 



8 = 



X,, X,.^ 

^1 
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welcher die Sabetitotion entspricht: 
= — ^,öi-t-^tbi 

(T) 



Kl ^i^i 
^ X,aH-X,, Aj 

80 dass die Wurzeln von f (u, v) = 0, resp. von g(ü, V) = 0 nach Aus- 
scheidung des Factors a,a,...an, resp. ^jSl,...^ in Gestalt von Qao- 

tienten «i = — , resp. A| = — ^ erachdneD. 

Es bedeuten ferner e,, e,, die Wurzeln einer beliebigen alge- 

braischen Gleichung nten Grades, in welcher der Coefficient von x*>~' 
identisch Null ist» d.h. s,-|-^4-...^SbsO (sonst beliebige alge- 
braische GiQssen), und man bilde die n — 1 (cofnnetionalen) homo- 
genen Functionen ersten, zweiten, . . (n — l)ten Grades: 

h, = [e^a^-hSSH H8oa.j("~^) 



^ = fri *! \in +S S V)! H »-e«a, 'a(^),] 



(":■) 



Sinne meiner Arbeiten über Iterationen und entsprechend 

b s 

H,, II,, Ha, wenn — respective durch — ersetzt wird, alsdann kann 

* dl »i 

man leicht folgenden fondamentalen Lebrsats beweisen« 

Lfthmt«. Jedes der H|, mnltiplicirt mit dem Prodncte 
$(,$(3...9!fl, ist eine lineare homogene Fnnetion s&mtlicher hk« 
mnltiplicirt mit dem Prodncte d.aja3...aB: 

n— 1 

Die Coefficientcn Ij k sind homogene Functionen (n-—2)ter Ord- 
nung der Substitution sconstanten X,,, X,,, X,,, Xj^, behaftet mit 
Compositioneu von Binomialcoefficienten (anabhängig von den h 
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lud von dan s): 

nnd die Determinaiite ist eine gewisse Potent der Sab<^ 
stitntioQsdeterminante 5: 

|iik| = s/^-^ 

Anmerkung. Man kann die Gleichungen für die h auch so schreiben: 
hk = 2(ea,+eanH l-£a^)aa,aaj...aa^ 

(fl), a^, .... ajj"l, 2, 3, .... n) 

Benutzt man die Willkürlichkeit der Grössen e, um mehrere, insbe- 
sondere n — 1 verschiedene Systeme solcher Grössen sa bilden, und beseich- 
net dasjenige System der h resp. H, welches einem bestimmt lierausge- 
wählten Systeme entspricht, für welches natürlich immer die Bedingung 

aber nur diese Bedingung zu bestehep braucht, in entsprechender 
Weise mit 

^*ip» 5isp» • • •> Kpf 

Hip» H2p, . . Hop, 
so erhSIt man, auf Onind eines bekannten Determinantensatses, den 

Lehrsatz. Die mit dem Factor (Uj . . .an)°~^ multiplicirte De- 
terminante |hii{| verwandelt sich mittels der Substitution (S) oder 
der entsprechenden (T) in die entsprechende mit (5t, St, .. .^Jln)"""* 
multiplicirte Determinante |Hiii|, aber ausserdem noch multi- 
plicirt mit der p,teü Potenz der Substitutiousdetermiaante 6, 
also: 

(a,a,... a„)"-Mhik| = S^'(3l,^^,...5(„>-MHik|. 

Der Ausdruck |hik|(a, •..an)'*~\ oder |hik| selbst, wenn a,a|...aii= 1 
ist, bleibt somit gegen die Substitution (S) bis auf eine Potenz von 8 
invariabel; da aber |hik| eine rationale Function der Wurzeln von 
f(n,v) = 0 nnd zunicbst keine symmetrische Function der Wurzeln 
za Sehl braucht, so nennen wir \hi^\ ehie algolnraiMhe relative In- 
variante der Form f (u, v). 

Bezeichnet man nunmehr (wenn nicht symmetrisch ist) mit 
|hfk|,, Ihiklj, . . ., Ihjiilj diejenigen Resultate, welche ans |hiif| durch die 
zugehörigen j Permutationen, gegen welche empfindlich ist, sich er- 

geben, so ist jede sjnnmetrische Function der |hik|j ( j = 1> 2, j) 
eine rationale relative Invariante von f(u, v). 

Sehr wichtig ist noch die Bemerkung, dass, wenn die Form nten 
Grades f (u, v) mit einer andern Form n^ten Grades f,(u, v) muiüplicirt 

JsbNibw. DtDtasbaB IUttMiii.>VeNlBigaDf . IL 5 
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-wird^ in der die dnzelnen Faetoren die Gestalt (ain+dv; i«=n+l, 
nH-2, . . n+n,} haben, nnd die infolge von (8) in $,(ü, V) mit den 
Factoren (SliU-f-SiV) (i = n-Hl, n-h2, . . ., nH-nJ übergehen m8geD, 
so ISsst sich leicht alles in Bezag auf [(u, v) Gewonnene auch anf die 
Fonn (n-|-n,)ten Grades f(u, v) = f(u, v).|j(u, v) übertragen. 

Es ist nämlich [lijkl (i, k= 1, 2, n) auch ohne weiteres 
eine algebraische relative Invariante der Form f(u, v); und 
um eine rationale Invariante zu erhalten, braucht man nur in 
|hiii| noch sämtliche j, zugehörige Permutationen zu berück- 
sichtigen, wenn die "Wurzeln von [^(u, v)=() gleichzeitig mit 
denen von f(u,v) = 0 in Betracht gezogen werden, und dann 
eine symmetrische Function der entsprechenden j+j| Deter- 
minanten |hik| zn eonstruiren. 

Da n nnd n^ wÜlküiliche, von einander nnabh&ngige ganze Zahlen 
sind, so ist in dem Obigen der allgemeinere Satz Enthalten: 

fst eine Form mten Grades gegeben, nnd bildet man ans 
einer beliebigen Anzahl (ns2, 3, m) ihrer Wurzeln die 
oben beschriebenen homogenen Functionen hp hn.i, so wird 
die ans den entsprechenden hi.p, h^^p, hn-i.p gebildete Deter- 
, minante |hii(| (i, k= 1, n — 1) eine algebraische (relative) In- 
variante, und jede symmetrische Function sämtlicher [hjkjj, 
welche mit Rerücksiclitigung aller Wurzeln der Form durch 
Permutationen gebildet werden können, ist eine rationale (rela- 
tive) Invariante der Form. 
N. B. 1) Genau dasselbe Verfahren wende ich für Covarianten an. 

2) Andere Invarianten, oder Covarianten, als die nach obiger Me- 
thode gebildeten, giebt es überhaupt nicht. 

3) Die ganze Theorie der Invarianten binftrer Form ISsst sich 
aus der obigen Daistellnng herleiten. Besonders ein&ch er- 
giebt sich die Anzahl der von einander unabhingigen In- 
varianten. 



Heber Projeetioneii 
der melirdinieosioiudeii regelmässigen Körper. 

Von 

Sehlegel (Hagen i. W.). 

]. Die ebenen Projectionen dreidimensionaler Körper ver- 
anschaulichen uns die Eigenschaften dieser Körper teils ohne, teils mit 
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Zuhülfenahme unseres ranmlichen Vorstellungsvermogens, .welches die der 
ebenen Zeichnung fehlende dritte Dimension ergänzt. Dieses WTmügen 
hilft uns auch über die Schwierigkeit hinweg, welche für das Verständ- 
nis der Zeichnung daraus entsteht, dass in derselben Kanten sich kreuzen 
und Flächen sich decken. 'Andererseits kann diese Schwierigkeit, z. B. 
bei der Darstellung eines regelmässigen Polyeders, dadurch besei- 
tigt werden, dass man eine Fläche des als hohl vorgestellten Polyeders 
sich entfernt denkt, und als Projcctionscentrum einen nahe vor der 
Mitte dieser Fi&che gelegenen Pankt wählt Dieser Angenpnnkt giebt im 
Rahmen des Umfanges der entfernten Fliehe ein Bild des Polyeders, bei 
welchem keine Kante die andere kreuzt, nnd nnr die Figor der wegge- 
nommenen FlSehe alle anderen fiberdeckt 

2. Die nach diesem Princip hergestellten Frojectionsseichnongen der 
fnnf regelmSssigen E5rper iSsen, unabhängig von ihrem räumlichen Ur- 
sprünge, ein Problem der ebenen Geometrie, nämlich: ein gege- 
benes Polygon in eine endliche Anzahl von Polygonen mit derselben 
Seitenzahl so zu zerlegen, dass in jeder Ecke gleich viele Kanten und 
Figuren zusammenstossen, die gegebene Figur mit eingerechnet. Dieses 
Problem ist nur am Dreieck, Viereck und Fünfeck lösbar, und liefert 
keine anderen Zerlegungen als diejenigen, welche durch die obigen 
Projectionszeichnungen dai^estellt sind. — Uebrigens kann auf die Regel- 
mässigkeit der Begrenzungsfiguren der gegebenen Polyeder verzichtet 
werden, ohne dass dadurch die Projectionszeichnungen ihre wesentlichen 
Eigenschaften vertieren. 

3. Dasselbe Zerlegungsproblem, an einem regelmässigen Poly- 
eder gelöst, liefert sechs Zerlegungen, nämlich: des Tetraedera in 4, 
15, oder 599 Tetraeder, des Hexaedeis in 7 Hexaeder, des Oktaeden in 
23 Oktaeder, des Dodekaeders in 119 Dodekaeder. Hierbei Stessen in 
jeder Ecke gleich viele Eanten, Flächen und E5rper zusammen, in jeder 
Kante gleich viele Flächen und Körper, den zerlegten Körper mitgerechnet. 
Diese Zerlegungen sind durcli die von Hrn. L.Brill (Serie XV, No. I 
u. la) publicirten Modelle vollständig, und durch Ansichten, Netze und 
Modelle aus Cartonpapier (Weiterer Nachtrag zur Serie XV) in ihren 
Teilen zur Darstellung gebracht worden. 

4. Aus den oben erwähnten fünf ebenen Figuren, welche die 
^homogenen" Zerlegungen des Dreiecks, Vierecks und Fünfecks dar- 
stellen, könnte man rückwärts auf die Existenz von fünf regelmässigen 
Körpern des dreidimensionalen Raumes sclüiessen. In streng analoger 
Weise können die sechs r&umlichen Modelle, welcbe die ^homogenen*^ 

5* 
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ZeilegQogen de^ Tetneden, Hexaeders, Oktaeders nnd Dodekaeders dar- 
stellen, als Projectionen von ebenso irielen regelm&ssigen vierdimen- 
sionalen Körpern betrachtet werden, welche die Namen 5-ZeU, 16- 
Zell, 600-Zell, 8-ZeIl, 24-Z61I, 120-Zell erhalten haben. Die ünmag- 

lichkcit, bei Betrachtung dieser Modelle die fehlende vierte Dimension 
aiis einer räumlichen Vorstellung zu ergänzen, bildet den einzigen, aber 
für die wissenschaftliche Erkenntnis der Eigenschaften jener vierdimensio- 
nalen Körper auch nur uebensäclilichcn, Unterschied, der priiicipicll 
zwischen den Modeiien und den analogen ebenen Projectionsfignren be- 
steht*). 

5. Die drei mit den Gliedern 1) Dreieck, Tetraeder, Fünfzell, 
2) Quadrat, Hexaeder, Achtzell, 3) Quadrat, Oktaeder, Sechzehnxell be- 
ginnenden Eeihen yon Gebilden setaen ücä^ wie Stringham gezdgt hat, 
in Kanme mit beliebiger Dimensionenzahl fort Ebene PNgectionen 
aller dieser Gebilde werden systematisch geliefert dnreh regelmSssige 
Polygone mit gewissen Systemen Ton Diagonalen. (S. des yeif.*s Anf- 
satx: Sur nne m^ode poor representer dans Ic plan les solides homo- 
genes ä n dimensions. Rendie. del Cire. mat. di Palermo V, 1.) — Für 
die zweite der obigen Reihen entsteht eine weitere Projectionsdarstellung 
durch succcssive Parallelverschiebungen einer Strecke und der aus ihr 
hierbei entstehenden Gebilde in derselben Ebene oder in demselben Räume. 

6. Dem Parallelogramm, als zweidimensionalem zweiseitigem Prisma, 
entspricht das gewöhnliche dreidimensionale dreiseitige und das vier- 
dimensionale vierseitige Prisma. Letzteres lässt sich durch drei 
Räume in vier inhaltsgleicbe Fünfzelle zerlegen. Diesen Körper mit seiner 
Zerlegung stellt das von Hm. L. Brill pablicirte Modeil Serie XV, 
Nr. Ib dar. 

7. Entsprechend der in Nr. 5 erwfthnten Reihe: Qnadrat, Wnifel, 
Achtaell etc. lasst sich der Bq;riff des magischen Quadrates aof alle 
Glieder dieser Reihe übertragen. Ffir diese n-dimensionalen magischen 
W&rfel hat der Verfasser eine von den obigen abweichende, spedeU 
ffir ZahlkSrper zweekmissige Darstellung in der Ebene im „Boll. Soc. 
math. de Fhmce^, T. XX, p. 97 gegeben, nebst dem Beisi^el des vier- 
dimensionalen magischen Würfels mit der Seitenzahl drei. Ein Atlas, 
welcher n-dimensionalc magische Würfel mit der Seitenzahl r, für die 
Fälle n = 3 und r = 3 bia 9; n = 4, r = 3 bis 6j n = ö, r = 3 



*) S. des Vorf.^s Theorie der homogen zasammengesetzten Ranmgelnlde. 
Nova Acta d. Leop. Garol. Akad. Bd. 44, Nr. 4. 
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entbSlt, sollte diesem Tefle des beabsichtigteB Vortnigs znr Veruisehao- 
liehang dienen. Die HersteUiing dieser Vnifel beraht auf der yom Ver- 
£user noch nicht pobliciiten Lösung der Aufgabe: Ans einem gege- 
benen n-dimensionalen magischen Wfirfel mit der Seitenzahl 

r einen (n-f-l) - dimensionalen mit derselben Seitenzahl zn 

finden. 

s. Von Autoren auf dem Gebiete der mehrdimensionalen regel- 
mässigen Körper sind, soweit des Verfassers Kenntnis reicht, zu erwäh- 
nen: Stringham, Rudel, Hoppe, Puchta, Biermaun, Hess, Goar- 
sat, Scheffler, Dar^ge, Schonte. 



Zur Theorie der Gleichungen fünften Grades. 

Von 

Joh. Schumacher (Neustadt a/ü.). 

Wir legen nnsem üntersnchungen die Gleichung 

x*-Ha,x*-ha,x»-ha^x»H-a^x-i-aj, = 0 
zugrunde. Ihre Wurzeln seien Xi (i = 0, 1, 2, 3, 4) und von einander 
Tenchieden. Um alle Fnnctionengattangen zu finden, welche ans diesen 
fünf Grössen durch additive, subtractive und multiplicative Operationen 
entstehen, bedürfen wir der Kenntnis der Untergruppen, welche in der 
vollständigen Gruppe von fünf Elementen enthalten sind. Unter diesen 
verdient die zweifach transitive Untergruppe, welche aus 20 linearen 

^ j med. 5 besteht nnd 

nach Herrn Kronecker metacyklisch heisst, besondere Beachtung. Sie 
ist mit der Diedergruppe*) des Herrn F. Klein identisch. 

£s sei xjx{<x{x{ das Leitglied einer ganzen symmetrischen Func- 
tion. Die Exponenten (t, v, p genügen gleichzeitig den Bedingnngs- 
gleichnngen**) 

2) X^4; ji^3; v^25 p^l, 
welche gestatten, die Anzahl aller symmetrischen Functionen von 

F. Klein» Vorlesungen aber das Ikosaeder. (Leipzig, B. G.Teubner 

1884.) 

**) L. Kronecker, Gnindziige einer arithmetischen Theorie der alge- 
braischen Grössen. (Berlin, G. Reimer 1882.) 
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X| (i=sO, 1, 3, 3, 4) auf 40 sn ledadiüD*), ohne d«r Allgemeinheit 
der Betrachtnng Eintrag zu ihon. Zerlegen wir nun jede derselben in 
ihre metacyklischen Bestandteile, was anl yerschiedene Weise geschehen 
kann, so zeigt sich, dass alle symmetrischen Functionen von 20 oder 

weniger Gliedern sich überhaupt nicht spalten lassen, dass dagegen jene 
von 30 Gliedeni in zwei metacyklisclic Bestandteile von je 20 und je 
10, jene von 60 Gliedern in drei Functionen von je 20 Gliedern zer- 
fiiUen, und die symmetrische Function von 120 Gliedern sechs metacy- 
klische Functionen von je 20 Gliedern liefert. Es kann nun leicht der 
Satz bewiesen werden, dass alle ganzen und rationalen, metacyklischen 
Functionen einer Gleichung fünften Grades ganze und rationale Func- 
tionen der elementaren symmetrischen Functionen und der metacyklischen 
Functionen 



^1 




20 






so 






^1 ^ > 






20 


^6 







(w, ist durch AcQunction des Factors % durch w^, w,, w,, w^ ganz 

und rational ansdruckbar) 
sind« Der' Beweis whrd erbracht, indem man aDe metacyklischen Func- 
tionen, in welche die symmetrischen Functionen zerfallen, durch die 

Coefficienten der Gleichung und die Functionen w, (i = 1, 2, 3, 4, 5) 
wirklich ausdrückt, oder auch, indem man jede metacyklische Function 
nach Potenzen einer Wurzel ordnet und die Coefficienten dieser Potenzen, 
welche Functionen der Wurzeln einer Gleiciiung vierten Grades und in- 
bezug auf vier Wurzeln im allgemeinen cyklischer Natur sind, in der- 
selben Weise wie vorher die metacyklischen Functionen behandelt. Man 
gewinnt hierbei ein Bild, wie sich aus der vollständigen Gruppe von 
fünf Elementen ihre Untergruppen absweigen. 

Durch die Cossen wi (i 1, 3, 3, 4, 5) kdnnen aber alle ganzen 
metacyklischen Functionen nicht bloss ganz und rational, sondern auch 
linear mit Hülfe der elementaren symmetrischen Functionen dargestellt 
werden, weil alle Combinationen mit Wiederholung zur zweiten Klasse 

*) J. Schumacher, Zur Theorie der algebraischen Gleichungen. (Leip- 
zig, G. Böhme 1890.) 
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lineaie Functionen von wi sind. Um dies einzusehen, genagt die Be- 
rechnung der Prodnefce w,.Wi (i= 1, 2, 3, 4, 5), ans denen die Bei»- 
tionen fnr alle fibrigen anf rein analytischem Wege hervoigehen. 

Wegen ihres invarianten Charakters lassen whr die ffinf Fh>dacte, 

ausgedrückt durch eine lineare Beziehung der Wj, folgen: 

wj = 4a;aj — 2aja,a, — 12a;-h30a,a, — 2a;a^a^-h4a%i, — r,a,a.^a, 

4- 2(a, 83 — 4aJ w, H-a, w.^ -f-2a, -ha, — aw,; 
Wj kann hieraus durch w^, w^, W3, berechnet werden. 
WjW, = — aj — aja^a^-f-a^ a.,aJ-(-4a2a3a^-|-4a;a,a5 — 4a;a,a^ 
-H8a,ajaj--<Ja;a^-h(aja^— 5a4)w,H-(a, a, - 2ajw, 

2wr,.w, = — a^Sja^H-aJa^ — a,aja^»^— ea^a^aj— 3aJaJ-H25a; 
H-s, aXH-4a^a;+4a; aga|H-(a;— 4a, aj)w, 

H-(a, a, — 5a^)w,-f.(a; — 4a,)w, -l-a, w, — a^ w. ; 

w,.w^ = I6a,aj — Ißa^a^a,— llaJa.-f-Sa^a.a.-haJa.a^a^ 

—3a, a, a, a, 2a, a^ a^ -|- SaJ a^ 4-4a, aj — a; aj a,-|- 4a, a.^ a^ 

— 3a J a, a^ — aj aj -|-(a, a.^ a^ 4- a, — 4a, a^ — a^ aj) w, 
4-(a, a^ — 2a, a, — a;) w, — (a, a^ +a^ a, — 5aJ — 2a, 

2w,.Wj = 6a,aja.— Sa^a^a^ — 4a;a3a3a^4-2aja;a^ — a.ajaja^ 

— Haj a^ a^ -hl 6aJ — 34a, a^ a, a^ -h 4a"J aj -hSaJ a, a^-ha,aja^ 
-hSaJaJ — aja^aj — ajaJa^-häjajaJ-hOaiJajaj 

-h(- 2a3 a,+8aj-h2a, a^a, - 4a, a,a^-hajaJ)Wj 
-h(7a, a, -ha, a, a, — 2aja^ — 4a; a^). w, 
-|.(2a; a,-2a, a^ - 4s^ a.+aj -2a. a, a^ +2aJ)w, 
4-(s — 2«! s, -h 10a^)w^ +(2a, a^ — 4a, — aj) w,. 
Es bleibt dahingestellt, ob es fiberhanpt mogUeh ist, die Fnnctionen Wi 
so zu wShlen, dass der yor den Prodncten w, . w,, w, . und allen fibri- 
gen hier nicht anfjgeföhrten Prodncten stehende Factor 2 wegfällt Bei 
analogen Betnehtnngen far Gleichungen niedrigeren Grades ist eine der- 
artige Wahl Ton Functionen mir bis jetzt noch nicht gelungen. 

Erweitert man die Koiationen auf alle 15 Producte von Wj.wjj, so 
entspringen diesem Operationscyklus neue, durch iliren pronoucirten In- 
variautoncharakter ausgezeichnete Gleichungen, deren wiclitigste Verwer- 
tung in der Bildunt^ der Resolvente sechsten Grades einer Gleichung 
fünften Grades, sowie in der Ableitung der Transformation der Func- 
tionen Wi in einander gelegen ist. Der Uebergang von der metacyklischen 
Resolvente zur wirklichen Auflösung der Gleichung vom fünften Grade 
kann dann nach irgend einer der bekannten Methoden erfolgen. 
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Indem man anf alle Fanetionsgattoiigen den Tontelienden ihnliehe 
Betraehtangen ausdehnt, kann der Sehlnss gezogen werden, dass Glei- 

chuugen fünften Grades oiiuc Affect algebraisch nicht auflösbar sind. 



lieber, die sphärische Trigonometrie. 

Von 

£. Stndy (Marburg). 

Der Verfosaer hatte die Absicht, in seinem Vortrag darauf lunzu- 
veisen, wie die Formeln der sphärischen Trigonometrie, die in den ele- 
mentaren Lehrhöchem wohl fiberall in denselben ISngst erstarrten For- 
men hingestellt werden, anf mannigfache Art in Beziehung zu anderen 
Gebieten der modernen Wissenschaft gesetzt und so gewissermassen mit 
neuem Leben erfüllt werden können. 

Ais besonders fruchtbar erweist sich in dieser Hinsicht ein bis jetzt, 
wie es scheint, nicht bekannter Zusammenhang der sphärischen Trigono- 
metrie mit der Theorie der orthogonalen Substitutionen. Sieht 
man ein sphärisches Dreieck als bestimmt an, wenn die Cosinus seiner 
Seiten a^, a^, a, und seiner „Winkel^ a,, a,, o,, d. h. der Seiten des 
Polardreiecks, gegeben sind, so besteht der Sats, dass einer temfiren 
orthogonalen Substitution im allgem^en ein einziges sphSiisches Dreieck 
zugeordnet werden kann, und umgekehrt Sind aQQ:a^j:a„:...:a,, in 
der bekannten Anordnung die zehn Goefficienten der orÄogonalen Sub- 
stitution, so wird die in Rede stehende Beziehung vermittelt durch die 
Formeln 

0088^ = -^, co8a, = -^, cosa^««-?^, 

*»* 

cosoj =: — ^ , cose^ = — ^ , Cosa, « —ii. . 

*ll *83 ^8 

Dieses sehr einfache, aber ziemlich verborgen liegende Theorem 
gestattet zahlreiche merkwürdige Anwendungen. Wir erwfihnen die fol- 
genden Satze. 

Deutet man die £aler* sehen Parameter der orthogonalen Suhstita- 
tlon als homogene Ooordinaten eines Punktes im dreifach ausgedehnten 
Räume, so wird jedem reellen Dreieck ein reeller Raumpnnkt zugeordnet. 
Diese Punkte erfüllen aber nicht den ganzen ixaum, sondern nur das 
Innere von vier getrennten Gebieten, die in zwölf Punkten an einander 
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stosscn. Jedes der genannten Gebiete ist, im Sinne der projectiven 
Geometrie, ein reguläres Oktaeder; die zwölf Ecken, in denen die 
vier Oktaeder zusammenhängen, bilden die bekannte, schon vielfach unter- 
suchte Figur der desmischen Tetraeder, und eine ebensolche Figur 
bilden die Begrenzungsflächen. Zu einem gegebenen Dreikant gehören 
3.2.16 — 96 im obigen Sinne bestimmte sphärische Dreiecke; die 
ingehSiigen Banmpnnkie bilden sechs Eummer'sehe Confignratio- 
nen, die in bestimmter Weise mit einander verkettet sind. — Man 
gelangt durch diese Abbildang n. a. zo dner vollstindigen Einsicht 
in den Znaammeiihang der drei&ch ausgedehnten Mannigfaltigkeit, 
die von der Gesamtheit aller reellen sphärischen Di^ecke gebildet 
wird. — 

Unser Satz wirft ein neues Licht auf den seit l.agrange bekannten 
Zusammenhang der sphärischen Trigonometrie mit der Tlicorie der ellip- 
tischen Functionen, und er zeigt, dass ein ähnlicher Zusammen- 
hang auch noch für die Theorie der hyperelliptischen Functionen 
besteht. 

£s findet sich nnter andeiem, dass man mit Hülfe der doppelt 
periodischen Functionen Sinus nnd Cosinus der Seiten nnd Whikel eines 
sphirisehen Dreiecks eindeutig ausdrficken kann durch sechs Verhältnis- 
grossen (i>i:cD|t:oir:Uj:a3:"3> zwischen denen zwei lineare Gleichungen 
bestehen: 

Bezeichnet man nämlich mit er, a;, a^, die zu dem ersten Grössen- 
System gehörigen a-Fnnctionen, so kann man setzen 

ai (i^isifi.<5Ui.(5^Ui 

2 a(Oi|.aiUi.a»ai * 

2 00),. .cj^ii.cjyUi 

Die Coeffieientcn a,,, a^j der orthogonalen Substitution, die dem sphäri- 
schen Dreieck zugeordnet ist, haben die Werte 

<»a(2uJ g^(2u3) q.(2n,) 
g(2n,) ' g(2u,) ' g(2u,) ' 
«^(20,) gi(2u,) g;,(2u,) 
a(2u3) ' g(2uj ' a(2uj ' 
0/^(2»,) cf,(2uj Ja(2ö,) 
a(2u,) ' a(2uj ' g(2u3)^' 

der zehnte Coefficient a^^ ist der im AdditionsÜieorem der |9-Fnnction 
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auftretende Ausdruck 

, _ , P'(2».)-P'(2u,) ^ , »>'(2u,)- »>'(2»,) 

' K2«^)-|»(2».) ' <»(2uJ-K2»,) * |»(2a,)-(p(2B,) 

rK-'u.J-i-n-'V-t-ü't.-'S; 5(2a,) o(2u,) <j(-.>uj 

l'>ic Ausdehnung dieser Sätze auf elliptische Functionen mit vier 
unabhängigen Argumenten führt zu einer neuen Auffassung der funda- 
meutaieu AdditionsUieoieme von Jaoobi ond Weierstrass. 
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Die Entwickelimg der Lehre vom Erddruck. 

Von 

Dr. Fritz Kötter 
in Berlin. 
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"Wie so mancher Zweig der Mechanik hat sich die Erddruciitheorie, 
d. i. die Statik sandforraiger Massen, im unniittelliaroii Anschluss au eine 
ganz bestimmte Aufgabe der technischen Praxis entwickelt. Der Wunsch, 
it^;ela för die Dimensionen der firdbekleidungen oder Futtermauern — 
80 nennt man Mauern, welche zur Stützang Yon Erdreich bestimmt 
sind — auf Tationelle Weise abzuleiten, gab die eiste Veranlassung zur 
Untersnehong der GleichgewicbtSTerhSlfnisse Bandförmiger Massen. Da 
die genannte Anfjgabe för den Festongsbau von besonderer Wichtigiceit 
ist, so kann es nicht befremden, dass wir die ersten primitiTen Betiach- 
tangen fiber den Erddmck bei Festangsbanem finden, find dass sich 
um dieses Gebiet besonders Mitglieder eines Standes verdient gemacht 
haben, dem die Mechanik in Folge einer glücklichen Vereinigung weit- 
gehender theoretischer Kenntnis mit den Anros^ungen, welche eine stän- 
(lit^'c Bcriihrnng mit den Fragen der Technik giebt, auch sonst manche 
wichtige Förderung verdankt, nämlich französische Ingenieurofficiere. 

Der Physiker Coulomb und der Geometer Poncelet geborten 
diesem Stande an, und beide haben in der hervorragendsten Weise znr 
Entwickelang der Erddrocktfaeoiie beigetragen, der eine, indem er zoerst 
aof rationelle Weise ein Piineip für die Bestimmong des Erddrucks er^ 
mittelte, der andere, indem er hieraus eine auch auf compHchrtere Fälle 
anwendbare graphische Constmction ableitete. Coulomb hat, wie wir 
im Gegensatz zu anderen Sehrlftstellem schon jetzt hervorheben wollen, 
sein Princip in logisch und mathematisch einwandsfrcier Weise begründet 
auf gewissen pliysikalischen Voraussctznnf^cn über die Natur des Sandes 
und auf einer gewissen vereinfachenden Annahme mehr geometrischer 
Natur. So vorteilhaft diese Annahme für die Einfachheit der Bestimmung 
des Seitendrucks der Erde ist, hat sie doch einen ganz beträchtlichen 
Mangel im Gefolge. Sie hindert n&mlich die Anwendbarkeit der entp 
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wiokelten Theorie auf andere als das eben angegebene Problem. IMesen 
Mangel beseitigt eine Betrachtongsweise, die ähnlich, wie es in der Hy- 
drostatik und in der Elastidtttstbeorie geschieht, ausgeht Ton den Be- 
ziehungen zwisclien den Druckkräften, welche an einer beliebigen Stelle 
im Innern der Sandniasse herrschen. 

Rank ine und später unabhängig von ihm Win ekler und M. Levy 
haben diesen AVeg eingeschlagen und sind dabei zu bemerkenswerten 
Besultaten gelangt. Aber auch diese Entwickelungen unterliegen einer 
gewissen Beschränkung, die allerdings mehr für den Theoretiker als für 
den Praktiker yon Bedeutung ist Sie beziehen sich nämlich ausschliess- 
lich auf ein Gebiet von zwei Dimensionen, und erfordern also bei ihrer 
Anwendung, dass sieb alles yöUig gleichmSssig in Bezug* auf eine hori- 
zontale Längsrichtung Terhili Auch lassen sich diese Entwickelungen 
nicht, wie man wohl meinen möchte, ohne weiteres auf ein Gebiet von 
drei Dimensionen übertragen. Sie erfordern zu dem Ende eine gewisse 
Umformung, der zufolge dann jede Aufgabe der Krddriicktheorie zu einer 
ziemlich schwierigen Aufgabe der Variationsrechnung wird. 

Das Couloinb'sclie Princip und die Rankine'schen Entwickelun- 
gen beruhen im Grunde auf denselben Vorstellungen über die physika- 
lische Natur des Sandes. Ganz anders ist in neuerer Zeit Boussinesq 
verfahren, um Grundlagen für die Statik des Sandes zu gewinnen. Von 
allgemeineren Ausdrucken für die Druckkräfte ausgehend, gewinnt der 
genannte Forsdier durch Specialisirung die besonderen Formeln für die 
yerschiedenen Klassen von Köipem and bringt so die Statik des Sandes 
in eine nahe und innige Beziehung zur Hydrostatik und zur Lehro vom 
Gleichgewicht elastischer Körper. 

Es ist fast selbstverständliclj, dass von Alters her Versuche über 
den Druck von Sand gemacht worden sind. In welchen Beziehungen die 
Er<:ebnisse dieser Versuche zu den theoretischen Resultaten stehen, nach 
welcher Richtung hin sie vielleicht noch als lückenhaft zu betrachten 
sind und anderes in Bezug auf die experimentelle Seite der frage, soll 
im Schlusscapitel unserer Abhandlung erörtert werden. 

I. 

]>ie Vorläufer der Coulomb* sehen Theorie, das Coulomb* sehe Princip und 
die graphisch-geometrische Dmckbestimmung Poncelet's. 

§ 1. Fast ohne Ausnahme nehmen die Bearbeiter der Erddmck- 
tbeorie die Tbatsache zum Ausgangspunkt ihrer Betrachtungen, dass man 
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« 

erdige oder sandige Sabstanzen bis sa einer gewissen BSsohung anf- 
schfitten kann, dass aber bei dem Versncbe, den Sand steiler aofsasclifitten, 
ein Abrollen desselben eintritt Das am nächsten liegende nnd einfachste war 

es offenbar, den "Widerstand, welchen standfeste Mauern diesem Abrollen ent- 
gegensetzen, ähnlich zu behandeln, wie die Kraft, welche das Gleiten eines 
starren Körpers auf einer schiefen Ebene hindert. In der Tliat beruhen 
auch die ältesten Erddrucktheorien auf diesem Gedanken. Sei es nun, dass 
man das Prisma, welches von der zunächst als senkrecht angeschenen 
hintoroti Fläche der Maoer und der natürlichen Böschung begrenzt ist, 
als Ganzes behandelt, sei es dass man dasselbe durch £benen, die der 
naturliclien BSschungsebene parallel sind, in Schiebten zerlegt, immer 
kommt es darauf hinaus, das Gewicht des Prismas in zwei Gomponenten 
zu zerlegen, von denen die eine der Boschungsebene parallel ist und die 
andere senkrecht zu ihr steht Die erstere giebt dann den Druck der 
Erde gegen die Mauer. 

Ofi'cnbar tragt das Verfahren, bei welchem das Prisraa in Schichten 
zerlegt wird, weiter, indem dasselbe nicht nur den Gesamtdruck, sondern 
auch seine Verteilung über die Mauer liefert. Namentlich erlaubt diese 
Methode einen sicheren Schluss in Bezug auf diejenige Grösse, um welche 
es sich bei der Stabilitütsuntersuchung vor allem handelt, nämlich in Be* 
zog auf das Moment für die vordere Kante der Mauer. 

Zwar gelangen auch diejenigen zu dieser GrSsse, welche das ganze 
Prisma betrachten, aber dock, nur Yermittelst einer willkürlichen Annahme, 
welche bloss zujallig zu demselben Resultat föhrt, wie das eben geschiU 
derte Verfahren. Hier wird das Gewicht des ganzen Prismas im Schwer- 
punkt vereinigt nnd dann in zwei Gomponenten zerlegt, d. h. man nimmt 
an, dass sich die drei Kräfte, weiche auf das Prisma ^virken, im Schwer- 
punkte treffen müssen, während in Wirklichkeit doch nur erforderlicli ist, 
dass sie sich in irgend einem Punkte schneiden; man kann also mit 
Grund nicht mehr angeben, als dass sich die Reactioneu der Mauer und 
des stehen bleibenden Erdreichs auf einer Verticalen durch den Schwer- 
punkt des Prismas schneiden müssen. 

Wir finden diese Auffassung bei den Architekten Bullet*) und 
Rondelet**). Nach Mayniel***) findet sich dieselbe Lehre in ver- 



•) Traite d'architecturc pratiqnc, IGOl. 
•*) Traite theorique et pratique de l'art de bätir. 

***) Traite experiraental, analytifiuo et pratique de la poussee des terres 
et des murs de revetement Paris 1S08. 4^ 
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sefaiedeoeii Denkscbiifkeii des „d^pdt des forlificatioiis''; es werden ange- 
fahrt Sallonnyer und Blavean (vom Jahre 1767) sowie Tersae de 

Montlong (1774). In Deutschland hat sich diese Lehre lange erhalten, 
auch nachdem man schon bei weitem rationellere Theorien besass. 
Wir erwähnen zum Beweise dieser Behauptung Kästner*), Graf v. 
Kinsky**), Vossmann***), Maschekf) u. a. Sonstige Anhänger dieser 
Lehre sind A. M. Lorgnaff), Ypeyfff), von Clasen*f), 

§ 2. Eine schwache Seite der im vorhergehenden Paragraphen dai^ 
gelegten Theorie ist offenbar die, dass der Dmclc des Erdreichs gegen 
die Hauer parallel der Böschnngsebene, also yfiUig nnabhfingig yon der 
Beschaffenheit der Uaner sein soll. Je glatter die Haner ist, nm so geringer 
wird aber die Neigung des Druckes snr Normale sein müssen, oder an- 
ders gesprochen anf die Dmckneigung ist die gegenseitige Reibung des 
Erdreichs und Hauerwerks von Einflnss. Will man diese vernachlässigen, 
so muss die Druckrichtung senkrecht zur Mauer genommen werden. So 
crelangt man zu einer Druckbestimmung, hei welcher das Gewicht des 
Pris[nas in zwei Cumpouenten senkrecht zur Mauer und zur Böschungs- 
ebene zerlegt wird. 

*) Vergl. Woltmann, Beyträge zur hydraulischen Architektur Bd. Iii 
pg. U6ff. Gottingen 1794. 

**) Graf von Kinsky, Vom Dmck 3er Erde auf Futtennauem. Abh. 
einer privaten Geselisehaft in Böhmen^ Bd. III, und anch Bohm*8 Magasin fSr 

Ingenieurs und Artilleristen Bd. XII p. 127 ff. Frankfurt und Leipzig 1795. 

***) J. H. Vossmann, Ilandliuch für Ingenieurs und Bauleute über die 
reine Theorie des Drucks der Erde bei allerlei Manem an Festungswerken, 
Weinbergen, Ueerstrasson. 8*^. Mannheim 1804. 

t) F. J. Maschek, Theorie der menschlichen und thicrischen Kräfte. 
Mit einem Anhango über den Erdendruck und die Strebepfeiler. Prag 1842. 8*^. 

tt) Anton Maria Lorgna, Tentativo fiscio-meccanico sulla resistenza 
muri contro la spiuta de terreni. Atti di Siena T. II p. 165 ff., Böhm s ilag. 
f. Ing. u. Artiii. Bd. IV p. 119—162. Glessen 1778. 

tft) N. Ypey, Yerhandeling Over de Profilen derMunren. Yeihandeling 
*der Haarlemsche Haatshappy. 6 D. 2 St p. 516—542, deutsch in Böhm's Mag. 
f. Ing. XL Artiii. Glessen 1778, p. 93—118. 

*f) von Olasen, Allgemeine Berechnung der St&rke der Fnttermanem 
gegen den Druck der Erde, Böhm's Mag. f. Ing. u. Artiii. Bd. V, Glessen 1779. 

— — Beweis, dass der Druck der Erde gegen eine lothrechte Mauer gleich 
seye dem Druck des Wassers gegen eben dieselbe Fläche, Böhmes Mag. f. Ing. 
u. Artiii. Bd. VII p. 199-204. Glessen 17S1. 

— — Fortsetzung des Gedankens des Uerrn Gerlach im Anhange der me- 
chanischen Weisheit p. 29 V. Stück. Bübm's Mag. f. lug. u. Artiii. Bd. Yll 
p. 205—227. Glessen 1781. 
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Man überzeugt sich leicht, dass bei dieser Theorie der Druck des 
Erdreiches gegen die Futterraauer unahhängitr von dem Böschungswinkel 
der Substanz und gleicli dem Druck wird, welchen eine Flüssigkeit von 
gleichem specifischen Gewicht wie das Erdreich ausüben würde. Bei der 
Besümmung des Momentes macht sich hier ein Unterschied geltend, je nach» 
dem man die Saudmasse in Schiebten zerlegt, oder ob man die ganze Masse 
des Prismas sieb im Scbwerponkt vereioigt denkt and dann das Gewicht in 
die beiden Componenten zerlegt. Nach der letzteren Betrachtimgsweise 
greift der Drock im unteren Endpnnkt des oberen Drittels ao, wfifavend 
nach der anderen mehr rationellen Betracbtangswdse, genan wie bä 
FInssigkdten, der obere Endpunkt des unteren Drittels sich eigiebt*). 

$ 3. Dass die Ergebnisse der vorstehend gekennzdehneten Theorie 
so vollkommen mit den Gesetzen der Hydrostatik übereinstimmen, hat 
seinen Grund in der willkürlichen Annahme, dass der Druck längs der 
Tri'iinunijsfläche des Erdreichs auf derseliien senkrecht stehe. Den ersten 
Versuch, sich einen Einblick in die hier obwaltenden Verhältnisse zu ver- 
schaffen, hat Couplet**) gemacht. Der Theorie wird die Auffassung 
so Grande gelogt, dass der Sand ans gleich grossen Kogeln bestehe, die 
in gewisser, nach nnseter Aaffassnng willkdrUch angenommener Weise 
regelmSssig anigeschichtet sfaid. Jedes ehuelne Korn mht dabei auf 
drei anderen, mit welchen es ein regelmSssiges Tetraeder bestimmt 
Hieraas wird zoniehst theoretisch die Bösehang abgdeitot. Wenn non 
eine glatte Wand vor dem Sande aufgestellt ist, so werden die un- 
mittelbar hinter derselben befindliehen SandkOmer anders gestutzt als 
die im Innern befindlichen. Daraus leitet Couplet dann ab, dass das 
von der Wand und der Böschungsebene eingeschlossene Sandgewicht in 



•) Mayniel führt in seinem schon genannten Werke diese Bntwicke- 
lung unter dem Titel .Theorie de divers ingenieurs'' auf. 

Zu nennen sind hier auch die schon citirten Abhandlungen des dänischen 
Obersten von Clasen, welcher, wie die Titel (vergl. oben S. 80) zeigen, 7.\i 
dem Resultat gelangt, dass der Knidruck gleich dem Wasserdruck ist. Jeduch 
geht aus der einen Ableituugsweise, bei welcher der Erddruck im unteren 
Endpunkt des oberen Drittels aogreifirad gedadit wird, nur hervor, dass die 
Momente dnander gleich sind, während das andere Verfshren eine grosse An- 
sshl Ton inneren Widersprachen enthUt Besonders fehlerhaft ist die Aus- 
dehnung auf überhöhtes Brdreich in der Fortsetzung des Gedankens des Herrn 
▼on Qerlach ini Anhange zur mechanischen Weisheit, B5hm*sNag. Bd. VII. 

Couplet, De la pouss^e des terres contre leurs revestomeiits < t la 
fOTce qu'on leur doit opposer. Histoire de Tacademie royale des sciences. Annees 
MDCCXXVI, MDCGXXVII, MDCCXXVUI Paris. 

JaliTMibcr. d. DmtMbcn ll«tbeiii,rT*miilgiiag. II« 6 
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zwei Componeiitcn zu zerlegen ist, von denen die eine, der Erddruck, 
zur Mauer sonkrocht steht, wäliriMid die andere, die Reaction der Iteiden 
Restandteile des Erdreichs, eine von der Böschung abhängige Richtung 
bat, welche aber nicht auf der Böschungsebene senkrecht steht. Da 
Couplet sich das Prisma im Schwerpunkt vereinigt denkt^ so greift 
nach ihm der Erddruck in |- der Mauerhöhe an. Man fiberzengt sich 
dbrigens leicht» dass Couplet bei conseqnenter Dnrehlfihmng auf } der 
H5he geführt worden wSre. 

So interessant und im Gmnde auch der Natur der Sache ange- 
messen der Versuch Couplet*s ist, blieb er fQr die Entwicklung der 
Erddrnektheoiie ohne Folgen, wohl hauptsächlich deswegen, weil bei Be- 
riicksichtigung der natürlichen Verhältnisse, als da sind: unregelmässige 
Gestalt der einzelnen Sandkörner, Verschiedenheit ihrer Grösse und Un- 
regelmässigkeit der Schichtung, eine niatheniatische Verfolgung des Pro- 
blems ziemlich aussichtslos erscheint. Ei?i Resultat der Couplet' sehen 
Theorie ist aber für die Folge von weseutliclier Bedeutung geblieben; es 
ist das die Erkenntnis, dass der Druck an der Trennungsfläche nicht auf 
letzterer senkrecht steht, dass sich an der Trennnngsfl&ehe auch tangentiale 
widerstehende Kräfte geltend machen. 

§ 4. Mit Berncksichtignng dieser widerstehenden ErSftey welche 
man bald als Folge der Cohision und Reibung anzusehen lernt, ist dann 
zunächst in recht willkürlicher Weise eine Bestimmung des Erddmcks 
versucht. Bölidor*) und nach ihm Papacino d*Antonj**), Trin- 
cano***) und anderef) bestimmen den Erddruck nach der im § 2 ge- 
schilderten Weise lind nehuieii daiui in Rücksicht auf die Reibung nur 
einen gewissen Bruchteil desselben. In derselben Weise berücksichtigt 
die Reibung Fuss ff), welcher aber das Gewicht des Prismas in zwei 

*) Bei i der, La science des ingeuieurs daus la conduite des travaujt 
de fortifioation et d'architocüire eivile, Paris 1729. 4°. 

**) Papacino (rAntonj, DciP arrhitettura militare per le regle scuole 
teoriche d'artiglieria ot fortiricazione, Torinu 177S. 8". 

***) Trincano, Klemens de fortification et de Tattaque et de la defense 
des places, Paris 1786. 9^. Bd. I p. 805 u. ff. 

t) Ueber die Futtermauein der Festungswerke. ArchiT für die Off. der 
Königl. Preuss. Artiii.- u. Ing.-Corp8, Jahrgang VII Bd. 18 p. 225 u. ff. Berlin, 
Posen, Bromheiig 1841. 

a) N.Fuss, Examen theor^tique des revStements ä dos indin^ et des 
revStements Ii assises inrliiu'es, pmposüs par quelques auteurs de fortifi- 
cation. Nov. act. A(\ scieat. iinp. PertropoUtanae T. XXII (1795 u. 1796) p. 80 
bis 100, Petrop. MDCCGXXVII. 4f>. 
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Componenten senkrecht und parallel der Gleitfläclie zerlegt. Jedoch lässt 
sich hier das Verfahren anf etwas rationellere Weise rechtfertigen, wenn 
man auf die an der Gleitfläclie stattfindende Reibung die Gesetze an- 
wenden will, welche für die Reihung fester Körper gelten. Bei einem 
bestimmten Böschaogswinkel a (45*^, wie von den älteren Autoren meist 
für alle Erdarten angenommen wird) stehen die beiden Componenten 
parallel and normal aar BSschnngsebene in einem bestimmten Verhält- 
nis; wird nnn die dnreh den Druck auf die BSschnngsebene hervoige- 
mfene Reibung gleich einem besümmten Bmchteil desselben gesetzt, so 
vird sie auch ein Brachteil der Parallelcomponente sein. Man wird also 
von letzterer einen bestimmten Bruchteil zu snbtrahiren haben, um zum 
Erddruck zu gelangen. Der Angriffspunkt kommt bei dieser Auffassung 
in dem oberen Endpunkt des unteren Drittels zu liegen. Dass diese 
Theorie auch sonst Vertreter hat, geht aus Mayniel's*) Bericht hervor, 
welcher auf Seite Gl seines Werkes über eine derartige von einem Ano- 
nymus herrührende Theorie im „d^pot des fortifications^ berichtet Auch 
Gauthey**) ist ein Vertreter dieser Anschauung. 

Bei der im Grunde lationeiieren Auffassung, dasa der Druck der 
Erde nicht gerade die Richtung der Bösdinngsebene habe, sondern dne 
durch die Reibung des Erdreichs an dem Mauerwerk bedingte Richtung 
besitst, lässt sich natürlich die Reibung an der Tkennungsebeoe auch in 
rationellerer Weise berücksichtigen, als bei den oben geschilderten Theorien. 
Das Prisma des Erdreichs wird durch zwei Kräfte gegen die Böschungs- 
ebene gedrückt, nämlich durch das Eigengewicht und durch den wenig- 
stens der Richtung nach bekannt vorausgesetzten Widerstand der Mauer 
gegen den Rrddnick. Beide liefern eine zur Böschungsebene normal 
gerichtete und eine parallel gerichtete Componente. Eine Gleichung zur 
Bestimmung des Erddrucks erhielte man dann aus der Bedingung, dass 
die durch die Summe der Normalcomponcnten hervorgerufene Reibung 
hinreichen muss^ dem Ueberschuss der abwärts gerichteten Fanülelcom- 
ponente des Eigengewichtes Aber die aufwärts gerichtete Componente des 
Widerstandes das Gleichgewicht zu halten. 

f 5. Die am Schlüsse des vorhergehenden Ftoagraphen wiedergege- 
bene Ueberlegung ist zneist von Coulomb***) auf die Theorie des Erd- 

*) Hayn! 6 1 1. c. p. 61. 
**) Gauthey, Memoire sur ripaisseur' que Ton doit donner aux mnrs 

de soutenement. Nouv. Mem. de Dijon 1784, II p. 28 et 1785» I p. 1. D^on. 8<>. 

***) Coulomb, Essai sur une application des regles de raaximis et mini- 
mis a quelques problemes de statique relatifs k Tarcbitecture. M^m. de math^- 

6* 
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draeks angewendet worden. Sie stellt nur einen verhältnismä.ssig kleinen 
Teil der Verdienste dar, wolclio sich der genannte Forscher um die 
Erddruckstbeoric erworben hat. 

Zunächst hat Coulomb als der erste die wahre Natur des Problems 
Erddruckbestimmung als eine Bestimmung von zwei Grenzwerten 
erkannt, zwischen denen der wirkliche von dex besonderen Beschaffenheit, 
namentlich der Bewcgungsföhigkeit der Hauer und den sonstigen auf die 
Wand wirkenden KiSllen abliängige Druck der Erde selbat liegt tat 
die Besnitante der Kiifte, welche die Haner gegen den Erddmok im Gldcb- 
gewicM halten sollen, an schwach, so wird an einer gewissen Fliehe im 
Innern des ErdralchB die Reibung und CohSsion erschSpft, es tritt ein 
Brach ein, die Ilaner giebt nach. Ist hingegen die erwShnte Resoltante 
zn stark, so wird die ÜKaer fn das Innere getrieben. Auch hier wird 
längs einer gewissen Fläche die Reibung überwunden, und es tritt eben- 
falls ein Bruch ein. 

So lan(]fe man nur den einen Fall ins Auge fasste, dass die Mauer 
in Gefabr sei, durch die Sandmasse verdrängt zu werden, lag es nahe, 
die durch den Fuss der Mauer gehende Böschungsebcne als Trennungs- 
oder Gleitfläche zu betrachten. Zog man aber auch den entg^nge- 
setzten Grenzüall in Betracht, so mnsste schon die Ueberlegong, dass in 
beiden FSllen nicht an denselben Stellen die Trennung eintreten werde, 
au einer Kritik dieser Annahme fahren. So steht es denn im nnmittel- 
baien Zusammenhang mit der Fragestellnng Conlomb*s, dass er die 
TrennnngsflXohe nicht von vom her^ willkürlich annahm, sondern ihre 
Bestimmung zum Hanptaiel seiner Deduetion machte. Nor eine An- 
nahme behält Coulomb im Interesse der Einfachheit bei, nämlich die, 
dass die Gleitfläche eine durch die hintere Kante des Mauerfusses ge- 
legte Ebene sei. 

Coulomb bestimmt zunächst die horizontalen Kräfte A und A', 
von denen die eine gerade noch hinreicht, einen Körper am Abgleiten 
anf einer rauhen schiefen Ebene zu hindern, während die andere gerade 
80 gross ist, als sie noch sein darf, ohne den Körper die schiefe Ebene 
hinauf so schieben. Der Körper (Fig. 1) sei ein dreiseitigea Prisma von 
der LSnge eins, mit der einen Seite ruhe dasselbe anf der schiefen Ebene, 
die eine der bdden anderen Seiten sei horixontal (Breite j), die dritte Seite 

malique et de physique presentes a TAcad. Royale des .sciences par divers 

savants. T. VII Annen 1773. Paris 177(;. V\ Auch abgedruckt in Cou- 

lomb^s ^Theorie des machiues simples''. Paris 1821. 4^. p. 318 u. ff. 

Deutsch in Böhmes Mag. Bd. Y. 1779. 



Digitized by Google 



Die Eutwickeluug der Lebro vom Erddruck. 



85 



ff 

vertical (Höhe gleich a). Das Gewicht 9 = -|- ax bat dann parallel und 

Dormal zu der Seite, aul weicher das Prisma ruht, die Coiuponeuteu 

Die Ktaft A hat die beiden Gomponenten 

Ax , Aa 

und 

Demnach übt das Prisma aal seine Unterlage eine iüraft ans, deren 
Normaicomponente gleich 

^x+Aa 

]/8^hPx« 

ist, während die abwärts gerichtete Taugenüalcompouente gleich 

<pa — Ax 

ist Im Falle des Gleichgewichts, wie wir ihn zn betrachten haben, 

wird dieser nun gerade durch die lieibung und durch die Adhäsion, 
welche an der scliiefeu Khoiie stattfindet, das (lleichgewicht gehalten. 
Die Adhäsioa ist ^rDportiouai der Länge der schiofou Ebene und gleich 

SVa'-hx', die Reibung ist ein Bmchtdl <^ des Normaldracks. Dem- 

n 

nach haben wir für A die Gleichung 

<pa — Ax 1 (px + Aa 

nnd hieraus 

X 



^ n 5 a»4-x» g ""(^ n) . a»H-x' 

A = <p S = -2-a 0 • 

^ a a 2 a . . a 

x4 xH xH xH 

n n n n 

In ähnlicher Weise crgiebt sich für die obere Grenze A': 

A =«p — — r=¥* —-^^ — r- 

X X X X 

n n n D 

Durch diese beiden Ansdrucke sind nnn aber auch swei Grenzen fSr 

die Kraft K gefunden, wclclie eine Mauer von ihr ilöhc a und Erd- 
reich vom specifischeu Gewicht g auf einander ausüben können. Ist E 
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so beschaifoo, dass es innerhalb der beiden Grenzen fär jeden beliebigen 
Wert X liegt, so herrscht offenbar Glttchgewicht, weil ja dann an keiner 
der geneigten Ebenen die Reibung und CohSsion völlig erschöpft wird. 
Wenn es aber solche Werte x giebt, für welche E nicht mehr in 

den zugellürim'ii Grenzen liegt, so ist Gleichgewicht nicht mehr möglich. 
Demnach erhalten wir die untere Grenze für K. indem wir A zu einem 
Maximum machen, und die obere Grenze, indem wir x so wählen, dass 
A' ein Minimum wird. 

Für die ontere Grenze, welche Coulomb als die wichtigere allein in 
Frage zieht, eigiebt sich 

Mit dicsüin Ausdruck, welcher von d unabhängig ist, erhält Coulomb 
den zugehörigen Wert 

A = ma' — öla, 

in welchem m und 1 lediglich Functionen von ^ sind, die Coulomb 

selbst nicht genauer bestimmt. 

§ G. Das soeben im Änschluss an ('nnloml) entwickelte Princip 
für die Bestimmung des Erddrucks hat in der Folge den Namen des 
Princips vom Prisma des grossten Druckes erhalten. Dieser Name er- 
scheint namentlich darum nicht gläcklich gewählt, weil er leicht zu der 
unrichtigen Vorstellnng Anlass geben kann und in der Folge auch wirk» 
lieh Anlass gegeben bat, als ob die einzelnen Prismen, welche man 
durch verschiedene Ebenen von dem Erdkorper trennen kann, besondere 
von einander verschiedene Drucke auf die Hauer ausübten, von denen 
dann einer der grösste ist. Das ist natfirlich unrichtig; denn für jedes 
Prisma ist offenbar der Druck gleich dem Widerstand der Mauer, und 
dieser muss ja naturgcuiäss von der Wahl des Prismas unalihiingig sein. 
Wohl aber ändert sich der Widerstand, den die einzelnen Prismen erfor- 
dern, wenn sie nicht abgleiten sollen, und dieser erforderliche Wider- 
stand ist es eben, dessen Maximum die untere Grenze für die zwischen 
Mauer und Erdreich wirkende Kraft oder kurzer den unteren Grenzwert 
des Erddrucks liefert 

Zwar spricht auch Coulomb schon von einem Prisma des grössten 
Druckes. Aus dem ganzen Zusammenhang geht aber unzweifelhaft hervor, 
dass er sich dieses Ausdrucks nur im Interesse der Kurze nnd um weit- 
schweifige Wiederholungen zu vermeiden bedient. Nicht einmal, sondern 
an verschiedenen Stellen spricht er deutlich aus, was gemdnt ist: ein 
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Pnsma, welches den grössten Widerstand erfordert, wenn es am Ab- 
gleiten gehindert werden soll. 

Wenn Winkler*) nnd Rebbann**) trotzdem einem Coulomb 
die oben gerügte ungereimte Ansicht ▼orwerfen, so ist das ein weiterer 
Beleg för die durch andere Umstände leicht zu beweisende Thatsache, dass 
sie beide die fundamentale Abhandlung Gonlomb^s nicht gekannt haben. 
Wie hätte wolil sonst Rebliaiin seine Deduction, die im Grunde mit 
(Icrjcnigen Coulomb 's übereinstiuiiiit, als neu bezeichnen können? Wenn 
aber noch ein Zweifel über die Kicliligkeit unserer Behauptung bestehen 
konnte, so wird derselbe hinfällig durch den Hinweis auf folgende Worte 
in Rebhann' s Buch [§ 14 p. 45 Z. 11 v. u.J: „Im Jahre 177.3 hatte 
er (nämlich Coulomb) seine Untersuchungen hierüber unter dem Titel 
^Memoirea des saTans öbAngers** der Academie des sciences vorgelegt*^. 
Dass auch Wink 1er nicht das Original benutzt haben kann, folgt zu- 
nSchst daraus, dass er die Schlüsse Rebhann's als richtig anerkennt, 
wihiend er diejenigen Coulomb^s als nicht vollständig klar bezeichnet 
Bei Winkler lisst sich nun aber noch ans einigen Aeusserungen auf 
die Quelle sehKessen, ans welcher er geschöpft hat. Er sagt auf S. 64 

Z. 10 v.o.: ^Setzt mau den Reibungscoefficieuten =f I Coulomb setzt 
1 Y 

ihn = ~J , und auf S. G5 Z. 1 v.o.; „Der entsprechende Druck ergiebt 
sich zu P = A.h^— Bch, wenn man zur Abkürzung 

A«=47(-f4-yH:?)*, B«2(-f+yiHhr») 

setzt (Coulomb*s Ausdrücke sind indes complicirter).<* In Wahrheit 

nennt Coulomb den Rcibungscoefficienteu — , und die (irösseu A und B 

berechnet er fiberhaapt nicht nSher. 

Beides trifft auf das Original also nicht zu, wohl aber auf einen Be- 
richt, welchen Martony von Koszegb***) unter dem Namen eines «Aus- 
zuges^ fiber Coulomb*s Theorie giebt Bezüglich dieses Berichtes sind 

dann auch die Einwände von Winkler und Rebhann berechtigt 

•) E.Winkl er. Neue Theorie des Erddrucks nebst einer Geschichte 
der Theorie des Erddrucks und der iiieräber angestellten Versuche. Wien 
1872. K. Y. W^aldheim. 8". 

**) G. Rebhunn, Theorie des Erddrucks und der Futtcrniaueru mit be- 
sonderer Rücksicht auf das Rauwcsen. Wien 1871. C. Gcrold's Sohn. 8". 

•*•) C Martony de Küszcgh, Versuche über den Seitendruck der Erde, 
verbunden mit einer theoretischen Abhandlung über diesen Gegen.stand nach 
Coulomb und Fran^ais, nebst einer Nachweisung älterer Versuche dieser 
Art Wien 1828. 4^ 
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§ 7. Ueber zwanzig Jahn hat es gedauert, bis die Prindpien 
Coalomb's diejenige Anerkennung landen, welche sie ihrer Bedentong 
nach verdienten. Trotz der henromgenden Stelle, an welcher sie ver- 
öffentlicht wurden, scheinen sie zunächst nur wenig bekannt geworden 
zu sein. So erwähnt z. B. der Referent der Jury zur Beurteilung der 
Lösungen einer von der Petersburger Akademie für Ende 1793 gestellten 
Preisaufgabe über den in Frage stehenden Gegenstand, N. Fuss, weder 
in seinem Bericht noch in der schon ciürten Abhandlung von 1796 die 
Abhandlung Coulomb's. 

In Deutschland scheinen Ideen, welche mit denjenigen Coulomb% 
verwandt sind, noeb am ehesten Anklang geiimden tu haben. Z. B. 
giebt ein Hauptmann von Zach in einem Anhange zur zwdten Auflage*) 
der Abhandlung des Grafen von Kinsky Entwickelungen, welche starke 
AnklSnge an die Untersuchung Coulomb*s enthalten. Er berichtet, 4ass 
Graf von Kinsky schon vor 1776, dem Jahre, in welchem die erste 
Auflage der genannten Abhandlung erschien, im Besitze des.soiben gewesen 
sei, und wohl nur aus praktischen Gründen den von ihm betretenen 
Weg dem eben bezeichneten, mathematisch eleganteren vorgezogen habe. 
Freilich sind die grundlegenden Gedanken nicht frei von Unklarheiten, 
und die mathematische Entwickelung mit einigen Irrtümern behaftet, so 
dass das Resultat für die Bestimmung des JSrddrucks nicht von wesent* 
lieber Bedeutung ist 

Glücidicher ist der in Fachkreisen bekannte Architekt und Hydrau- 
liker R. Weltmann**), dessen Methode der Erddhickbestimmnng, abgesehen 
davon, dass die Cohäsion nicht berficksichtigt whrd, mit derjenigen Co u- 
lomb's nberdnstimmt und die letztere sogar an Süsserer Eleganz über- 
trifft, indem Weltmann an Stelle des Reibnngscoefficienten den Rei- 
bungswinkel von Sand auf Sand einführt. Die Begründung allerdings 
bleibt an Klarheit und überzeugender Kraft weit hinter der des fran- 
zösischen Gelehrten zurück. Was das Schlimmste ist, Weltmann ist 
von der Richtigkeit seiner ersten Theorie so wenig überzeugt, dass er 
ihr eine zweite folgen lässt. So hat er zwei verschiedene Methoden der 
Erddruckbestimmung, zwischen denen er sich auf theoretischem Wege 
nicht zu entscheiden vermag. 

*) F. J. Graf Kiusky, Abhandlung vom Druck der Erde auf Futter- 
maueru uebst einem Ajihange vom Abrollen der Erde von v. Zacb. Wien 
1788. 8". 

•*) Wültmann, Beyträgo zur hydraulischen Architektur. Bd. III, Göttin- 
gen 1794 und Bd. IV, 1799. 8«. 
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Wie oben geseMldert wnrde, sind es im wesenflichen zwei Griuid- 

anschauangon, von denen die Bearbeiter der Erddrucktheorio bei iliren 
Entwickolungen ausgehen. Die einen betrachten das Prisma, welches im 
Grenzfaü in Gefahr steht abzustürzen, als einen Körper, der auf einer 
schiefen Ebene ruht und durch eine der letzteren parallele Kraft gestützt 
wird, die anderen betrachten dieses Prisma als einiMi zwisdien der Mauer 
und der Gleitflächc ruhenden Keil. Coulomb brachte die auf der letz- 
teren Anscliaoung benihende Theorie, welclie er nach unserer Heinang 
mit gutem Grand als die allein berechtigte ansah, zu einem gewissen 
Äbwhlnss. Woltmann, wohl banptsicblicb unter dem Einfloss Kftstner*s, 
der sich ja seiner Zeit eines bedeutenden Ansehens erfreute, hielt die 
erste Anschauung für gleichberechtigt mit der zw^ten. So machte er 
denn den Versuch, auch auf die erste Anschauung das Verfohren anzu- 
wenden, welches ihn bei der zweiten zum Ziel geführt hatte. 

Das Gewicht des Prismas wird in zwei Cumpunenten zerlegt, von 
denen die eine zu der vorläufig unbekannten Glcitfläclie parallel, die an- 
dere senkrecht zu ihr ist. Die durch die letztere hcrvurgcrufene Reibung 
wird von der ersteren subtrahirt. und dann die übrig bleibende Kraft io 
eine vcrticale und eine horizontale Componente zerlegt. Die unbekannte 
Neigung der Gieitfläche wird dann mit einfacher Uebertragung des bei 
der anderen Theorie befolgten Verfahrens durch die Forderang bestimmt, 
dsiBs die horizontale Componente ein Uaumum wird. Das Maximum selbst 
soll dann der gesuchte Seitendraek der Erde sein. 

Wenn sich nun auch Woltmann, um die Forderang des Maximums 
zu rechtfertigen, auf die bei der ersten Theorie vorgebrachten Grfinde 
bemft, so erscheint dennoch die Uebertragung der genannten Forderung 
rein willkürlicli und äusserlicb. Hei der Grundaiiscbauung, von welcher 
die Coulomb 'sehe und die erste Wo Itmann'scho Theorie ausgehen, 
wird die Richtung des Widerstandes von vorn herein festgelegt, man hat 
nicht nötig, dieselbe zu ändern, indem man für alle Ebenen die Möglich- 
keit erörtert, dass an ihnen die widerstehenden Kräfte zur Aufrechterhal- 
tung des Gleichgewichtes vöUig aufgebraucht werden. In Folge dessen 
f&hrt diese firorterong hier zu Bedingungen, welche mit einander ver- 
einbar sind. Dagegen gehört bei der anderen Orundanschannng zu jeder 
Gleitfläche eine besondere ihr parallele Richtung des Drackes. Das Ein- 
zige, was man also bei dieser Aul&ssung durch die Coulomb*sche 
Schlnssweise erreichen kdnnte, wäre der Schlnss, dass, wenn die Gleit- 
flSche und mit ihr der Widerstand der Mauer eine gewisse Richtung 
habe, die Grosse des Widerstandes eine gewisse von der Kichtung ub- 
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hSoglge untere Grenae überacfareiten mfisse. Warum nun gerade die- 
jenige Fläche die richtige QleitflSche sein soll, bei welcher die Horizon- 

talcomponente ein Maximum ist, das ist scliwer einzusehen. Selbst wenn 
man seine Zuflucht zu dem teleologischen Argument nähme, vermittelst 
dessen ein holländischer Ingenieure. L. Brnni ii t; s*) die Begrüuduiii,' der 
Coulomb 'sehen Theorie zu verbessern geglaubt hat, würde man viel- 
leicht zu di r Ueberzeugung. gelangen , dass ii^end etwas ein Maximum 
wird, schwerlich aber dazu, dass dieses etwas gerade die üorizontalcom- 
ponente sein müsse. 

Das Einzige, was sich vielleicht zu Gunsten dieser sp&ter von 
Hagen**) und ganz neuerdings von Skibinski***) wieder aufgenom- 
menen Theorie vorbringen liesse, ist praktischer Natur. Stellt man sieh auf 
den Boden der in Frage kommenden Grundansehauung, so kann man, um 
die soeben beschriebene Bestimmung des Erddrncks wenigstens fSr prak- 
tische Zwecke zu rechtfertigen, etwa folgendermassen schliessen. Wenn 
eine Mauer gegen eine Verschiebung gesichert sein soll, so muss sie min- 
destens einen horizuntalen Druck aushalten kinmen, der sich berechnen 
lässt, sobald die OIcitfläche bekannt ist. Ist das nicht der Fall, so muss 
man natürlich die ungünstigste Annahme machen, d. h. man muss sie so 
wählen, dass die Ilorizontaleomponcntc ein Maximum wird. Dass aber 
durch eine solche Ueberlegung nichts über die wirkliche Lage der Gleit- 
fläche ausgemacht wird, liegt auf der Hand. Dazu kommt noch dns: 
es ist nicht allein eine Verschiebung der Hauer nach vom, sondern viel- 
mehr eine Drehung um die vordere Kante ihres Fusses zu befflrchten. 
Stellt man nun in Bezug auf diesen Fall eine ähnliche Ueberiegung an 
wie vorher, so gelangt man dazu, die GleitflSche so zu wählen, dass das 
Moment dos Erddrucks in Bezug auf die in Frage stehende Kaute ein 

•) Vergl. den im vierten Bande der VV ol tnuiii u' scheu Beyträge ubge- 
druckten Brief von C. L. Brüuiugs. Die Schrift „Yerbaudeling over de zyde- 
lingsche drukking der Aarde, en de hiemaar te regelen afmetingen der mun- 
ren* aus dem Jahre 1803 war mir leider nicht zugänglich. 

**) Untersuchung über den Druck und die Reibung des Sandes. Annalen 
der Physik und Chemie von Poggendorff, Bd. XXVIII, 1833 p. 17-^, 
297-323. 

Handbuch der Was.serbaukuust, Teil II Bd. I, 1853, 
Ucbcr den Seitendruck der Erde. Abb. der Herl. Akademie, 1871. 
•**) Skibinski. Theorie des Knldrucks auf Grund der neueren Versuche. 
Zeitschrift des oestorreioluM-hen Ing.- und Architekten- Vereins XXXVII, p. (>'>, 
188.^: vergl. die Kritik vou Brik in der Wochenschrift desselben Vereius, 
Bd. XI. 
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Maximum wird. Wülchcs tlic Mängel uiner auf dieser Forderung aufge- 
bauten Erddrucktheorie, wie sie von .1, Curie*) ausgebildet ist, sein 
würden, li^gt nach dem Vorhergehenden auf der Uand und braucht daher 
hier nicht besonders ausgeführt zu werden. 

§ 8. Wie nicht anders zu erwarten, wurde die Coulomb 'sehe 
Theorie, nachdem sie erst aUgemeiner bekannt geworden war, auch die 
hemobende. Von BegiDn unseres Jahrhunderts ab besieht demgemSss 
die Entwickelung der Erddmektheoiie zunächst in einer Anwendung der 
von Coulomb für den ein&chsten Fall ebenen, horizontalen GdSndes 
und glatter, vertioaler Hinterseite der Mauer abgeleiteten Principien «nf 
die Terwickelteren FSlIe der technischen Praxis. 

Schon Coulomb hatte seine Theorie auf den Fall eines durch eine 
KiiizcUast beschwerten Erdreichs ausgedehnt. Aiissenlem hat er den 
Einfluss einer zwischen dem Mauerwerk und dem Erdreicli stattfindenden 
Reibung in Rechnung gebracht. Die Methode bleibt im wcsentliciien 
dieselbe. Der einzige Einwand, welcher sich unserer Meinung nach gegen 
die vorgenommene Berücksichtigung der auf dem Erdreich ruhenden l^n* 
zellast geltend machen Uesse, wSre wohl der, dass die Voraussetzung 
ebener Gleitfliehen hier weniger gerechtfertigt erscheint als beim unbe- 
lasteten Erdreich. 

Dem Einfluss der an der Wand stattfindenden Reibung trägt Coa- 
lomb dnreh die Annahme Rechnung, dass der Erddruek nicht mehr 
senkrecht zur Wand steht, sondern eine nach unten gerichtete tmgentiale 
Coraponentc besitzt, welche ein bestimmter Bruchteil der Nornialcompo- 
nente ist. Das Verfahron ist dasselbe wie früher. Es Vird zunächst 
unter Voraussetzung des angegebenen Verhältnisses der Ix'iden Compo- 
nenten der Widerstand berechnet, welcher erforderlich ist, um ein Gleiten 
auf einer beliebig angenommenen Fläche zu verhindern. Dann wird die 
Gleitfläche so bestimmt, dass die horizontal gerichtete Normalcomponente 
ein Maximum wird. Da die tangentiale Componente in einem von vom 
heran angenommenen VerhSltnis zur letzteren steht, so wird damit auch 
der ganze Widerstand zu einem Maximum. 



*) J. Curie, Nouvelle th^orie de la poussee des terres et de la stabilite 
des revfitements. Paris, Gauthiei^ViUars. 1870. 8o. 

, Sur la theorie de la poussee des terres. Gomptes rendus des s^ances 

de racad^mie des scienees, LXXIl, 1871, p. 366—369. 

de Saint-Venant, Bzamen d*un essai de throne de la poussee des 
terres contre los raurs destim's ä les sontenir. H. LXXVII, 233—241. 

J. Curie, Sur la poussee des terres. G. R. LXXVli 1873, 778—781. 
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]>er nSehste Schritt in der Entwiekelung der Erddmcktheorie be- 
steht darin, dass die Hintertliicbu der Mauer geneigt angenommen wird. 
Pruny*) und Ky tei wei n**) unternahmen zuerst eine Behandlung dieses 
Falles. Ihre Untersuchungen leiden jedoch an niehreren Mängeln, von 
denen der schwerwiegendste wohl der ist, dass, wie bei glatten, verticalen 
Mauern, der Erddruck horizontal angenommen wird. Wollten die ge- 
naonten Autoren von der Reibung absehen, so musste offenbar die Kich- 
tang des Druckes senlcrecbt zur Ebene der Hinterfliche angenommen 
werden, wtthrend die Berfieksiehtigang der Beibong zq einer Neigung des 
Druckes gegen die Normale fuhrt, die unabhängig von der Neigung der 
Hinterflache zur Verticalen ist. Mayniel***) hat sp&ter den Fall, dass 
die Reibung nicht zu berficksichtigeu ist, in einwandfreier Weise behan- 
delt. Bei Berficksichtigung der Beibnng begeht er jedoch einen Fehler, 
indem er das von Coulomb bei verticaler Wand eingeschlagene Ver- 
fahren ohne die erfonlorliclic Müdificutioii auf den neuen lall überträgt. 

Die Formeln May Iii el's sind auch iür den von ihm richtig behan- 
delten Fall äusserst verwickelt und schwerfallig. Franraisf) hat ihnen 
eine bei weitem geschmeidigere Gestalt gegeben, indem er, wie es schon 
vor ihm Woltmann und de Prony getban haben, an Stelle des Rei- 
bungscoefficienten von Sand auf Sand den Reibungswinkel oder vielmehr 
dessen Complement einfahrte, und als BestimmungsstOek der Gleitfläche 
ihren Winkel zur HinterflSche benutzte. So gelangt er dann zu dem 
bemerkenswerten von Prony schon für vertioale Winde abgeleiteten 
Resultate, dass die Gldtfl&che den Winkel zwischen der Hinterfl&che der 
Mauer und derjenigen Ebene halbirt, welche mit dem Horizont den Rei- 
bungswinkel und also mit der Verticalen dessen Complement einschliesst. 
Nennt man diesen für die Erdart charakiciisiischcn Winkel a, das Ge- 
wicht der Raunicinheit p, und c die Cühä;>iunscünstante, so ergiebt sich 
für die Grösse des Drucks gegen eine geneigte Wand von der Höhe b 
der Werth 



*) de Prony, Recherches sur la ponss^e des terres 1802. 

**) Gilly und Eytelwein, Praktische Anweisung zur Wasserbaukunst 
III, Berlin 1805. 4«. p. 101—130. 

*♦•) Mayniel, 1. .-. § 29-37, p. 112-120. 

t) Fran^ais, Recherches sur la poussee des terres sur la forme et los 
dimensions des revotements et sur le talus crexcavation. Memorial de l'officier 
du geuie, Bd. IV, p. 157-^ 2()ß. Paris 1820. S". Eine deutsche Ueber- 
setzuug findet sich in dem ächuu citirteu Werke von Martony de Köszegh, 
p. 12—41. 
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sin»— — 

P=:4ph' ch 

* - a — e , a — e 

cosecos' — = — cos'- 



2 2 
wo z den "Winkel bezeichnet, welclion die Wand mit der Verticalebene 
einscbliesst, and zwar soll dieser Winkel positiv sein, wenn die Verticale 
durch den Fuss der Maner im Innern des Erdreichs liegt Dieser Aus- 
dmck vereinfacht sich noch mehr, wenn man an Stelle von c die Grösse 

2c sinacose 



sin" 



2 

einführt. Dann wird 

a-i-e 



sm 



Ps=lph(h— h")| ^--^ fcose. 

C0S8C0S 1 

So lange h<:h" ist, wird P negativ; d. h. die Maner braucht dem Erd- 
reich keinen Widerstand entgegenzusetzen, um dasselbe am Abgleiten zu 
hindern; man kSnnte sogar noch eine gewisse Zugkraft ausüben, ehe das 
Erdreich in Bewegung gerSt. Deshalb wird das Erdreich auch ohne 
Stfitzmaner in Ruhe bleiben, so lange nur h<:h" ist. Die Grösse h" 
ist also diejenige Höhe, bis zu weldier Kidv unter dem Winkel s ab^re- 
stochen werden kann, ohne dass sie abstürzt. Für verticalen Abstich, 
d. h. für e = 0, wird sie gleich 

1,» 4c a 

h -ytg-. 

Diese Gleichung kann dazu dienen, die Gohiaion einer gewissen Erdart 
zu bestimmen, und ist auch wirklich dazu verwendet worden. Ein anderer 
ausgezeichneter Wert von s ist — a; für diesen wird h" unendlich 
gross, und demnach ist der Winkel a nichts anderes als der Winkel 
zwischen der Verticalebene und der natürlichen Böschung. 

Franpais betrachtet schon den Fall, wo die Mauerkrone nkht in 
der Höhe des Gelindes liegt, welches bei Brustwehren u. s. w. von Wich- 
tigkeit ist; jedoch ist dieser Versuch nicht frei von Willkürlicljkeiten, so 
wird z. die Oleitflächc so angenommen, wie sie sich unter der Vor- 
aussetzung ebenen Geländes bei der hetn^fteiitlcn UiclitmiL^ der Ilinter- 
fläche der Wand ergeben hatte. Kationelier hat später Audoy*) einen 



*) Audoy, Note additiouuel au memoire de M. Jldichaux sur la coa- 
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derartigen Fall untersucht; das Erdreich steigt bei ihm zunächst hinter 
der als glatt und vertical vorausgesetzten Mauer unter einem Winkel B 
zur Verticalen an und ist dann oben durch eine horizontale Ebene be- 
grenzt. Ganz richtig wird hier zunächst für eine beliebige Ebene der 
erforderliche Widerstand berechnet und dann diejenige Fläche bestimmt, 
welche diesen - Widerstand zu einem Mnximnm macht. 

Nach anderer Richtong hat Na vier*) die Erddmcktheorie erweitert, 
indem er eine gleichmSssige Uebwlastong des Eidreichs in Betracht zog, 
welche allerdings die Ansähe in dem allein erSrteit^ Falle einer hori- 
zontalen GelSndeflSche nicht sonderlich erschwert. Man hat jedoch 
nur n9tig, einen Blick anf die Formeln zu werfen, Termittelat deren 
Audoy seine doch noch verhiltnismässig einfeehe Aufgabe 19st, um 
die Ueberzeugung zu gewinnen, dass man auf dem bisher betretenen 
I'fado entweder gar nicht oder doch nur mit grossen SchwieriL'kcitcu zu 
einer für die complicirteren Fälle brauchbaren Lösung gelangen wiirde. 

§ n. Dem gronu'lrischen Sinne Poncelct's**) war es vorbehalten, 
einen Weg zu entdecken, der auch dann zum Ziele führte, wenn die 
bisher allein verwendeten Mittel der Rechnung versagten. Indem Pon- 
celet neben der Analysis die für die Mechanik bis dahin viel zu wenig 
verwertete Geometrie zur Begründung dnes Verfahrens heranzog, welches 
nicht, allein die Mittel der Rechnung, sondern auch das dem Ingenieur 
so gelaufige HnUsmittel der Zeichnung in Anwendung hrachte, förderte er 
nicht allein die Aufgabe der Erddruckhestimmung, sondern wurde zugleich 
der geistige Urheber einer Disdplin, welche fSr die Entwickelung der 
Statik, namentlich nach ihrer praktischen Seite hin, von der weittragend- 
sten Bedeutung gewesen ist. Sagt doch Culmann***) in der Vorrede 
zu seiner „Graphischen Statik", dass er an den hier in Frage stehenden 
Diitorsuchungen Poncclet's den Wert und Vorzug graphischer Metlioden 
schätzen gelernt habe. Diese doppelte Bedeutung der Po ucele tischen 



struction des rev^tements. Memorial de Tofficier du genie XI, 1832, p. 349 
bis 374. 

*) Nävi er, Le^ons sur Papplication de la m^canique k T^tablissement 
des constmi^ons et des machines. Ili^me Mit Bmxelles 1839. 8^. 

**) Poncelet, Memoire sur la stabilit^ des rev^tements et de leurs fon- 

dations. Note additionnelle sur les relations analytiques qui lient entro elles la 
pnussf'e et la Imtöe de la terrc. Memorial de Tofficier du g(^nic Xlll, 1840, 
p. 7—261, 2G2— 270. Deutsch von Lohmeyer: Uehcr die Stabilität der Erd- 
bekleidungen und deren Fundamente, Braunschweig 1814. 8®. 
***) Culmaun, Die graphische Statik. Zürich 1866. 
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Erddrackbestimmuiig wird es rechtfertigen, wenn wir hier in Kürze auf 
dieselbe einziehen. 

Rczüglich der Bcp^rcnzung des Erdreichs macht Poncelet die Vor- 
aussetzung, dass die hintt rc Fläche der Mauer eine Ebene sei, und dass 
das Gelände von mehreren Ebenen gebildet werde, welclie sich in paral- 
lelen Geraden schneiden. Ein zu diesen Oeraden senkrecht geführter 
Schnitt, welcher in der Figur 2a dargestellt ist, wird also ein Polygon 
BHIEF .... Sehl. In Bezog auf die physikalische Natur des Sandes 
bebUt Poncelet die Voraussetzungen, im allgemeinen bei, nur lasst er 
die Gohiteion unberücksichtigt, was vom praktischen Standpunkt deswegen 
gerechtfertigt erscheint, weil durch ein Absehen von einer widerstehenden 
Kraft die Sicherheit einer Construction erhöht wird, und sich von theoreti- 
scher Seite emptidilt, weil die Reibung allemal erst dann zur Action gelangt, 
wenn tlie Cohäsion überwunden ist. Die Reibung an der hinteren Ebene 
der Mauer wird i)erücksichtigt, und zwar wird angenommen, dass sie in 
jedem (irenzfalle des Oleicligewichts voll ausgenutzt werde, sodass die 
Neigung des Erddrucks zur Normale gleich dem Keibungswinkel wird. 
Die Construction Poncelet 's bleibt Jedoch auch dann noch anwendbar, 
wenn der Erddruck mit der Wandnormale irgend einen von einem Rechten 
verschiedenen Winkel .9, bilden sollte. 

Um nun den Widerstand zu finden, welcher ein Abgleiten längs iigend 
einer Ebene BX zu hindern vermag, zerlegt Poncelet das Gewicht des Pris- 
mas BHIBX, welches durch die verticale Linie aß (Fig. 2b) dargestellt wer- 
den möge, in zwei Gomponenten, von denen die eine (ao) die Richtung 
des Erddrncks hat, während die andere (a-y) mit der Normale zu BX den 
Böschungswinkel einschliesst. Der Winkel (oiß^) ist also gleich dem 
Winkel zwischen der P^bene XB und der natürlichen Böschung, welche 
die Polygonseite von X im Punkte M schneiden möge. Denkt man sich 
nun das Dreieck 07,3 um einen Winkel von 90" — (p gedreht, sodass 
ßa=l=BM wird, so wird -jCt + BX und (-fß) bildet mit der Wand einen 
Winkel von der Grösse 9+<P|- Ziehen wir also durch B unter dem 
Winkel zur Wand eine Linie, welche EX in 0 schneidet, und 

durch X eine Parallele zur natOrlichen Böschung BM, Ms sie GB hi x 
trifil, so ist das Breieck xBX ähnlich dem Dreieck ß^a. 

Demnach verfaslt sich der erforderliche Widerstand zum Gewicht des 
Dmckprismas wie Bx zu Xx. Das Gewicht ist proportional der FISche 
BHIEX; verwandeln wir dieselbe nach bekannten Regeln in ein Dreieck 
mit der Basis BX und einer uul ME liogenduu Spitze K, so kann das 
Gewicht gleich 
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gesetzt werden, w o Ii das Lot vom Punkte B aul KX bezeichnet. Dem- 
nach wird der Krddruck 

2 Xx 

Ziehen wir von K aus die Parallelen zu BM und BX, welehe OB in K, 
und y schneiden mögen, so ist: 

« OX 
KX = By — - 
' OB 

und 

OX.BM 

xX =s — — . 

OM 

Wir erhalten also 

E = -|.Bx.By^^»',;;- = l.Bx.B,rinOBM. 

Die Lage der Punkte x und y ist aber offenbar abhängig von einander; 
es ist 

Ox _0y^__ ^ OK _ OK 
oB * oB ~~ OM ' OX ~" OM ' 
d. h. veil K ein fester Punkt auf EM ist, das Ptoduct OxOy ist con> 
stanl Den Wert desselben erhalten wir, indem wir X mit K zusammen- 
fallen lassen; dann flült x in K, und y in B, es wird also olfenbar: 

Ox.Oy = OK^.OB. 
Bei der Gleitfläche wird R und damit l^xBy ein Maxiinum; das tritt bei 
gegebenem OxOy ein, wenn Ox-+-Oy ein Minimum wird. Bei der Gleit- 
fläcbe müssen also dio beiden Punkte x und y in einen Punkt z von 
BO zusammenfallen. 

Daraus ergicht sich folpjonde Construction der Gleitfläche. Zunächst 
wird der Punkt K auf OM bestimmt, für welchen die Fläche 

BHI£ ABK£ 

ist; dann wird durch K eine Parallele zur natürlichen Boschnng BM ge- 
zogen, welche OB in K, treffisn mSge. Auf OB wird dann nach irgend 
einer der bekannten Methoden deijenige Punkt z bestimmt, för welchen 

Oz» SS OK, .OB 

ist. Der Punkt Z, in welchem eine durch z gehende Parallele zur 

Böschung BM die Linie OM trifft, ist dann der obere Punkt derjenigen 
Linie, in welcher die Gleitfläche die Ebene der Zeichnung .schneidet. Die 
Linien Kz und BZ werden nach dieser Construction von selbst parallel. 
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Will man das Ziehen überflüssiger Linien vermeiden, so kann man 
den Punkt Z direct constraireu, indem mau ilm auf OM so bestimmt, 
dass OZ' = OK.OM wird. 

Für den passiven £rddruck gilt seibstreistindlich eine gans ähnliche 
CoDstroction, welche au&ofinden an der Hand des ffir den activen Erd- 
drack gegebenen nicht schwer ist, da die Unterschiede äusserst gering 
shid. Wir unterlassen es daher, hier auf dieselbe näher einzugehen. 

§ 10. Das einzige Bedenken, welches sich gegen diePoncelet*sche 
Construetion Tielleieht erheben liesse, wäre wohl die Frage, ob BZ auch 
dann noch wirklich die Glcitflächc rcpräscntirt, wenn Z in eine Ecke des 
begrenzenden Polygons fällt. Dies kleine Bedenken, welches Poncelet 
mit Stillschweigen übergeht, ist von Saint-Guilhem*) beseitigt worden, 
indem er nachwies, dass, falls bei Benutzung einer Polygonseite das Ende 
der Gieitlinie in eine Ecke fällt, die Benutzung der anderen Polygonseite, 
welche in der fraglichen Ecke endet, dieselbe Gieitlinie liefert. 

Es mögen (Fig. 3) £Z und ZF zwei Seiten des begrenzenden Poly- 
gons sein. M und H' sden die Schnittpunkte dieser Seiten mit der 
BSschungslinie, und 0, 0' die Schnittpunkte mit deijenigen Linie, welche 
mit der Hinterseite der Hauer den Winkel 9+9, einschliesst. Endlich seien 
K und K' Punkte auf £Z und FZ, welche so bestimmt sind, dass Fläche 

BHIEZB = ABKZ = ABK'Z 
ist, sodass KK'^BZ sein muss. 

Wenn nun die Benutzung von EZ als Gieitlinie BZ liefert, so muss 
0Z*=OK.OM sein. Das ist aber dann und nur dann erfüllt, wenn 
eine durch K gelegte Parallele zu BZ und eine durch Z gelegte Parallele 
zu BH sich auf einem Punkte z von OB treffen. Dann muss die Ver- 
iSngerung von Kz die Linie ZF aber offenbar in treffen, sodass also 
die durch K' gelegte Parallele zu BZ die durch Z gelegte Parallele zu 
BM' in dem Punkte s der Linie O'B trifft. Es ist also auch 

0'Z»«sO'K'.0'M', 

oder die Benntzung von FZ liefert unter der angegebeneu Voraussetzung 
ebenfalls den Punkt Z als Endpunkt der Gieitlinie. 

Der llauptwert dieses Zusatzes scheint uns darin zu bestehen, dass 
er erlaubt, die für eine gebrochene Geländclinie gewonnenen l?csnltate auf 
den Fall zu übertragen, dass die Geländefläche auch cylindrische Bestand- 
teile enthält Liegt der Punkt Z in einem gekrümmten Teile der Ge- 

*) de Saint-Guilhem, Memoire sur la pouss^e des tcrres a7ec ou 
saus Surcharge. Annales des ponts et chauss^es 1858, I p. 319 — 350. 
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ländelinie, so ist natürlich an Stelle der Polygonsoite die Tangente in Z 
za nehmen, die Punkte 0, M und K werden auf dieser Tangente genaa 
so bestimmt wie vorher auf der Polygonseite. Die Eigenschaft, dass sich 
eine durch Z gelegte Parallele zur natorlichen Böschung und eine doich 
K gelegte Parallele za BZ in einem Punkte s Ton OH aehneiden müssen, 
bleibt auch hier gültig. 

Die eben besprochene Eigenschaft der Gl^tflSche, dass, wenn Zx 
parallel der natariichen B5scbang ist, Kz parallel der Linie BZ, kann so 
ausgesprochen werden, dass das Dreieck ZBz flächengleich dem Dreieck 
ZBK nnd damit auch gleich dem zwisclien BZ und der hinteren Mauer- 
linie BlI liegenden Teile des Querschnitts durch das Erdreich ist. Man 
hat nur nötig, durch Z eine Parallele zu BO zu ziehen, welche BM in r 
schneiden möge, um folgende, von Kebhaun angegebene, charakteristische 
Eigenschaft der Gleitfläche zu erkennen: 

„Zieht man durch den oberen Endpunkt Z der Gleitlinie eine 
Parallele zur Stellungslinie BO, velche mit der hinteren MauerUnie den 
Vinkel <p+9t ^u^scliliosst) ^ natfirliehe Böschnngslinie Blf in r 
getroffen wird, so ist das Dreieck BZr flächengldch denjenigen Teile des 
durch das Erdreich gelegten Querschnitts, welcher von der Maueilinie BH 
nnd der Gleittinie BZ eingeschlossen wird.^ 

itit Hülfe dieses Satzes ISsst sich, wie Winkler*) gezeigt, wenigstens 
nach einigem Probiren auch dann die Gleitfläche bestimmen, wenn das 
Gesetz, nach welcliem die Goländelinie gebildet ist, nicht bekannt ist. 

§ 11. Poncelet hatte den Einfluss etwaiger Belastungen des Erd- 
reichs nicht in Rechnung zu ziehen vermocht; Culmann**) zeigte, dass, 
falls diese Belastung in dem Teile der Begrenzung, in welchem die Gleit- 
fl&ohe endigt, gleichmSssig ist, die Bestimmung der letzteren genau eben- 
so ausgeführt werden kann, als wenn die Belastung gar nicht TOifaaiiden 
wtre. Im Interesse einer einftcheren Daistellnng denke man sieh den 
Ueberdmck durch eine Substanz vom speciflschen Gewicht des Erdreielis 
hervorgebracht Dann wird man den Drack der Belastung durch tktea 
Streifen darstellen können, welcher wenigstens in dem Teil, in welchem 
die Gleitfläche endigt, durch eine Parallele zur Grenze des Erdreichs be- 
stimmt ist. Um nun den "Widerstand zu finden, welcher erforderlich ist, 
um ein Abgleiten längs einer in der fraglichen Polygonseite EF (Fig. 4) 
endigenden Linie BX zu verhindern, vereinige man die zwischen BH und 

*) Winkler, Vorträge aber die Theorie des Brddmekes gebaltett an der 
K. technischen Hochschule zu Berlin. Lithographirt 1860. 
**) Culmann» Graphische Statik, p. 563 n. ff. 
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BT? liegende Fläche samt der Belastungsfläche zu einem Dreieck EBA, wo 
der Punkt A so gewählt ist, dass er doppelt so hoch über der Polygon- 
seite EF liegt, als die Belastungshöhe auf KF angiebt. Dann giebt uns 
dss Dreieck £ÄX die über EX ruhende Belastung, sodass ABX das 
ganze sn tragende Gewicht angiebt Bezeichnen wir den Schnittpunkt 
von EX mit AB durch K, so yeihalten sieh die Gewichte dex beiden 
Dreiecke ÄXB und EXB olfenbar wie die Seilen AB und KB, d. h. sie 
stehen in einem von X unabhängigen VeiUUtniB. Wenn sieb aber die 
zu tragenden Gewichte verhalten wie die Drdecke BKX, dann kann natür- 
lich die GleitflSche ebenso bestimmt werden, wie in dem Falle, wo keine 
Belastung vorhanden ist. 

Culmann hat in der graphischen Behandlung der Erddrucktheorie 
noch darin einen weiteren Fortschritt gemacht, dass er die Cohäsion zu be- 
rücksichtigen suchte. Zieht man von einem Punkte X auf EF eine Parallele 
zur Ausgleichslinie BKA, welche die Böschung EM in Y schneidet, und 
durch Y eine Parallele zur Stellungslinie bis zum Schnittpunkt J mit BZ, 
80 ist JY die Darstellung des für die Linie BX erforderlichen Widerstandes, 
wenn BY das Gewicht des zu BX gehörenden Prismas samt seiner Belastung 
darstellt Aus geometrischen Grfinden folgt unmittelbar, dass der Punkt 
J einen Kegelschnitt beschreibt, wenn X sich auf eiii^r Geraden bewegt. 
Und zwar ist dieser Kegelschnitt dne Hyperbel ^^^W^he die Ausgleichs- 
linie BA im Punkte B berührt, durch den S(»hnittpunkt M von EP und 
der natürlichen Böschung hindurchgeht, uuJ deren Asymptoten parallel 
der Stellungslinie und der Geländelitiie EF parallel sind. Denjenigen 
Punkt J, zu welchem das grösste JY gehört, oder die Gieitfläche BJX 
findet man nun offenbar, indem man durch die Mitte der Sehne BM den con- 
Jngirten Durchmesser legt. Das Dreieck BJY kann, abgesehen von seiner 
Lage, als das Polygon der auf das Erdprisma BAX urirkenden Kräfte be- 
trachtet werden, llan bringt es in die richtige Lage, wenn man es so lange 
dreht» bis BT Tertieal nach oben gerichtet ist, d. h. um einen Winkel 
^ff — 9. Will man nun die GohS^on berücksichtigen, so mflsste man 
in der richtigen Lage eine Kraft einfuhren, welche die Richtung von BX 
und eine GrOsse proportional zu BX hat. Ffir die Terschiedenen Dreiecke 
würden also die Endpunkte der Cohäsionskraft auf einer Parallelen zu 
EF liegen. Bringen wir jetzt wieder das Kräftedreieck in die Lage 
BJY, so wird die Linie BL, welche die Cohäsionskraft darstellt, mit 
BX den Winkel 90" — cp bilden, und auf einer Linie endigen, welche 
selbst mit EF denselben Winkel einschliesst. Um das Kräftepolygon für 
die Berücksichtigung der CohSsion zu erhalten, hätte man durch den End- 
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punkt Ii der eben erwähnten Linie nur eine Parallele zu BX zu ziehen, 



welcher ein Gleiten längs BX hindert. Es handelte sich nun noch darum, 
das Maximum für J,Y zu finden. Diese Aufgabe hat sich, wie Culmann 
hervorhebt, bisher mit Strenge nur in Ausnahmefällen lösen lassen, näm- 
lich in solchen fällen, bei denen gleichzeitig JY ein Maximam und JJ. 
ein IGnimnm erreichen. Cnlmann hebt aber hervor, dass der Einflnss 
der CohSsion ein verhSltnisniSssig geringer sei, und dass man also das 
Harimum von J,Y in der N&he desjenigen von JT verde au suchen haben. 

Ein eigentümliches Verfahien, um den Erddmck auch für beliebige 
Belastung der Geländefläche aufizufinden , hat Saint- Guilhem*) ange- 
wendet, indem er die Frage nach der Restinnniing der Gleitflüche um- 
kehrte. Nicht der obere Punkt der duroli den Fuss der Mauer gehenden 
Gleitfläclie wird p^esucht, sondern derjenige Punkt der Mauer wird be- 
stimmt, durch welchen die zu einem bestimmten Punkt des Geländes ge- 
hörende Glcitfläche hindurchgeht. Es hat das den Vorteil, dass diese 
Aufgabe stets auf eine Qleichung dritten Grades führt. 

Die Bestimmung der Gleitflfiche ist im Lauf der Zeit vielfach Gegen- 
stand der Untersuchung gewesen, und manche geometrisch interessante 
Begründung, ihrer -Haupteigenschaft ist dabei aufgefunden. Das. Resultat 
ist natfirlich'bei'ftneU' ^estimmungsweisen ziemlich dasselbe t es kommt 
immer darauf hinaus, das ji^eometrische Mittel zweier Strecken zu finden, 
worauf es schon bei Poncolet's Construction ankam, z. B. bei W. Witt- 
mann**), A. Goüpil***) und anderen, die sämtlich aufzufüliren hier 
nioht wohl der Platz ist. Zu erwähnen ist übrigens noch, was nicht 
alUeinein bekannt zu sein scheint, dass die Hyperbel, weiche in der 
Cuhipnn'schen Theorie oiiie so wesentliche Rolle spielt, schon vor ihm 
vom OJyerstUeut^ant Ardant angegeben istf). 



*) d e Saint Guilh e m, Memoire siir la poussee des terres avec ou sans 
Surcharge. Annalcs des ponts et chaussees 1858. I. Sem. p. 319 — 350. 

**) W. Wittmann, Beitrag zur Theorie des Erddrucks auf Stützmauern 
und Stabilitatsbestiininung derselben. Zcitschr. des Bayerisclien Architckten- 
uud iugenieurvereius 1877. Separatabdruck bei Th. Acke r mauu. München 



, Geometrische Erddrucktheorie und Anwendung derselben auf die Sta- 

bilitätsbestimmung von StfitzmauenL Zeitscbr. f. Baukuuda 1878. p. 53—76. 

***) A. Goupil, Sur la d^termination graphique de la poussee des terres. 
Le g^nie civU XII 1887/1888. p. 319— 35a 

t) Ardant, Nouvelles recherches sur le profil de revetement lo plus 
^onomique. Memorial de rofficier du g^oie XY, p. 313—368. Paris 1848. 8«. 



welche JY in schneiden m'ö^c. 



Dann ist J,Y der kleinste Widerstand, 




1877. 
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§ 12. Wie bestimmt sich nun die Richtung des Erddrucks? Das 
ist, nachdem durch Poncelet's Construction die Grösse des Erddrucks 
far jede Richtung gegeben ist, die wichtigste Frage. 

Wir haben im Laufe unseres Berichtes schon einige Anschaaungen 
über diesen Punkt zu besprechen und zurückzuweisen gehabt, so z, B. 
die Meinang, dass der Erddmok panüiei der Gleitfläche sei, welche ausser 
den schon genannten aneh Saint-Gnilhem*) wenigstens far stark nach 
vom geneigte Winde beibehalten wollte, oder die tfeinnng von Prony 
and Eytelwein, dass der Erddmek auch för geneigte WSnde horizon- 
tale Biehtnng habe, welche in neoerer Zeit Flanat**) wieder zn Ehren 
ZD bringen gedachte. 

Die Meinung, welclie bisher den incisteu Anklang gefunden hat, 
geht auf Coulomb zurück. Sie bcruiit auf der Vorstolhing, dass in 
einem Grenzfalle des Gleichgewiclits die Reibung au der Wand zur Auf- 
rechterhaltiing des Gleichcrewichts absorbirt werde, und dass also der 
Erddruck mit der Normale der Wand den Reibungswinkel von Sand auf 
Mauerwerk einschliessc, und zwar so, dass je nach der zu erwartenden 
Bewegung die seitliche Gomponente nach unten oder nach oben gerichtet 
ist Beim activen Erddruck wird das ersteie, behn passiven das letztere an- 
genommen. Man hat also zwei der GrSsse and Richtung nach verschiedene 
Grenzwerte des Erddmcks. Dass hierbei der Begriff des GrenzMs zu eng 
gefasst ist, erkennt man, wenn man die Frage stellt, welche Kraft fibt 
denn das Erdreich anf die Maner dann aus, wenn es sich nicht um dnen 
Grenzfall handelt. Wiiliioiid man für den Fall glatter Wand zwei Gren- 
zen gleicher Richtung hat, zwisclien denen die gesuchte Kraft liegt, steht 
man im andern Falle uanz ratlos da, wenn man der Coulonii» sclien 
Anschauung folgt. Denn es fehlen die vermittelnden Glieder, welche die 
extremen Glieder mit einander verbinden. 

Um diese Lücke auszufüllen, kann man sich folgender Ueberlegung 
bedienen. An Stelle der Mauer denke man sich ein Brett gesetzt, wel- 
ches durch eine Kraft, die' grade gleich und entg^engesetzt dem activen 
Erddmek ist, geg«a das Erdreich gedruckt wird. Es wird noch grade 
Gleichgewicht herrschen. Indem wir die Kraft vergrQssem, wird die 

^ de Saint'Guilhem, Memoire sur la poussee qua des terres nou- 
vellement remu^es exereent contra le paremant dW mur d^appui. LiouviUe 
Joum. IX p. 1—19. 1844. 

P. Planat, Experiences sur la poussee des terres et la n'sistanco 
des murs de soutencment. La semaine des constructeurs VUl, 169, 1Ö2 (188^/4) 
und IX, 577, 590 (1884/5). 
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Sicherheit nar yemelirt, aber hloss bis zn ehier gewissen Oienze; aber- 
schreiten wir diese, so wird eine Bewegung eintreten. Ist diese Grenze 
nun nicht auch eine solche Kraft, welche das Erdreich in einem Grenz- 
falle des Cileiclir:ewichts ausübt? Eine ähnliche Ueberlegnng können 
wir aber für jede einzelne Richtung anstellen, deren Neigung zur Normale 
den Bdbangswinkel von Sand auf Mauerwerk nicht aberschreitet, und 
gelangen dann zn dem Resultat, dass es nicht nor zwei GrensiUle des 
Gleiehgewichts giebt, sondern nnendlioh viele. 

Welcher von diesen GtenxfiQlen gerade eintritt, das hingt nun oÜBn- 
bar ganz weseotlieh davon ab, welche Bewegung der Mauer zu befürchten 
ist, und insofern hat de Lafont*) sicher Recht, wenn er der Meinuqg 
widerspricht, als oh die Richtung des Erddrueks allein durch die Be- 
schaffenheit der hinteren Seite der Mauer ein für alle Mal bestimmt sei. 

§ 13. Sowohl für die Praxis als auch für die Theorie kommt es 
nicht allein auf die Grösse der Resultante des Erddrucks an, sondern 
mindestens eben soviel auf die Wirknngsiinie derselben oder, anders ge- 
sprochen, auf das Moment in Bezug auf irgend eine Axe. Für die Be- 
stimmung desselben hat man wohl schon in den ersten Stadien der Erddruck- 
theorie das folgende, noch heute bräuchliche, naheliegende Verfahren ein- 
geschlagen. Nachdem man die GrQsse des Brddmcks als Function der LInge 
z der Mauerlinie besthnmt hat, kann man nach z düferentüren und erhilt in 
dem Differential n.dz den Zuwachs dee Druckes. Indem man nun annimmt^ 
dass dieser Zuwachs gerade auf das hinzugekommene LSugeDstdek wirkt, 
gelangt man zu der Vorstellung, dass auf irgend ein Differential dz der 
Mauerlinie gerade der Druck u.dz wirke, und damit zu einer bestimmten 
Druckverteilung, mit welcher dann natürlich auch das Moment gegeben 
ist. Nur im einzelnen ergeben sich noch Unterschiede; so z. R. darin, 
ob bei Rücksicht auf die Cohiision auch derjciiiire obere Teil des Erdreichs 
in Rechnung gezogen werden soll , welcher an und für sich, d. h. auch 
ohne die Stützmauer, in Hohe bleiben würde. 

Dieser Bestimmungsweise des Momentes liegt die stillschweigend als 
liehtig angenommene Voraussetzung zu Grunde, dass, wenn das Erdr^h 
sich im Grenzznstande des Gldchgewichts befindet, auch jeder Teil des 
^ßrdkörpers sich in einem solchen und zwar demselben Orenzzustande 
befindet. Dieser Annahme stehen nun aber einige Bedenken entgegen; 



*) de Lafont, Sur Ul pouss^e des terres et sur les dimensions k donner 
suivant leurs profils aux raurs de soutenement et des r^servoirs. Annales 
des ponts et Chaussee 1866, IL sem. p. 380—462. 



Digitized by Google 



Die Sntwickelimg der Lehre vom Erddruck. 103 

man MA zoiiSelisi gar nicht die Notwendigkdt ein, wanim, Ms in einer 
Ebene die Reibung zur Anfrechterbaltang des Gleichgewichts erschöpft 
wird, dies auch in einer Schar von Ebenen der Fall sein soll. 

Dazu kommt noch Folgendes. Bei ebener Begrenzung des Geländes 
ergiebt sich, wenn von der Cohäsion abgesehen wird, eine der hydro- 
statischen gleiche Druckverteilung; der Druck an einer Stelle der Mauer 
wird proportional der Entfernung vom oberen Ende, der Gesamtdruck 
wird proportional dem Quadrat der Länge der Maueilinie, und der An- 
giUbpanlLt fUit in den oberen Endponlit des unteren Drittels. Gerade 
diese üebeielnstimmnng mit dem Dmcl^e Ton ElossiglLeiten ist es aaeli 
wohl gewesen, welche wesentlich dasn beigetragen hat, die hier ange- 
gebene Bestimmung des Angriffspunktes vor einer Kritik zo bewahren. 
Wenn aber bd allen GrenzfiUlen der Erddmck im oberen Endpunkt des 
unteren Drittels angreift, so muss der Widerstand auch dann durch diesen 
Punkt gehen, wenn es sich nicht gerade um einen Grenzfall handelt, und 
es dürfte dann nicht möglich sein, eine ebene Wand durch andere Kräfte 
als solche von der eben beschriebenen Art gegen den Erddruck im Gleich- 
gewicht zu halten. Dass es aber sehr wohl möglich ist, die Wand durch 
eine Kraft festzuhalten, welche in einem anderen Punkte angreift, das 
lisst sich zwar an dieser Stelle nicht beweisen, folgt aber ans der von 
Ranklne begrfindeten modernen Theorie des Erddrucks, welche in iluren 
physikalischen Grundlagen mit der Coulomb 'sehen Theorie fibeieinstimmt 

Noch dn Umstand spricht gegen die angenommene Druckverteilung. 
Wenn das Prisma im Gleichgewicht sein soll, so mfissen die drei KrSfte^ 
wdche auf dasselbe whken, sich in einem Punkte schneiden. YerfSgt 
man nun über den Angriffspunkt des Widerstandes der Mauer» so hat 
man, da die "Wirkungslinie des Gewichtes von vorn herein gegeben ist, 
auch über den Angriffspunkt der Kraft verfügt, welchen das stehen blei- 
bende Erdreich ausübt. Nun lässt sich aber beweisen, dass diese Kraft 
im oberen Endpunkt des unteren Drittels der Gleitlinie angreift. Zwar 
das Aigument Möhras*), welcher diesen Satz zuerst ausgesprochen hat, 
dass man ebenso wie für die Mauer, auch für die Gieitfläche schliessen 
kSnnte, ist, wie Winkler*) mit Becht her?ofgehoben hat, sn schwach, 
um die angefOhrte Behauptung zu bew^n. Wohl aber liegen die 
Mittel des Beweises in einem Verfaliten, das Winkler**) selbst und 

*) Mohr, Beitrag zur Theorie des Erddrucks. Zeitschrift des BsnnoTer* 
sehen Architekten- und Ingenieunrereines Bd. XVil p. 494. 1871. 
Winkl er, Bemerkungen hierzu. 
**) Winkler, Neue Theorie des Erddruckes, p. 38 s« 
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Yor ihm Weingarten*) angewendet haben« um die Lage der Gieit- 
fläche anfzaiinden. 

"Wir denken uns durcli den Fuss Jor Mauer irgend eine Ebene ge- 
legt. Auf das durch diese Kbene abgetrennte Prisma wirken dann erst- 
lich das Eigengewicht, zweitens der Widerstand der Mauer gei:on den 
Erddruck, drittens der Widerstand gegen den Druck, welchen das abge- 
trennte Prisma gegen das übrige Erdreich ausübt. 

Aua der Bedingung des Gleichgewichts erhält man nun die Tan- 
gential- und Normalcomponente der letztgenannten Kraft ansgedrfickt 
durch die beiden Componenten des Erddrucks. Beim Grenzfidi des 
Gleichgewichts müssen aber die widerstehenden KrSfte — Reibung und 
GohSsion — gerade hinreichen, das Gleichgewicht aufrecht zu erhalten, d. h. 
mindestens an einer Fläche mnss die tangentiale Gomponente gleich dem 
Cohäsionswiderstande and dem durch die I^ormalcomponente bedingten 
Kcibuugäwiderstaud sein: 

T = fN-f-Cl. 

Mit Hülfe dieser Beziehung erhalten wir zunächst eine Gleichung, in 
welcher nicht mehr die an der GleitflSche wirkenden Kräfte auftreten, 
sondern der Neigungswinkel der letzteren zum Horizont, welcher vor- 
läufig noch als unbekannt anzusehen ist. Dazu kommt noch Folgendes. 
An keiner Fläche darf die tangentiale Gomponente die Summe des Go- 
häsions- und Reibungswiderstandes überschreiten, sodass der Wert Eins, 
welchen der Quotient beider an der Gleitfläche erreicht, ein llaidmalwert 
ist. Dieser Quotient ist nun oflenbar eine Function der Neigung der 
betreffenden Ebene zum Horizont, weil ja T und N Functionen dieser 
Grösse sind. Differentiiren wir den fraglichen Bruch nach dem bezeich- 
neten W'inkcl, so müssen wir nach den vorhergehenden Auseinander- 
setzungen einen Ausdruck erhalten, welcher für die Gleitfläche gleich 
Null ist. So erhalten wir eine zweite Beziehung zwischen den beiden 
Gomponenten des Krddrucks und der I^eignng der Gleitfläche. Wird, 
wie gewöhnlich, die Richtung des Erddrncks als bekannt vorausgesetzt, 
so erhalten wir die Grösse desselben, indem wir die eben erwähnte Nei- 
gung der Gleitfläche eliminiren. In ihren Resultaten kann natfirlich diese 
Betrachtungsweise nicht von der Gonlomb' sehen abweichen, weil beide 
Ton denselben Voraussetzungen über die physikalische BeschalFenheit des 

*) Weingarten, Vortrag über Erddruck gehalten am 20. Febr. 1869 
im An hitektenverein zu Berlin, Erbkam Zeitschrift f. Bauwesen XX, S. 122 
bis 123. im. 



Disitized by Google 



Die Entwickelung; der Lehre vom Erddruck. 



105 



Erdreichs und über die Gestalt der Gleitfläclio ausgehen, und beide ratio- 
nelle Schlüsse aus ihren Voraussetzungen ziehen. 

Hat man nun die beiden Componenten des Erddrucks durch die 
Neigung der Gleitflächc ausgedrückt, dann muss sich nttäilich auch der 
Druck an der Qleitflacbe bestimmen lassen. Das gilt nnn aber nicht nor 
för die ganze GleitflSche, sondern fnr ii^nd einen Teil derselben: Es sei 
nSmlich (Fig. 5) BH die hintere Wand einer Maner, B6 die Qleitlinie, 
Z irgend ein Pankt auf derselben, welcher von 6 die Entfernung z haben 
m9ge. Es sei f der Winkel Ton BG xm Horixontalen, T, nnd N. die 
Goinponentensnmmen der längs GZ auf das Prisma wirkenden Ktifle, 
zwischen denen, weil B(l GKiilinie sein sollte, die Beziehung 

T, = fN,H-cz = tg^Ng-hcz 

besteht Jetst ssiehe man durch Z eme Linie ZG, unter dem Winkel 
dY zu ZG, an welcher die Componenten des Druckes 

r, = T,-hdT, und N; = 2^,-+-dN. 

sein mögen. Diese Kräfte T4 und müssen nun offenbar so beschaffen 
sein, dass das Prisma GZG, unter dem Einfluss von T«, N., — T, und 
— Nj^ sowie seines eigenen Gewichtes im Gleichgewicht ist. Man erhSlt 
als Ausdruck dieser Beziehung die beiden Gleichungen 

d(T,cos"]^ — Njsin^) = 0, 

d(T.sinY4-N»cosY)4-~-z'dY = 0. 

An der Gleitflftche erreicht der Quotient T,:(fN,4-cz) den Hazimalweft 
Eins, wir erhalten also 

dT, = fdN,-i-cdz = tg<pdN.4-cdz. 

Wenn wir aus diesen drei Gleichungen die beiden Differentiale dT, und 
dN, eliminiren, erhalten wir 

dz D « - * 

c cos<p— (T,süi<p-|-N,cos9)-|— 1" »'ainCY— 9) = 0. 

dz 

Der Quotient — — ist leicht auszudrücken durch den Winkel x, unter 
dY 

welchem die Lfaiie GG, die Gleitlinie BG schneidet Dann erl^i man 
ans dieser Gleichung und der obigen Gleichung 

Tr = N,tg'f-Hcz 
die beiden Componenten T, und N,. 

In dem Falle, welcher uns besonders interessirt, dass die Cohäsion 



Digitized by Google 



106 



F. K6Uer. 



TemachlfaaSgt werden darf, eibalteii vir ffir den Droek 

P, = Tsdn^+NsCOSf = -|- z'sin(']f — 9). 

Man erkennt also, dass man nicht nur den an der Gleitfiäche stattfin- 
denden Gesamtdruck, sondern auch seine Verteilung längs der Gleitfläche 
bestimmen kann. Es verdient hervorgehoben zu werden, dass auch dann, 
wenn die Gleitfiäche gekrümmt ist, der Druck sich bestimmen lässig so- 
bald nur die Gestalt der Fläche als bekannt voraasgesetzt wird. 

In dem Falle ebener Gleitfl&chen greift nnn, wie die Formel on- 
mittelbar erkennen ISsst, die Resnltante der an der Gleitfliche wirken- 
den KrSfte im oberen Endpunkt des unteren Drittels an, wie schon 
oben angegeben wnrde. Hit den an der GleitfiSebe stattfindenden ErSflen 
ist nnn aber auch sngleich der Erddmek naek QrOsse und Wirkangs- 
linie bestimmt, sodass man GrQsse, Neigung nnd Moment durch eine 
Grosse ausgedrSckt erhält, über welche die Verfügung noch frei steht, 
nämlich durch die Neigung der Gleitfläche. Verfügt man nun über eins 
der gesuchten Stucke, z. B., wie es gewohnlich geschieht, über die Richtung 
dos Erddrucks, so wird man nicht noch über ein zweites verfügen dürfen, 
sondern wird dieses so zu wählen haben, wie es die Gleitfläche ergiebt. 

Im Hinblick auf die Verhältnisse bei den Flüssigkeiten haben die- 
jenigen Grenzfälle ein besonderes Interesse, bei denen der Angriffspunkt 
des £rddmcks im oberen Endpunkt des unteren Mttels der Mauer liegt; 
sie rind dadnrdi ausgez^ebnet, dass bd ihnen die OleitflSche der Lage 
nach nnabUngig wird von der Lage der hinteren Mauerwand. Es sei 
(Fig. 6.) BH die hintere Seite der Mauer, BO die QleitllSehe, h und g 
diejenigen Punkte, welche diese Linien nach dem Verhiltnis 1:3 teilen. 
Nun denke man sich das Prisma HEG durch eine Verticale BV in zwei 
Teile zerlegt und die Gewichte beider zu je einer Resultante vereinigt, 
welche durch h bezüglich g hindurchgehen müssen. In h und g greift 
schon je eine Kraft an; vereinigt man diese mit den betreffenden Ge- 
wichtsresultanten, so erhält man zwei Kräfte, welche auf das Prisma 
wirken. Sollen dieselben im Gleichgewicht sein, so müssen sie eine ge- 
meinschaftliche WirkangsUnie haben, und diese kann der Natur der Sache 
nach keine andere als die Linie hg, d. h. eine Parallele zur Geländelinie 
sein. Wir erhalten also als wesentliche Eigenscliaft der Gleitfliehe die, 
dass die Resnltante der an ihr aogreifenden KOSto nnd des Gewichtes 
des Prismas VBG parallel der GelindeUnie VG wL 

Diese Eigensehalt ist aber völlig unabhängig von der Lage der 
Linie EU geworden, so dass also bei den in Frage stehenden Grenz- 
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fillen der statische Zustand der Sandmasse ffir alle Mauerlagen derselbe 
ist. Bei weiterer Untersuchung dieser von J. Weyrauch*) begründeten 
Theorie würden wir erkennen, dass man bei ihr die Druckverhältnisse 
im Innern des Erdreichs weiter verfolgen kann, als bei jeder andern, auf 
der Annahme ebener Gleitflächen beruhenden Theorie. Man kann näm- 
lich, ohne auf Widerspräche za stossen, für jedes Linienelement einen 
Drack derart annehmen, dus zn jeder endlichen L6nge der nach Wey- 
rtneh's Theorie liestimmte Dmek sieh eigiebt 

$ 14. Wi könnten also am besten an dieser Stelle fibergehen za 
der yon Rankine und Soheffler begründeten Betnehtnngsweiie, wenn 
wir nicht der VollstSndigkeit halber noch aal einen Punkt emzngehen 
hitten, welcher in der auf Betrachtung der Gleitfläche gegründeten Theorie 
des Erddrucks von je an eine wichtige Rolle gespielt hat, nämlich auf 
die Versuche zur Bestimmung der wirklichen Gestalt der Gleitfläche. 

Coulomb selbst war weit davon entfernt, anzunehmen, dass die 
seiner Theorie zu Grunde gelegte Voraussetzung ebener Gestalt der Gleit- 
flächen streng den Thatsachen entspräche. Im Gegenteil, er spricht es 
selbst aus, dass der Wunsch, seine Theorie einfacher und in Folge dessen 
auch den betel]ig[ten Künstlern Teistlndlicher za machen, die Veianiassang 
gewesen sei, tob der einfischen Hypothese aoszngehen. Im Anschlass 
in die entwickelte Theorie macht er dann weiter den Versuch, die wirk- 
liche Gestalt der Gieitiliche zu bestimmen. 

Im engsten Anschluss an dies ffir ebene GleitHSchen eingeschlagene 
Verfehren, formolirt Coulomb die Aufgabe, nm welche es sieh handelt, 
so, dass diejenige Curve BC (Fig. 7) gefunden werde, für welche der zur 
Verhinderung des Abgleitens erforderliche Widerstand ein Maximum ist. 
Ohne weitere Begründong geht er hierbei davon aus, dass längs irgend 
einer Verticalen, welche einen Punkt A' des Geländes mit einem Punkte 
B' der Gleitlinie verbindet, normalen Drack erleidet. £r gelangt so za 
einem Ausdrack für den Dmck, welcher an einem Bogenelemente ds der 
Gleitlinie dann stattfindet, wenn gerade noch ein Abgleiten an der letz- 
teren Terhindeit wird. Die Bestimmung der Linie BC, welche man heut 
mit den Hulismitteln der Vaiiationsrechnnng leicht ansföhien kann, yoU- 
rieht nun Coulomb so, dass er den zwischen zwei nahe bei einander 
liegenden Punkten gelegenen Teil der GleitUnie als ^e einmal gebrochene 

*) J. Weyrauch, Zur Theorie des Erddmcks. Zeitschrift fSr Baukunde 

1878, p. 193. 

Vergl. auch den Artikel von Almquist, Zur Ilteren Theorie des £rd- 
dracks. Civüiugenieur XXXI, 1885. 
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-Linie sndelit, wo der mittlere Eckpunkt so bestimmt wird, dass der resul- 
tirende Druck ein Ähiximuin wird. Das Resultat ist eine Differential- 
gleichung von folgender Form: 

^-^^'''K dl = 

Die sechs Coefiicienten F, F', G, G', II, H' sind constantc Grossen. 

Der bekannte Bauingenieur Scheffler*) bat später die Untersuchung 
wieder aofgenommen und dabei gefunden, dass bei hoiisontalem Gelfinde 
und veitiealer Hauer die Gleitlinie gerade sein müsse. Zu demselben 
Resultate war schon früher Hagen^ vermittelst einer mehr geometri- 
schen Betrachtung gelangt, die aber auf denselben Grundlagen wie die 
Goulomb*sche beruht Hagen geht davon aus, dass im Grensfialle des 
Gleichgewichts der Teil, welcher von der Glcitfläche, irgend einer Vertical- 
ebenc und dein Gelände begrenzt wird, sich genau so verhält, als wenn 
die V'erticalebene eine Mauer wäre, und dass also, wenn B' ii^end ein 
Punkt der Gleitlinio BC ist, der Teil B'C ähnlich der eanzeu Linie BC 
sein müsse. Daraus würde dann allerdings unmittelbar folgen, dass BC 
eine gerade Linie ist. 

Die Willkür der Annahme, welche diesen Betrachtungen su Grunde 
liegt, dass jede Verticale sich bezüglich des Druckes ebenso wie die 
Wand verhalten solle, liegt auf der Hand. Sie tritt noch mehr hervor bei 
dem Versuche von N. Persy*^), die Gestalt der Gldtfl&che zu bestimmen. 
Dieser Autor nimmt nSmUch an, dass an der Wand Reibung und Ad- 
hSsion stattfindet, und setzt dann ffir jede Parallele zur Wand, so weit 
sie zwischen dem Gelände und der Gleitfläche liegt, voraus, dass neben 
dem >iormaldi'uck p' ein tangentialer AViderstand von der Grösse f'p'H-c'z 
stattfindet, wo f und c' die Reibungs- und Adhäsiousconstante, z die 
Länge der fraglichen Linie bedeuten. 

*) H. Moseley, Die mochaiüsohon Prinzipien der lugemeurkunst und 
Architektur. Aus dem Englischen übersetzt und mit Krläuteningen versehen 
von H. Scheffler, T. II p. 145 ii. ff. Braunschweig 1845. 8". 

H. Scheffler, lieber den Druck im Innern einer Erdmasse. Grelle's 
Journal der Baukunst XXX p. 18^194^ 195-323. 1851. 

H. Scheffler, Theorie der Oevolbe, Futtermauem und eisernen Brucken. 
Braunschweig 1857. 8<>. 

**) Hagen, Untersuchung über den Druck und die Reibung des Sandes. 
Poggendoil^ Annalen der Physik und Chemie XXYIII, 17—48 u. 297—323. 1 833. 

*••) N. Persy, Cours de stabilite des constructions a Tusage des eleves 
de 1 ecole royale de TartUlerie et du genie, 2. Edition. Mets 1827. Utbo- 
graphirt Fol. 
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Es ist leicht einzusehen, worin bei gekrümmten Flächen im Gegen- 
satz zu ebenen Fläclien die Hauptschvvierigkeit berulit. Bei ebenen 
Flächen war mit der Annahme, dass an denselben die Reibung und Co- 
hä.sion völlig erschöpft werde, und mit der Richtung des Widerstandes der 
Mauer auch die zur Verhinderung des Abgleitens erforderliche Grosse des 
letzteren bestimmt. Bei gekrümmten Flächen gwugen diese Bedingungen 
offenbar nicht mehr, um die Dmckverteilong an dieser Fläche und damit 
den Widerstand zu ermitteln. Diesen Uebelstand beseitigen nun zwar 
die Annahmen, welche Coulomb und seine Nachfolger herangezogen 
haben. Da dieselben aber willlLörlich, oder doch mindestens nicht hin- 
reichend begrfindet sind, so mfissen wir diese Versuche, die wirkliche 
Gestalt der Gleitfliche zu bestimmen, als gescheitert ansehen. 

n. 

Die Theorie des Erddrucks, begründet auf Betrachtung der Druckverteiluug 

im Erdkuipcr. 

§ 15. Die auf Betrachtung der Gleitflächen beruhende Theorie des 
Erddmcks hatte, wie wir gesehen haben, eigentlich nur so weit eine er- 
folgreiche Entwickelung genommen, als die Annahme ebener Gleitflichen 
beizubehalten war. Ihre Anwendbarkeit blieb demzufolge auch auf solche 
Anfiifaben beschrSnkt, bei denen diese Annahme durch die Erfahrung 
wenigstens nSherungsweise gerechtfintigt war, d. h. im wesenlichen auf 
die Bestimmung des Seitendrackes gegen Fiittermauern. Wollte mau 
andere Aufgaben lösen und auch das bezeichnete Problem genauer be- 
handeln, so musste man den bisher betretenen AVeg verlassen und die 
ganze Theorie auf eine andere Grundlage stellen. Da blieb denn, wollte 
man nicht für jede Aufgabe ein besonderes Verfahren ersinnen, nur übrig, 
auf den Sand und die ihm ähnlichen Substanzen das Verfahren anzuwen- 
den, das sich bei elastischen und flüssigen Substanzen so hervorragend be- 
w&hrt hatte: man musste suchen, aus allgemeinen mechanischen Prin- 
zipien und den besonderen physikalischen Eigenschaften des Sandes die 
partiellen Düferentialgleichungen herzuleiten, welche zwischen den Druck- 
krttften und den äusseren Kräften bestehen. 

Sieht man von einigen misslungenen Versuchen*) nach dieser Richtung 

QarideU Essai snr l*equilibre des demi-flmdes ifrottement etappli- 
cation a la Stabilite des revttemeuts roilitaires. Paris 1839. 8^ 

Ortmann, Die Statik des Sandes mit Anwendungen auf die Baukunst. 
Leipzig. 1847. 8o. 
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ab, so hat Seheffler*) das Verdienst, als der ernte eine derartige Be- 
trachtungsweise, wenn auch zunächst nur in einem sehr speciellen Fall 
angewendet zu haben. Einige Jahre später hat dann der berühmte eng- 
lisclie Ingenieur J. Macquorn Rank ine**) dies Verfahren allgemeiner 
durchgeführt. Ueber ein Jahrzehnt jedoch blieben seine schonen Unter- 
sucbungen auf dem Continent unbeachtet, bis um das Ende der sechziger 
und den Anfang der siebziger Jahre M. L6vy***), E. Wink 1er f) und 
Considöreft) unabhängig ¥on ihrem VoigftDger ihnlicbe Uotersochongen 
verSifentliohten. 

Die neuere Theorie beschränkt sich, wie die Ton Coulomb be- 
gründete, auf den praktisch allerdings wichtigsten Fall, dass sieh alles 
gleichmissig in Bezug auf eine gewisse Längsrichtung Terhtit Die Er- 
leichterung, welche diese Beschränkung mit sich bringt, liegt auf der 
Hand: man hat es statt mit einem Gebiet von drei Dimensionen gewisser- 
massen nur mit einem solchen von zwei Dimensionen zu thun. Wählt 
man zur Bestimmung der Lage eines Punktes im Innern der Sandmasse 
ein Coordinatensystera, dessen z-Axe jene schon erwähnte Llingsriclitung 
hat, und bedient man sich zur Benennung der Druckccmpouenten der 
Ton Kirchhoff in seiner Mechanik gewählten Bezeichnung, so rind 
X^aZs und YcssZ, gldch Null; ausserdem werden alle anderen 
Druckcomponenten tou z unabhängig. 

Man hat demnach zunächst die folgenden Gleichungen 

*) Scheffler, Ueber den Druck im Innern einer Erdmasse. Creile's 
Journal der Baukunst. XXX. 1851. 

**) Rank ine, Oa the stability of loose eartb. Pbii. Transactions of the 

London Royal Soc. 1856/57. 

— — , A Manual of applied raechanics. London 1861. 

••*) Berichte über die von M. Levy 1867 zuerst eingereichte Abhandlung, 
Essai sur une theorie rationnelle de lequilibre des terres fadcbement remu^es 
et de ses applications an calcul de lastabiliti des murs de sout&nement, fin- 
den sich in Oomptes rendus de TAcad^mie des sdences LXVIII p. 1456--1458| 
1869 and LXX p. 317—226, 187a 

Die Abhandlung selbst ist abgedruckt in Lieuville Journal de Mathima- 
tiques pures et appliquäes 1873. 

t) Win kl er, Neue Theorie des Eiddracks. Wien 1872. 8«. 

tt) Considere, Note sur la ponssAe des terres. Ann. des ponts e 
cbaussees 1870^ 1. 547-594. 
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Irgend ein Flächenelement, welches parallel der z-Axc ist und dessen 
Normale mit der X-Axe den Winkel o und mit der Y-Axe den Winkel 

— a einachliesBt, erieidet dann einen I>nick mit den Componenten 

Xn = XxCOsaH-XySina, Y,, = Y^cosa-h YySina, Zn = 0. 

Dies« Gieichnngen reichen sur Beatimmnng der DmckluSlle nieht, es 
mfissen noch Besiehnngen hinsntreten, welche den spedfischen physikt- 
lischen Charakter der Sabataiu zam Ansdrack hringen. 

Beim Sande geht man Ton der VorsteUnng ans, welche anch der 
Conlomh'sehen Theotie sn Grande liegt, dass im Falle des Gleichge- 
wichts an keinem Flächenelemente die Reibung überwanden wird und 
bei Grenzfallen zur Aufrechterhaltung des Gleichgewichts an gewissen 
Elementen gerade erschöpft wird. Einzelne Autoren haben auch die Co- 
häsion zu berücksichtigen gesucht, so z. B. Winkler. Jedoch ist dabei 
zu bedenken, dass der Widerstand der Reibung sich erst geltend macht, 
wenn die Cohäsion überwunden ist nnd nicht mehr wirkt, sodass an eine 
gleichzeitige Wirksamkeit von Reibung und Cohäsion eigentlich nicht ge- 
dacht werden kann. In den Anwendungen der Erddrncktheorie hat man 
deshalb bisher sich anf den Fall cohisionslosen Erdreichs beschr&nkt, 
wie er z. B. bei trockenem Sand dargestellt wird. Daher wollen auch 
wir oss im folgenden anf diesen Fall beschrSnken, ond Mer nur knrs 
anf die Abhandlungen von Schiffer*) verweisen, in welchen die Co- 
hSsion derart berücksichtigt wird, dass in den oberen Schichten, wo die 
Cohäsion noch nicht überwunden ist, die Reibung nicht in Rechnung 
gezogen wird, während in den unteren Schichten lediglich die Reibung 
als Ursache der Tangentialcomponente angesehen wird. 

Wenn nun für ein Flächenelement die Reibung nicht überwunden 
werden soll, so mnss der Druck mit der Normale einen Winkel ein- 
schliessen, welcher eine gewisse obere Grenze <p nicht aberscbreitet. Biese 
Bedingung ist nun offenbar für alle Flichenelemente erföllt» wenn sie 
fOr diigenigen erfüllt ist, bei denen die Drnckneignng ein Haiimnm ist 
Sind nun an einer bestimmten Stelle die beiden Hauptdmcke, deren 
FlSdienelemente parallel der Z-Axe sind, nnd D,, fiemer n die grSsste 
Drockneigung zur Normale^ welche ^h an dieser Stelle findet» so bat' 
man die Beziehung 

D, 1 — sinn 

Dj l-|-8inu 

*) Schäffer, Erddruck und Stützwände. Zeitschrift für Bauwesen XXYIII, 
529—548, 1S78; namentlich aber Deutsche Bauseitung XII, 284—286. 
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oder 

D,— D, = 8inn(D,-f-D,). 

Nun bestehen aber zwischen den oben eingeführten Druckconipo- 
nenten X«, Y,, Xj und den beiden Uauptdrackeu die GleichuDgeo 

D,H-D, = X,-f-Yy, D,.D, =:X,Yy— XyT,. 

Demnach ergicbt sich zwischen den Drnckcomponenten und dem Uaxi- 

mum der Druckneigung die BczieliutiL,': 

(X, — Yy)'-f-4X; = sin=^u(Xx-t-Yy)'. 

Kach den obigen Ausführungen sollte nan u höchstens gleich ^ sein; 
wir erhalten also als Gleichgewichtsbedingang 

(2) 8in»<p(X,4.Y,y > (X.-Y,)»-H4X;. 

In denjenigen Teilen der Sandmasse, welche sich im Grenzzostande des 

Gleichgewichts befinden, erreicht ii den Wert (p wirklich, und die Bedin- 
gung (2) geht dort in eine Gleichung über. 

§ IG. Für die Praxis bat natürlicli der Fall ein besonderes Inter- 
esse, bei welchem die wirkende Kraft die Schwere ist. Nehmen wir 
an, dass die Richtung der Schwere mit der X-Axe den spitzen Winkel 

^ ^ mxtder Y-Axe den Winkel et bildet, und dass das speeifische 

Gewicht der Sandmasse gleich f ist, so erhalten wir an Stelle yon (1) 
die specidleren Gleichungen : 

ÖX, . ÖXy ÖY, . ÖYy 

Hängen jetzt alle Druckcompononten allein von y ab, so wird, falls die 
Ebene y = 0 eine freie Überfläclic und demnach an ihr Xy = Yy = 0 
sein soll: 

Xjs= Ys = Yysioa, Yj = '(.ifco&a. 

Setzen wir nun Xx — hf.j so erhalten wir ans (2) für h folgende Be- 
dingung: 

sin'<p(h-Hcosa}* > (h — cosa)'+4sin*ay 

deren Auflösung liefert: 

cosa(l-Hsin'cp) — 2|/sin"'<p — sin^a ^ ^ 
cos ''9 



^ cosa(l-|-sin*cp)+2"|/sin'''<p — sin'a 

cos'9 

Die durch die vorstcliciulen Formeln dargestellte Druckvcrteilune, welche 
in einem Erdkörper möglich ist, welcher von einer unter dem Winkel a 



Digitized by Google 



Die Eniwickelung der Lehre vom Erddruck. 113 

zur Horizoiitakbene geneigten Ebene begrenzt wird, im übrigen aber 
unbegrenzt sich erstreckt, ist namentlich in ihren GrenzfäHen Gegenstand 
einer eingehenden Untersuchnng gewesen. Man weiss, dass sich der 
Druck, sobald er für zwei Linienelemente bekannt ist, unmittelbar nach 
ganz allgemeinen, von der speciellen Natur der Substanz anabhängigen 
Regeln für jedes andere Linienelement eigiebt, sodass diese zunächst nur 
im Interesse der £rddracktheorie nntemommenen Forschnngen sich viel- 
leicht aach mt anderen Gebieten nötztich erweisen dürften. 

Rankine geht von der Thatsaehe aas, dass, wenn ein Linienele- 
meot von der Richtung A dnen Druck von der Richtung B erlddet, um- 
gekehrt das Linienelement mit der Richtung B einen zn Ä parallelen 

IT 

Dmck erleidet, und dass, wenn — a der Winkel zwischen zwei so 

conjugirten Richtungen und n das Maximum von a au einer Stelle ist, 
daa Verbältois der beiden Drucke den Wert 



Cosa — ycos'a — cos'n 

cos« -4-ycos*a — cos'u 

hat. Im Grenzfalle des Gleichgewichts hat u natürlich den Wert tp. Nun 
kann man aber leicht den Druck für ein Linienelement ds bestimmen, 
welches der Oberfläche parallel ist. Zieht man nämlich durch die End- 
punkte eines solchen Elementes zwei Verticalen bis zur Oberfläche des 
Sandes, so erhält man einen Streifen, dessen Gewicht nach Grösse und 
Richtung gleich dem Druck für ds wird, weil ja offenbar die längs der 
Verticalen einwirkenden Kräfte entgegengesetzt gleich sind und sich also 
aufheben. Ist z die LSnge der Verticalen, so ist dieses Gewicht gleich 
•^cosads und also der Dmck für ein der OberflSche paralleles Element 
yzcoso. Für das coigngirte verticale Element liegt nach den obigen 
Ausführungen der Druck zwischen den Grenzen: 

cosa — Vcos*a — cos'a> 

^cosa \ : 

oosa+ycos'a — cos*^ 

und 

cosa+Vcos'a — cos*© 

*^zcosa . * 

Cosa — Vcos'a— 'C0«*9 

Bezeichnen wir die von der Neigung des Geländes und von der natür- 
lichen Böschung abhängigen Factoren dieser Ausdrücke mit K und K', 
so erhalten wir für den Druck der verticalen Linie in den GrenzfäHen 
die Werte: 

i^-yz'K resp. 

^Abreaber. d. DeotMhMi llaib«iii.-V*raiBlgmif, II. S 
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und zwar greifen diese Resultaiiten in dem oberen Endpunkte des un- 
teren Drittels dieser Linie an. Um nun den Druck für irgend eine 
andere von der Oberfläche ausgehende Linie zu finden, hat man nur 
durch den unteren Endpunkt eine verticale Linie zu ziehen. Für die 
letztere kann man naeh der eben angegebenen Regel den Druck be- 
stimmeD, ebenso kennt man das Eigengewicht des Dreiecks; der gesnehte 
Druck ist die Resultante beider. 

In neuerer Zeit hat man nun auf yerschiedene Weise Teisneht, die 
Dmckverteilung mit Hälfe geometrisch-isiaphischer Methoden darsnstellen. 
Einige dieser Methoden sollen hier in Körse beschrieben werden. 

Mohr's*) Verfahren beruht auf folgenden üeberlegutigen. Man siehe 
(Fig. 7a) von einem Punkte 0 aus eine Linie OJ,, deren LSnge nach Grosse 
gleich dem Drucke eines gewissen Linienelementes ist, und deren Nei- 
gung zu einer festen Linie OX gleidi der Neigung des Druckes zur Nor- 
male des Linienelementes ist; der geometrische Ort des Punktes für 
die Gesamtheit der Linienelemente eines Punktes ist dann ein Kreis, 
dessen Mittelpunkt auf OX liegt. Die Schnittpunkte dieses Kreises mit 
OX bestimmen offenbar die beiden Hauptdrucke. Zieht man nun durch 
einen Punkt eine Linie parallel xn dem betreffenden Linienelement, 
so trifft diese den Kreis m einem festen Funkte J. Femer ist leicht 
einsusehen, dass das Maximum der Druckneigung gefunden wird, indem 
man von 0 aus Tangenten an den Kreis zieht 

Es möge nun die Llngeneinheit eine Kraft von der Grösse '^eosa 
▼erstellen, dann stellt die yon dem Punkte 0 des GelSndes ausgehende 
verticale Linie OJ die Grösse des Druckes für ein der Oberfläche paralleles 
Linienelement im l*unkte J dar. Zieht man jetzt (Fig. 7b) von 0 aus senk- 
recht zum Gelände die Linie OX, fällt von J aus ein Lot JE auf OX, ver- 
längert dieses um sich selbst bis J, , so ist OJj = OJ und die Neigung 
von OJ, zu OX gleich der Druckneigung für das der Oberfläche paralleh^ 
Element. Will man nun OX als Grundlinie für die Bestimmung der Druck- 
verteilnng üa Punkte J benntsen, so hat man einen Kreis zu suchen, dessen 
Mittelpunkt auf OX liegt, und der durch hindurch geht Dadurch ist 
aber der Kreis noch nicht bestimmt In einem Grenifidle kennen whr 
jedoch das Maiimnm der Druckneignng, da dasselbe gleich 9 ist, und dar- 
mit auch die von 0 ausgebenden Tangenten. Nun kann man abernach 
bekannten geomeiiiachen Regeln Ideht swd Kreise eonstralren, wdche 



*) Mohr, Beitrag zur Theorie des Erddrueks. Zeitschrift • des Archi> 
tekten- und ingemeorvereias zu Hannover 1S71, p. 494. 
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allen Bedingungen genügen; jeder giebt die Druckverteilnng für einen 
der beiden Orenzfälle. Beide gehen auch durch J hindurch. V>n nun 
nach der Construction JJ, die Richtung des Linicnelementef; angiebt, zn 
welchem der Druck OJ, gehört, so erhUt m&ti den Druck für irgend 
ein Linienelement in J, indem man in der Richtung desselben von J 
aus tan» Gerade zieht, welche den Kreis zum zweiten Male in F trifft 
und dann F mit 0 verbindet Die Linge OF giebt die GrOsse, der 
Winkel FOE die Neigung des Drucks zur Normale des Linienelementes an. 
Man kann, wie leicht zn bewdsen ist, die Richtung eines Linien- 

• 

elementes und des zugehörigen Druckes ansehen als die Richtungen con- 
jugirter Durchmesser einer Ellipse. Ferner ist bekannt, dass die Verbin- 
dungslinie der Schnittpunkte zweier so conjugirter Richtungen mit einem 
durch den Mittelpunkt der Ellipse gehenden festen Kreise durch einen 
festen Punkt gehen. Auf Grund dieser beiden Tliatsaohen entwickelt 
J. J. Weyrauch*) eine graphische Bestimmung der Druckverteilung für 
den Grenzfall des Gleichgewichts. 

Sind (Fig. 8) oA und oB zwei eoqjugirte Richtungen, und sehneidet 
man dieselbe durch einen Kreis mit dem ganz willkürlich zu wShlenden 
Mittelpunkt e und dem Radius de in den Punkten a und b, so muss die 
Verbindongslinie ab durch einen von der speciellen Wahl der beiden eon- 
jugirten Richtungen nnabhSnglgen Punkt d gehen. Dieser Punkt d ist 
• dadurch bestimmt, dass das Maximum der Druckneigung im Grenzfalle 
des Gleichgewichts [gleich o ist; seine Entfernung von c verhälL sich 
in Folge dessen zum Radius des Kreises oab wie sincp zu 1. Der Punkt d 
giebt nun aber nicht allein ein LMitos Mittel fiir die Construction der zu 
einer gegebenen Richtung gehörigen Druckrichtung, sondern er liefert 
auch die Grösse des Druckes, weil, wie leicht zu sehen, die Entfernung ad 
in einem constanten Verhältnis zu dem Druck für das Linienelement oa steht 
und erstere demnach als Darstellung des letzteren betrachtet werden kann. 
Da femer offenbar Winkel dac gleich der Dmcknelgung f&r oa ist, so erhält 
man die Normal- und Tangentialcomponente von ad, indem man fiber cd 
als Darchmesser einen Kreis beschreibt, welcher ac zum zweiten Male in f 
schneiden möge; af und fd sind dann die beiden Oomponenten. Soll die 
Linie ad den Druck unter Zugrundelegung eines bestimmten Massstabes dar- 
stellen, so hat man natürlich den Radius des Kreises passend zu wählcu. 

Beim unbegrenzten Erdreich sind die Geländeliuie und die Verti- 



*) J. J. Weyrauch, Theorie des Erddrueks auf Grund der neueren 
Anschauungen. Allgemeine Bauzeitung. • Wien 1881. FeU auch separat 

8* 
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cale conjiigirte Richtungen, der Druck für ein Linienelemeiit parallel der 
Oberfläclie in der Tiefe y unter derselben ist -^.ycosa. Mit Hülfe der 
eben entwickelten Methode kann man dann leicht die Grösse und Rich- 
tung des Drucks für ein beliebiges Linienelement finden. Man kann übri- 
gens, wie A. Fr&ncke*) gezeigt hat, die hier entwickelte Methode an« 
wenden, om aof gnphischem Wege die DnickTerteilang in einem von 
swei geneigten Eignen begrenzten Erdltörper wenigstens angenihert zu 
bestlmnien. Es ist das am so wesentUeher, als man mdnes Wissens 
auf analytiscliem Wege noch nicht zur LSsnng dieser An^iabe gelangt ist. 

§ 17. Schon Bankine hat die im vorbeigehenden Abschnitt be- 
handelte Dmekyertdiang im unbegrenzten Erdreich dazu benntzt, am den 
Druck gegen Stützmauern zo bestimmen. 

Man denke sich (Fig. 9) das Erdreich, welches oben durch eine 
Ebene begrenzt ist, deren Spur in der Zeirlienebene LM sein möge, durch 
eine Linie AB in zwei Teile zerlegt. Die beiden Teile des Erdreichs 
üben dann einen gewissen Druck auf einander aus. Man denke sich nun 
den einen Teil des Erdreichs entfernt und durch eine Mauer ersetzt, 
welche den eben erwähnten Dnick auszuhalten vermag, ohne zerstört 
oder bewegt zn werden. Es ist klar,- dass das Oleichgewicht aufrecht 
erhalten bleibt, und dass man also haltbare Uiauem erhilt, indem man 
mit Bankine den Druck der Erde so annimmt, wie es die für das un- 
begrenzte Erdreich entwickelte Theorie verlangt 

Dennoch führt dieses Ver&hren zu Conseqnenzen, die entschieden 
befremdlich erscheinen. Man fa^e, um das zu erkennen, die beiden 
Fälle ins Auge, dass die Geländefläche unter dem Winkel a ansteigt und 
unter demselben Winkel fällt. Nach der Theorie des unbegrenzten Erd- 
reiclis niuss in beiden Fällen der Druck parallel der Oberfläche sein und 
dieselbe Grösse haben. 

Bei deisdbeu Mauerstärke ist also bei fallendem Gelände das Mo- 
ment in Bezug auf die vordere Kante des Mauerfusses grosser als bm 
steigendem Erdreich. Es wurde sich also bei gleicher Anforderung an 
die Stabilitit nach dieser Theorie bei einem fallenden fiidreieh eine 
grossere ManerstSrke ergeben, als wenn das Erdreich unter demselben 
Winkel anstiege. 

Das widerspricht nun aller Erfiahmng und zeigt also, dass die für 

^ Adolf Franoke, Die inneren Kr&fte eines durch Ebenen begrenzten 

Erdkürpers nebst Anwendung auf die Ermittelung des Druckes gegen StfitXp 
und Druckwände. Zeitschrift des Architekten- und Ingenieurvereins zn Han- 
nover XXXIV, 1888. 



Digitized by Google 



Die Eotwickelung der Lehre vom Erddruck. 



117 



das unhegrenzte Erdroirli ortnittelle DriK^k Verteilung höchstens innerhalb 
gewisser Grenzen mit derjenigen Druckverteilung übereinstimmt, welche 
im Grenzfalle des Gleichgewichts in dem Erdreich hinter einer Mauer 
herrscht. Deshalb wird in neuerer Zeit die Theorie des aubegreosten 
fiidreichs nur unter gewissen Voranssetzongen bei der Bestimmang von 
ICaaentirken angewendet. 

So will s. B. Mohr dieselbe nur so lange benatzen, als die Linie, 
welche man in der Richtung des giOssten Haaptdmcks durch die hintere 
Kante des Mauerfosses ziehen kann, die GelSndeflSche tiüft, nachdem sie 
durch das Innere des Erdreichs gegangen ist, bei yerticaler Hinterseite 
der Mauer z. B. also nur dann, wenn das Gelände ansteigt, und bei hori- 
zontalem Gelände nur dann, wenn die Hinterseite der Mauer nach vorn 
ansteigt. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so greift er auf die Cou- 
lomb ".sehe Theorie zurück, indem er im Interesse eines continoirlichen 
üeberganges den Druck senkrecht zur Mauerfläche annimmt. 

J. J. Weyrauch meint, dass die Anwendbarkeit der in Frage 
stehenden Theorie sich bisher nur dann streng beweisen lasse, wenn die 
Bichtnngslinien beider Hanptdmcke für jeden Punkt der Wand die Ge- 
llndelinie im Innern des Erdkfiipen treffsn. 

Winkler, H. L^vy, de Saint- Venant, Bonssinesq n. a. m. 
wollen die moderne Erddmektbeorie nur dann anwenden, wenn die Drock- 
neigung znr Normale der Wand gerade gleich dem Reibungswinkel von 
Sand auf Mauerwerk oder — bei hinreichend rauher Wand — gleich 
dem Böschungswinkel des Sandes ist, bei jeder Neigung des Geländes 
also nur für eine ganz l)c.stimmte Neigung der hinteren Mauerseite. 

Für diesen citien Fall führt aber das Coulomb' sehe Princip zu dem- 
selben Resultat; deshalb wendet Winkler auch für den allgemeinen Fall 
die auf der Voraussetzung ebener Gleitflächen beruhende Theorie an. 

De Saint- Venant*} und Bonssinesq**) betrachten das Resultat 

*) De Saint- Venant, Sur urie detcnnination rationnelle par approxi- 
mation de la poussee des terres depourvus de colie.sion coQtre uq niur de 
souteaement. C. R. LXX, 228— 235, 281— 28ß. 1870. 

, Recherche d'une deuxieme approximatiou dans le calcul rationnel 

de la pouss^e exereee contre un mar dont la face postdrieuTe a une inclinaison 
quelconque par des terres non coh^rentes dont la surÜMse sup^iieure s'ilhyi 
en an talus plan quelconque k partir du haut de cette face du mar. C. R. 
LXX, 717— 72i. 1870. 

, Une ^Taluatioa ou exaete oa trte approche de la pouss^ des terres 

sablonneuses contre un mur destine k les soutenir. C. R. HC, 850—852. 1884. 

**) Boassinesq, Integration de Taquation differentielle qui peutdonner 



118 



F. KStter. 



der Rankine*8cheii Theorie als eioe Ann&hemng an den wirklichen Sach- 
verhalt» und suchen die wirkliche Drackverteflang zu bestinunen, indem 
sie zu den von dieser Theorie gelieferten Dmckkrtflen Zasatssglieder hin- 
zufügen. Setzt man nun die so verbesserten Ausdrücke in die Gleichun- 
gen (1) ein, so fallen alle diejenigen Glieder fort, welche von der Ver- 
besserung unabhängig sind. Entwickelt man in der für das Erdreich 
charakteristischen Gleichung (2) nach Potenzen der Zusatzglieder, so fällt 
das von letzteren freie Glied ebenfalls fort. Unterdrückt mau nun in 
der Voranssetzungy dass die Zusatzglieder hinreichend klein sind, die 
Ausdrucke zweiter Ordnung, so bleibt eine homogene lineare Gleichung 
zwischen den gesuchten Grössen übrig. In Folge der erst erwihnten 
Differentialgleichungen sind die drei gesuchten Grössen die drei zweiten 
Ableitungen defselben Function nach den Coordinaten, und die dritte 
Gleichung geht über in euie lineare partielle Differentialgleichnng zweiter 
Ordnung mit constanten Goefficienten. Grenzbedingungen liefert nun zu- 
nächst der Umstand, dass an der Oberfläche die Druckcomponenten und 
damit auch die Zusatzglieder gleich Null sein müssen. Es ergiebt sich 
hieraiis. dass in dem Teil des Erdreichs zwischen der GcländeHnie und 
der durch das obere Ende der begrenzenden Wand gezogenen Linie 
grösster Uruckneigung die Zusatzglieder sämtlich gleich Null sind. Hier- 
aus folgt, dass die Verbesserung nicht anzubringen ist, so lange die 
beiden durch einen Punkt der Wand gehenden Linien grösster Druck- 
neigung das Gelinde im Innern des Erdkörpers treiliBn! Wenn aber diese 
Bedingung nicht erfüllt ist, erhfilt man die vollsttndige Bestimmung der 
Zusatzglieder aus der Bedingung, dass an der Wand die Druckneigung 
gleich dem Böschungswinkel von Sand auf Mauerwerk sein soll. Die 
Druckverteilung in einem oberen, von der vorerwihnten Linie begrenz- 

une deuzi&me approzifflation dans le calcul rationnel de la poussee des terres. 
C. R. LXX, 751—754. 1870. 

1 Sur la pouss4e d'une masse de sable contre une paroi verticale 

ou ittclin^ G. R. IIG, 667—670. 1884. 

, Sur la poussee d*une masse de sable i surbce sup^rieure horizon- 
tale contre un paroi vertical dans le voisinage de laquelle son angle de 
frottemcnt est suppos^ croitre l^g^rement d'aprto une certaine loi. C. R. HC, 
720-723. 1884. 

— — , Caicul approohr de la poussee et de la surface de rupture dans 
un tcrreplein horizontal homogene contenu par un mur vertical. C. R. HC, 
790 bis 793. 

— — , Essai tli(''orir|ue sur requilibre des massifs pulverulents et sur la 
poussee des terres saus cohesiou, p. 112 ff. Bruxelles 1876. 4". 



Digitized by Google 



Die EntwickeluQg der Lehre TOm Erddruck. 119 

ten Kdle bleibt auch in diesem Falle nngeSndert; im unteren Teüe tritt 

eine Aenderung der Druckverteilung ein, welche eine Krümmung dar 
Gleitlinien bedingt. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass Herr Boussinesq unter- 
sucht, welchen Einfliiss die Vernachlässigung der Glieder zweiter Ord- 
naog in der für den Sand charakteristischen Gleichung hat. Strenge ge- 
, nommen genfigen nämlich die verbesserten Ausdrücke für die Druck- 
eomponenten niclit mehr dieser Gleichung für den Bösdiungswinkel ^, 
aondem einer Oleiehnng, in welcher an Stelle des Winlcels ^ ein anderer 
▼om Orte abh&ng^ger Winlcel 7' auftritt, dessen Grenzen dadurch bedingt 
sind, dass 

^ sincp' 1 
mafp ^ cosS ' 

wo d den Winkel bezeichnet, welchen die Vandrichtung mit der Tren- 
nungslinie der beiden verschiedenen Gebiete des mit Sand erffillten Raumes 

einschliesst Ist dieser Winkel nicht zu gross, so weicht die rechte Seite 

IC 

nur wenig von 1 ab (bei d = -r- z. B. wird secS ss 1,082), und des- 

• o 

halb ist der begangene Fehler nicht zu bedeutend. 

Um ein Bild von dem Effekt der hier in Frage stehenden Verbesse- 
rung zn geben, führen wir an, dass der Druck nach Rankine bei verti- 
caler Mauer und horizoDialem Gelände 

ist und senkrecht zur Mauer steht, während die Theorie von Boussi- 
nesq bei einem Reibungswinkel 9, von Sand auf Mauerwerk unter der- 
selben Voraussetzung ergiebt 

, ^ cos ( 1- 1 

cos^^9,4--^ — — J 

§ 18. Ausser der IBr das unbegrenzte Eidreich geltenden Dmck- 
verteilnng sind bisher nur sehr wenige Ldsnngen der ffir den Grenzfisll 
geltenden Gleichungen bekannt. Die Kenntnis einer solchen verdanken 

wir wiederum Boussinesq*); sie lässt sich dem Fall anpassen, dass 

*) J. Boussinesq, Sur les modes d^equilibre ümite les plus simples quo 
peut presenter un massif sans cohesion fortement comprime. C. R. TiXXX, 
546—549. 1875. 

, Essai theorique sur P^quilibre des massifs pulv^mlents, p. 150 u* £[. 

Bruxelles 1876. 4° 



120 F. K Otter. 

das Erdreich zwisclien zwei sieh seimeidenden Ebenen so stark zusammen- 
gedrfickt wird, dass man Yon dem Einflnss der Schwere aof die Dmclc- 
verteilong absehen kann. Ffir den Fall, dass man den Einflnss des Eigen- 
gewichts vernachlässigen darf, erhält man noch eine andre Lösung der 
Frage stehenden Gleichungen, indem man setzt 

X, = f(Xx)eAJ, Xy = Y, = — f'(Xx)e*y, Y, = f"(Xx)e*y 
und dann f(^) ans der Oleichang 

(f"(0-f-f(0)'sin»9 = {f"(^)-.{(^)y-^4{'XZ) 

bestimmt. Die in Frage stehende Drockverteilang ISsst sidi dem Falle 
anpassen, dass sich Sand in dner von zwei raohen nnd zwm glatten 
Wänden gebildeten Röhre mit rechteckigem Querschnitt befindet, die 
beiderseits durch Stempel geschlossen ist, auf welche in Bicbtung der 
RÖhrenaxe die KrlAe und wirken. Sie kann also dazu dienen, von 
der Fortpflanzung von Druck dnrch Sandmassen eine Vorstdinng za geben. 
Wir wollen noch eine dritte Lösung der in Frage stehenden Gleichungen er- 
wähnen, welche man als Verallgemeinerung der in § 16 behandelten Druck- 
verteilung ansehen kann. Man genügt den Gleichungen nämlich, indem 
man setzt: 

Y, = Yycosa-hm, Yx=^^y = '(jsina^ 

(^y cosa+m)( 1 +sin'<p)-2y'(m sincp+^y sin (a+9)) (msin<p--jy sin (a-cp)) 



cos cp 

Hier braucht nun a nicht mehr kleiner zn sein als 9, wenn nur y in 
gewissen Grenzen liegt, wenn nämlich 

msin^ msina 

8in(a— 9) gin(flt^-(p) 

ist. Für a=lR stellen diese Formeln also die Druckverteilung in Erd- 
reich dar, das sich zwischen vertioalen Wänden befindet und in gewisser 
Weise belastet ist. Der Einfluss dieser Belastung wird sich in tieferen 
Schichten aller Erfahrung nach sehr wenig bemerkbar machen, und so 
dürften sich die genannten Formeln vielleicht dazu eignen, den Dmck 
von Erdreich gegen hohe, benachbarte Wände zn bestimmen. 

Zu interessanten Betrachtungen, wenn auch nicht zn einer Lösung 
der Oleichnngen für den Grenzüsll des Gleichgewichts hat die Beschäfti- 
gung mit einer wichtigen Aufgabe der Technik geführt. Es handelt sich 
um die Bestimmung der Tragfähigkeit von Ffsilem, Grundmauern und 
ähnlichen Anlagen, die bis zn einer gewissen Tiefiß in das Erdreich hin- 
ein gehen. Die ersten Untersnchnngen nach dieser Richtung reichen 
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ziemlich weit sor&elc. Sie rfifiren Ton Lambert*) her und tragen einen 

wesentlich empirischen Charakter. Die Belastung ergiebt sich proportional 
der belasteten Fläche nnd proportional der Eintauclmng. Stellt man sich, 
wie es neuerdings üblich geworden ist, vor, dass die Belastung durch 
eine Sandschicht hervorgerufen wird, so kann man sagen, die Belastungs- 
höhe H ist proportional der Eintauchung h. Ein allerdings erst in 
neuester Zeit veröffentlichter Versuch, die Frage theoretisch zu bebandeln, 
ist za AnlBiig der fünfziger Jahre unseres Jahrhunderts von dem rassischen 
Obersten Panl^er**) gemacht worden. Dieser Versnch berabt auf einer 
von grossem Oeschiclc sengenden Anwendung des Conlomb'schen Princips 
fnr passiven und aciiven Erddrnclc und fuhrt zu dem Resultat, dass die 
Belastungshdbe 

ist. Zu demselben Resultat gelangte wenig später Kaukine***^ mit 
Hälfe der von ihm begründeten Theorie des Erddrucks. 
Den Gleichungen 

ay ~ • ax ^ öy — ^ 

geniigt man ofifenbar, indem man setzt: 

h='f(j-i-m, X, = Y, = 0, I. = Tg(y), 
sodass* also die Hauptdrncke hier fiberall parallel den Coordinatenaxen 
sind. Wenn nun nirgends die Drackneigang den natürlichen Böschungs- 
winkel fibertreifon soll, so muss fiberall die Beziehung: 

f . %\ l-}-sincp ^ V * 1 — sincp 

(y-hf(x)) ^ . ^ ^ g(y) ^ (y-hf(x)) -r^ . 

' 1 — sm^ — ^ — ^" l-f-smcp 



gelten. Das ist dann und nur dann möglich, wenn zwischen dem Mali- 
mum H von f (x) und dem Minimum h deiBelben Function die Beziehung 
besteht 



*) Lambert, Sur la fluiditö du sable, de la terre et d^autres corps mous 
rclativement anz lois de rbydrodynamiqne. Nouv. Mem. de l*Acad. de Iterlin. 

Annee 1772. p. 33- 64. Berlin 1774. 4» 

**) Pauker, Erklärender Bericht zum Project einer Seebatteric zw Ctnn- 
stadt. Journal des (russischen) Ministeriums der Verkehrsanstalten. September- 
heft 1889. 

***) Rank ine, A taauual of applied mechauics. London 1861. 
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and das wiederam iti für alle posttiven Werte y erf&llt, wenn 

^^ l-l-sincpX ^ ^ 1 — sin^ 
\1 — sin<p/^ l4-sin<p 

ist. Die Function f(x) ist hier die Belastung der Linie y = 0; stellt 
man sieh nnn vor, dass in einem Teile diese Belastnog durch eine Sand- 
nheischuttung von der Höhe h gebildet wird, so ist die höchste sulilssige 
Belastongshöhe fnr einen Pfeiler bei der hier angenommenen DmekverteÜnng 

Ebenso erhält man unter denselben Voraussetzungen über die Form der 
Druckverteiluug als kleinste zulässige Belastungshöhe 

H'-Kv(i-I-)- 

Für jede innerhalb dieser Grenzen liegende Belastungshöhe herrscht 
offenbar Gleichgewicht , weil sich ja sicher eine Drockverteilung finden 
lässt, welche allen in Frage kommenden Bedingnngen genfigt. Deshalb 
wird ein nach der Rankine*8chen Formel berechneter Pfeiler, vorans* 
gesetzt dass onsere Anschannngen fiber die physikalische Natnr des 
Sandes richtig sind, unter allen Umstinden im Gleichgewicht sein. Eine 
andre Frage ist aber die, ob nicht auch noch für Belastungen ausserhalb 
der in Frage stehenden Grenzen Gleichgewicht möglich ist, d. h. ob sich 
Druckverteiinngen finden lassen, welche allen Bedingnngen genfigen. 
Ja es ist sogar im höchsten Masse wahrschciulich, dass man zu erheblich 
weiteren Grenzen für die zulässigen Belastungen gelangen wird, indem 
man die Beschränkung fallen lässt. welrlie sich Rankine durch die 
Annahme einer speciellen Form der Druckverteilung auferlegt. 

Auch die Erfahrung lehrt, dass Pfeiler erheblich stärker belastet 
werden dürfen, als es nach der Rankin ersehen Formel für den oberen 
Grenzwert der BelastnngshÖhe scheinen möchte. Diesem der Erfehmng 
entsprechenden Grenzwert der Belastangshöhe suchte in neuester Zeit Jan- 
kowski*), ein russischer Ingenieur und Professor, durch ein Verfehren 

*) Piaton Janko wski, Widerstand der Gründungen. Journal d. Minist, 
der Vcrkehrsanstalten. Jan., Febr. u. Dec 1889. (Russisch.) Vgl F. d. M. 
XXI (1889), S. 888. 

— — , Resistance des terrains sahlonneux aux charges verticales. Rapport 
par M. n. Vallot Mem. de la societe des ingeuieurs civils* 1892. Heft 11, 
p. 84Ö— 851. 

— — , Ktudc Sur la resistance des terrains sahlonneux aux charges verti' 
cales. Mem. de la societe des iug. civ. 1892. Heft 11, p. 937—955. 
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nSber zu kommen, welches sich — allerdings mit wesentlichen Modi- 

ficationen — eng an die vorerwähnte Methode von Pauker anschliesst. 

Wenn sich der belastete Pfeiler senkt, wird der unter dem Pfeiler 
liegende Sand abwärts geschoben, wälirend die dem eingetauchten Körper 
benachbarten unbelasteten Teile in die Höhe getrieben werden. Die 
Gleitlinien, oder die Linien grosster Druckneigung, werden hier also 
gekrümmte Linien sein, welche von einem Punkte der Pfeilerbasis aus zu- 
nächst nach unten gehen und, nachdem sie sich nach oben gekrfimmt 
haben, die anbeiastete Sandfliche treffen. Eine solche stetig gekrfimmte 
öleitlinie efsetzt Jankowski dorch zwei gerade Lhiien, welche sich in der 
Tiefe z anter einem Endponkte der Basis schneiden. Biese Linie z wird 
also seitens des onter dem Pfeiler liegenden Erdreichs einen Dmek er- 
fshren, wie ihn eine Haner durch den activen Erddrock erf&hrt Von 
der äusseren Seite wird hingegen ein Druck wirken, wie er sich äussert, 
wenn eine Mauer auf dem Sprunge steht, in das Krdicich getrieben 
zn werden. Wälirend nun Pauker angenommen hatte, dass beide zu 
der Trennungslinie senkrecht stehcji, niinint .Tankowski an, dass der 
Druck gegen die Normale dieser Linie unter dem Böschungswinkel 9 
geneigt sei, und zwar so, dass die erst bezeichnete Kraft von oben nach 
unten, die andere also von unten nach oben gerichtet ist Nun wird 
der passive Druck R and der active Druck S nach dem Coulomb'schen 
Piineip beredhnei Die Bedingnog daffir, dass das unbelastete Erdreich 
nicht verdringt werde, ist dann offenbar: 

R— S ^ 0. 

Die linke Seite ist eine Fonction von z, welche nach dem eben Gesagten 
so beschaffen sein muss, dass das Minimum derselben noch positiv ist. 
Die Ausführung der fraglichen Rechnung führt zu folgender Grenze für 
die Belastungshöhe: 



Hsh 




ist. Die Grösse k nimmt sehr rasch von ihrem Werte 1 für 9» 0 
aas ab, nnd man wird deshalb kfirzer schreiben können: 




Bei der Theorie von Jankowski ergiebt sich ferner, dass nicht jede 
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Breite in lieliebiger Weise belastet werden darf. Es mnss vielmehr bei 
einer BelastnngshShe H' die Breite mindestens den Wert 

H'k — h cofirp 

2 cos — sin — J-^ 

haben. Mit Benutzung der oben angegebenen Grenze der Belastungshöhe 
ergiebt sich die zagehörige untere Grenze der Breite auf 

h eos9 

f * 2 cos zr-^ sin rr-'- 



2 2 



oder icfirzer 



C0S9 



2 cos — ^— i- sin — ^— 1- 

Schon Jankowski selbst hat auf einen Mangel der von ihm entwickelten 
Theorie hingewiesen, indem er hervorhebt, dass die Momontengleichung 
nnbenicksichtigt geblieben ist. Uns scheint dieser Fehler nicht der ein- 
zige zu sein, welcher .seiner Entwiclcelung anhaftet. So ist zunächst gar 
nicht ohne weiteres einzusehen, warnm in einem Grenzfalle des Gleichge- 
wichts gerade eine durch den Endpunkt der PfeÜerbasis gebende Vertieale 
eine Linie grösster Dmckneigung sein soll. Es soll zugegeben werden, dass 
die Formel von Jankowski bei einem Winkel 9 von 33** 32' dem wahren 
Sachveibalt viel mehr entspricht als die Rankine-PaukerVhe Formel, 
von denen die erstere für H den Wert 132,6b liefert, während die 
andere 12,03 h giebt. Trotzdem kann der Formel von Rankfne ein 
Vorzug vor der neueren nicht abgestritten werden; bei der ersteren weiss 
man genau, auf welcher Seite der Fehler liegt, während das bei der 
Formel von Jankowski nicht der Fall. Da man nun bei Constructioneu 
praktischer Natur die Bcanspruchungsfaliiirkcit der einzelnen Teile ohne- 
dies nicht völlig ausnützt, dürfte es sich empfehlen, die ältere Formel 
ffir praktische Zwecke beizubehalten. Femer widerspricht die Formel 
von Jankowski einem ganz fundamentalen Prinzip. Es ist klar, dass 
ein System, welches unter Voranssetzung einer gewissen Reibung im 
Oleicbgewicbt ist, ffir jede stärkere Reibung erst recht im Oleichgewieht 
sein wird. Demznfblge mfisste H eine mit 9 stetig wachsende Function 
sein. Diese Bedingung erfüllt der Ausdruck von Pauker und Rankine. 
Hingegen nimmt der Ausdruck von Jankowski nur bis 9 s 45* zu, 
wo er im Widerspruch zu jeder rationellen Vorstellung den Wert c» 
annimmt, und nimmt von dort aus wieder ab. 
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§ 19. In theoretischer Beziehung besitzt die Rankine'sche Methode, 
die im vorhergehenden Abschnitt besprocliene Aufgabt' zu behandeln, 
einen besonderen "Wert insofern, als sie auf den Weg hinweist, auf 
welchem die streoge Lösung zu suchen ist. Ja indem sie dies thut, 
führt sie dann auch weiter m einer von der bisherigen abweichenden 
Fassung der Erddrackprobleme fiberfaaapt. 

Rank ine griff, wie wir gezeigt, aus der Gesamtheit derjenigen 
ChrOssensysteme, welche die Bedingungen 

Öx "äy ~ ax ay ^' 

(X^-hYy)^in> ^ (X,-Yyy-+-4XyY„ 

Xy = Y, 

mit der Massgabe befriedigen, dass an der freien Oberfläche des Sandes 
Yy = 0 und Yx = 0 sein solle, eine besondere Gruppe heraus und be- 
stimmte dann innerhalb dieser Gruppe die beiden Wertsysteme, welche 
die Verticalcomponente des gegen den Pfeiler ausgeübten Druckes zu 
einem Maximum und zn einem Mhiimum machen. So gelangt er zu zwei 
Werten, von denen feststeht, dass Gleichgewicht herrscht, sobald die 
Belastung innerhalb derselben liegt. Will man nun die wirklichen Grenzen 
der zulässigen BeUuttnngen haben, so darf man sich natürlich nicht auf 
die von Rankine herausgegriffene Gruppe TOn Ldsungen beschrSnken, 
sondern muss aus der Gesamtheit von Grössensystemen. X^, Xy = Y„ Yy, 
diejenigen herauslesen, welche mit Rücksicht auf die angeführten Bedin- 
gungen die Verticalcomponente des Druckes gegen den Pfeiler, d. h. das 
über den eingetauchten Rand desselben erstreckte lutegral 

I ( Yy cos (n y) -+- Y, cos (n x)) ds 

zu einem Maximum und zu einem Minimum machen. So stellt sich 
denn die in Frage stehende Aufgabe als eine Aufgabe der Variations- 
rechnung heraus. 

Dass die vorliegende Aufgabe nicht die einzige ist, welche sich als 
Aufgabe der Variationsrechnung betrachten IXsst, das erkennt man sofort, 
wenn man dnige der Aufgaben ins Auge fiisst, welche bisher sei es auf 
theoretischem, sei es auf experimentellem Wege in Angriff genommen 
wurden. Dahin gehört zum Beispiel die Aufgabe, den Druck zu be- 
stimmen, welchen Sand auf den Verschluss in deui Boden eines Gefässes 
ausübt. 

Man denke sich (Fig. Ic) ein kastenförmiges Gefäss ABB'A', in dessen 
Boden sich eine spaltföruiige Oeffuung CG' befindet. Von den Kändern C und 
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C dieser Oefftamigf mögen 2wei Ebenen CD und CD' vertical nach unten 
gehen, so dass sich zwischen ihnen der Verschluss CEE'C der Ocffnung 
bewegen kann. Wenn nun der Kasten mit Sand gefüllt ist, so wird 
derselbe auf den Stempel einen Druck ausiiben. Soll letzterer in Ruhe 
bleilien, so muss gegen den Stempel noch eine nach oben gerichtete 
Kraft P wirken. Ist diese zu klein, so giebt der Stempel nach; ist sie 
Ztt gross, so wird der Stempel in das Innere der Sandmasse getrieben. 
Med erhält die Grenzen offenbar, indem man die Drackverteilniigßn soeht, 
bei welchen das fiber die Oelfhung erstreckte Integral 

ein Maximum oder Minimum wird. 

Es muss zugegeben werden, dass diese Aufgabe ausserordentlich 
schwierig, wenn nicht unlösbar erscheint, nnrl doch hat diese Fassung der 
Aufgabe eine gewis.se Bedeutung für die Einsicht in die Druckverhält- 
nisse. Unterzieht man nämlich, wie es Rank ine in seiner Bebandlnng 
der Manerpfeiler gethan hat, statt aller möglichen Druckverteilungen nur 
eine gewisse Gruppe derselben einer Betrachtung, so erhält man in dem 
Minimum einen Druck, welcher den Stempel gegen das Erdreich sicher 
in Oleichgewicht hält, und in dem Uazimum P, einen Druck, weidier 
den Stempel auf keinen Fall in das Erdreich hineintreibt Nun lässt 
sich aber diese Gruppe von Druckverteil ang so wählen, dass P^ sich mit 
wachsender Höhe der Sandschlcht asymptotisch einer endlichen Grenze 
nähert, während P, viel stiitker ansteigt als die erste Potenz der Sandhohe, 
was dann natürlich a fortiori auch von den wirklichen Grenzwerten gilt. 
Dadurch sind zwei Thatsarlioi mit der Theorie des Erddrurks in Ein- 
klang gebracht, welche einer Erklärung bisher widerstanden haben, näm- 
lich die beim Bau von Tunneln beobachtete Thatsache, dass der active 
Erddruck in tiefen Schiebten lange nicht den beträchtlichen Wert hat, 
welchen man nach der Höhe erwarten sollte, und die bei der Anlage 
von Erdankem vmrertete Thatsache, dass der passive Erddruck das 
entgegengesetzte Verhalten zeigt * Hagen*) hat zwar schon im Jahre 
1833 für den Bodendruck von Sand in Röhren dne Formel abgeleitet, 
welche, wenn die Höhe fiber eine gewisse endliche Grenze steigt, einen 
von letzterer unabhängigen Wert liefert. Aber einmal bedient er sich 
gewisser Voraussetzungen und Auuahmeu, die nicht bewiesen werden, 



*) Untersuchung über den Druck und die Reibung des Sandes § 5. 
Foggendorff Annalen XXVllI, 316 ff. 
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und zweitens begeht er einen Fehler, der den gewöhnlichsten Prinzipien 
der Mechanik widerspricht. Gerade diesen Feliler hat nun Förch - 
heimer*) direct in seine Bestimmung des Budendrucks übernommen, so 
dass diese Ableitung ebenfalls niciit befriedigen kann. Auch die Methode 
von Fr. Engesser**) für die Bestimmung des Drucks gegen innere Stütz- 
wände kann vor einer strengen Prüfung nicht bestehen. Ausser diesen 
Versuchen ist nur noch ein einziger gemacht worden, den I>rock in 
tiefen Erdschichten theoretisch sn hestimnien, und zwar von Ritter***). 
Da jedoch dieser Autor sich gezwangen sieht, der Betrachtung ganz 
andere Hypothesen zn Ohrnnde zu legen, als auch er für die Bestimmong 
des Seitendmcks benutzt, so kann dieser Versuch) so interessant er an 
sieh ist, hier nicht weiter in Frage kommen. 

Eine dritte Aufgabe, bei welcher man unmittelbar dazu gelangt, sie 
als Aufgabe der Variationsrechnung zu fassen, bietet eine Anordnung dar, 
welche vielfach zur experimentellen Bestimmung des Seitendrucks ange- 
wendet worden ist. Man stelle sich ein kastenförmiges Gefäss vor, dessen 
eine verticale Seite um eine horizontale, dieser Wand parallele Axe dreh- 
bar ist. Füllt man diesen Kasten mit Sand, so wird man auf die dreh- 
bare Wand eine Kraft ausüben müssen, damit dieselbe in Ruhe bleibe. 
Bestimmt man nun durch den Versuch die Grenzen dieser Kraft, bei 
weichen die Wand anfingt, dch in dem einen oder anderen Sinne zu 
drehen, so eifaSlt man direct das auf die Drehaxe bezogene Moment des 
Dnickee, welchen der Sand in den beiden Grenzfillen auf die Wand ausfibt. 

Gesetzt, man hitte wieder eine Dmekrerteilung gefunden, welche 
den mebrerwähnten für das Innere der Sandmasse gültigen Beziehungen 
genügt, welche ferner so beschaffen ist, dass für die Kiemente der freien 
Überfläche des Sandes die Componenten gleich Null sind, und dass an 
den starren "Wänden die Druckneigung nirgends die durch die Rauhigkeit 
derselben bedingten Grenzen übersclireitet, so könnte man durch eine 
Int^^tion das Moment finden, welches bei der in Frage stehenden Ver- 
teilung der Druck des Sandes gegen die bewegliche Wand bezüglich der 
Drehaxe hat Wenn nun das Moment der ausser dem Erddruck auf die 
Wand wirkenden KrSfte gerade gleich und entgegengesetzt dem erwfthnten 

*) Philipp Forcbheimer, (Jeber den Sanddrock und Bewegungs- 
erscheinungen im Innern trockenen Sandes. Tübinger Dissertation p. 18 IL 

Aachen. 1883. 

**) W. Ritter, Staük der Tuunelge wölbe. Berlin 1879. 8°. 
***) Fr. Kngesser, lieber den Rrddruck gegen innere StiiUwände. 
Deutsche Bauztg. XVI. 1882. S. 91—93. 
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Integrale ist, so ist die Wand offiBubar im Gleichgewicht. LSsst sich aber 
umgekehrt von einer Kraft nachweisen, dass es keine Dmckrerteilang 

giebt, für welche das in Frage stehende Integral gerade gleich und ent- 
gegengesetzt dem Moment der Kraft ist, so ist bei dieser Kraft Gleich- 
gewicht nicht möglich. Damit eine Kraft die drehbare Wand gegen den 
Erddruck im Gleichgewicht halte, ist also erforderlich, dass das Moment 
derselben bezüglich der Drehaxe innerhalb zweier Grenzen liege, welche 
man erhält, indem man unter allen zulässigen DruckverteiluDgen diejenigen 
aufsucht, bei welchen das obige Integral ein Maximum oder ein Mini- 
mum wird. 

Bei den bisher besprochenen Angaben war es deshalb leicht, die 
Maximumsau^be zu formuliren, weil die beweglichen Grenzen 'eine Frei- 
heit ersten Grades aufwiesen und man demnach als Bedingung des Gleich- 
gewichts der an den beweglichen Grenzen angrtifenden Kräfte nur eine 

Gleichung hatte. Wie man zu verfahren hat, wenn mehr als eine unbe- 
kannte Grösse in Frage kommen, wollen wir an einem Beispiel zeigen, 
das sich von dem soeben besprochenen nur dadurch unterscheidet, dass 
die Wand ganz frei beweglich gedacht ist. 

Wenn eine Kraft oder ein System von Kräften die Wand gegen 
den Erddruck im Gleichgewicht halten sollen, so muss sich offenbar eine 
allen Bedingungen genügende Druckverteilung finden lassen, für welche 
das Moment des Erddruckes nicht nur ffir eine Axe, sondern für alle 
möglichen Axen gleich und entgegengesetzt dem Moment der andern auf 
die Wand wirkenden Kräfte ist. Nennen wir M das Moment dieser 
letztem Kräfte in Bezug auf den An&ngspunkt 0 eines Coordinaten- 
systemes, Z und Y ihre Componentensummen in Richtung der Axen 
desselben, so ist für einen Punkt mit den Coordinaten (a, b) das Moment 

M4-Ya— Xb. 

Das Moment des Erddrucks bei irgend einer beliebigen Druckverteilung 
wird in zwei bestimmten Grenzen liegen müssen, die nach Lösung der 
vorher bespritchenen Aufgabe bekannte Functionen von a und b sein 
werden. Nennen wir die untere Grenze — M(a, b)j die obere — M(a, b}^, 
so muss, wenn überhaupt Gleichgewicht möglich sein soll, 

M(a, b), < M-h Ya— Xb < M(a, b), 
sein. Wenn diese Bedingung nun für alle möglichen Werte (a, b) erf&llt 
ist, dann hält, wie gezeigt werden soll, das durch (X, Y, M) datgestellte 
Kraftsystem die Wand gegen den Erddmck wirklich in Gleichgewicht. 

Wenn n&mlich (M, X, Y) die Wand nicht gegen den Erddmck in 
Gleichgewicht hält, so wird eine Bewegung derselben eintreten. Diese 
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Bew^Dg wird nun In jedem Zeitpunkt betrachtet werden kSnnen als 
eine Drehung um irgend einen Punkt; a, ß mSgen die Coordinaten 
des Drebungsmittelpnnktes für den Anfang der Bewegung sein. Für den 
Beginn der Bewegung wird nun nichts geändert werden, wenn man die 
Beweglichkeit der Wand so einsehifinkt, dass rie sich nur um diesen 
Punkt drehen kann, dass also die wirklich eintretende Bewegung auch die 
einzig mögliche ist. Dann erkennt niau aber unmittelbar, dass, wenn 
bei einem Kraftsystem (M, X, Y) die in Frage stellende Bewegung ein- 
tritt, der Ausdrnck M-f-Ya — Xß ausserhalb der durch M(a, ß}^ und 
M(a, ß}| dargestellten Grenzen liegen muss. 

Wenn nun ein Kraftsystem für alle möglichen Werte (a, b) die 
Bedingung 

M(a, hX g M-t-Ya— Xb g M(a, b), 

Mfnllt, so giebt es keinen Punkt (a, ß), für welchen M+Ta — ausser- 
halb der Grenzen M(a, ß)„, M(ci, ß), liegt. Nach dem Gesagten kann 

also keine Be^veL,alllg i intreten, oder das Kraftsystem hält die Wand gegen 
den Erddrnck im Oh'iclifiewicht. 

Die angegebene IleilinLumg des (UeichL'ewiclits lässl sich nun sehr 
leicht interpretiren , wenn wir uns einer geometrischen Darstellung be- 
dienen. Betrachten wir die Grössen X, Y, M als die Coordinaten eines 
Punktes im Raum» so wird der Gesamtheit aller Kraftsysteme der dreidimen- 
sionale Raum entsprechen. Die oben angegebene Bedingung bedeutet für 
ein festgehaltenes Wertepaar ab nun offenbar, dass der Punkt (X, Y,][) 
innerhalb eines gewissen von zwei paraUelen Ebenen begrenzten Gebietes 
liegen mnss. Wenn nun die obige Bedingung für alle möglichen Wertepaare 
(a, b) erfüllt sein soll, so heisst das, die geometrische Darstellung des 
Systems (X, Y, M) muss innerhalb desjeni<:en Teiles des Raumes liegen, 
welcher allen soeben gekennzeiclnieten Gebieten ancrchört. 

Wenn es sich um einen Grenzfall handelt, so wird für ein Paar (ab) 

M4-Ya— Xb = M(a,b), oder M-|-Ya— Xb = M(a, b)^, 
wShrend für jedes andre Wertepaar a+h, b-f-k 

M-f-Y(a-f-h) — X(b-f-k)— M(a-|-h, b + k), ^ 0, 
resp. MH-Y(a-4-h)— X(bH-iv;— M(a-Hh,b-f-k)^ ^ 
ist, woraus dann folgt: 

^ _ 5M(a, b), aM(a,b). 

• ^ äb ' 

M = M(.b,-.^-bi?5^. 

Jahrettber. d. Deulscbeu Malbcui.-Verciuiguug. II. 9 
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resp. 

^__ aM(a,b), aM(a, 

äi ' ^ äb ' 

M = M(a, bi-a ^^Ö^ _b ^Jl . 

Eliminirt man nun a nnd b, so erhält man die Gleichimgen 

M=<^(X,Y)„ M = <D(X,Y), 
deijenigen Oberflächen, welche den Raum der Gleicbgewiehtssysteme ein- 
schliessen. 

Wenn nan ein Kraflsystem derart stetig geändert wird, dass seroe 
geometrische Darstellung von einem der Oberfläche sehr nahen Punkte 
im Innern durch einen Punkt (X, Y, M) zu einem nahen Punkte des 

äusseren Raumes übergeht, so wird die Wand anfangen sich zu bewegen, 
und zwar wird sie sich zunächst um einen Punkt (a, b) drehen, dessen 
Cüordiuaten offenbar entweder den Bedingungen 

dh ' aa ' 

oder den Gleichungen 

aM(a, b), ^_ aM(a, b), 

öb ' ' 

M = M(a, b) - a i^^^ b 

öa öb 

genügen. Im ersten Fall hat man die Gleichung: 

U+aY:-bX = M(a, b)., im andern M+aY— bX = M(a, b^. 

Gehen wir nun zu irgend einem benachbarten Grenzfidl fiber, d. h. differen- 
türen wir, so ergiebt sich aus der ersten Gleichung: 

und das reducirt sich auf 

dM-f-adY— bdX = 0. 
Dieselbe Gleichung eigiebt sich auch aus den Grensf&llen der andern 
Art. Demnach erhalten wir den Drehpunkt TermSge der Gleichungen: 

_ du dH 
* W 

§ 20. So lange sich die Erddrucktheorie auf den Fall von zwei 
Dimensionen beschränkt, hat man es im wesentlichen mit drei zu be- 
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stimmenden Druckcomponcnten zu thun, zwischen denen erstlich zwei 
für jede Substanz gültige Gleichungen bestehen und zweitens eine für 
das Gleichgewicht des Sandes charakteristische Bedingung. Befindet sich 
die ganze Sandmasse im Grenzzostande des Gleichgewichtes, so geht 
aach diese letztere Bedingmig in eine Gleicbnng üher, nnd man hat wenig- 
stens ehenso viel Gleichungen wie zu bestimmende GiQssen. Natfir- 
lich ist die DrackverteUnng dadurch noch nicht völlig bestimmt, son- 
dem es müssen weitere Grenzbedingungen hinzutreten, welche na^ der 
Natur des besonderen Falles zn formuliren sind. Ja es erscheint zweifel- 
haft, ob durch dii' liinzunahtue dieser Grenzbediugungcii die Lösung eines 
solchen Problems c indoiiliLr bestimmt ist. 

Diese Schwierigkeiten steigern sich nocli, wenn die Erddrncktlieorie 
auf ein Gebiet von drei Dimensionen ausgedehnt werden soll. Im Gebiet 
von drei Dimensionen hat man es nSmlich mit sechs zu bestimmenden 
Dmckcomponenten 

Zy s=t Y„ X, =s Zxt Yjt ssa Xy 

ZU thun, zwischen denen drei von dem physikalischen Charakter des 
Sandes unabhängige Gleichungen 



0) 



z 



Öy dz 

az, ^ ezj ^ az. 

dx dj dz 
bestehen. Dazu kommt nun für den Sand die Bedingung, dass für kein 
Flächenelement die Neigung des Druckes zur Normale den Böschungs- 
winkel übersteigt oder, anders gesprochen, dass der gr&sste Hauptdruck 

l-j-sincp 

im Verhältnis zum kleinsten nirgends grösser als ~ — ist. Selbst 

im Grenzfialle des Gleichgewichts giebt diese Bedingung, foUs man nicht 
die immerhin .doch willkürliche Annahme machen will, dass zwei der 

Hauptdrucke einander gleich werden, nur eine Gleichung oder büclistcns, 
falls man die erwähnte Annahme zulässt, zwei Gleiciinngeii. Man bat 
also auf jeden Fall mehr unbekannte Functionen der Coordinaten, als 
Gleichungen vorliegen, sodass hier diu Lösung des Problems sicher unbe- 
stimmt bleibt, auch wenn man die für die Grenzen gültigen Beziehungen 
hinzunimmt. 

Diese Unbestimmtheit verschwindet aber, wenn wir das Problem 

9* 
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wieder als ein solclics der Variationsreclinnng ansehen. Uni das zu 
zeigen, wollen ^vir ein allgemeines Problem der Jbjrddrucktlieorie einer 
Bettachtang unterziehen. 

Es sei gegeben eine Sandmasse, anf deren Teile gegebene iussera 
KrSfbe wirken. Die Begrenzung derselben werde gebildet von freien 
Oberflächen, auf welche gegebene Druckkräfte wirken, von festen Grenzen 
und von beweglichen Grenzen, deren Gestalt von mehreren Parametern 

Pi? 1*21 ' Pd abhängt. Ks soll untersucht werden, welche Kräfte diese 
beweglichen Grenzen gegen den Druck der Krdc im Gh^ichgewiclit halten. 

Man stelle sich vor, dass ein System von Druckkräften gefunden 
sei, welches erstlich den Differentialgleichungen (1) dieses Paragraphen, 
zweitens der für den Sand charakteristischen Bedingung bezüglich der 
Drnckneigung genfigt, welches femer die für die freie Oberflfiche gege- 
benen Druckkräfte liefiart, und welches endlich so beschaffen ist, dass an 
den festen Grenzen die Neigung des Drucks gegen die Normale inne^ 
halb der durch die Rauhigkeit bedingten Grenzen Hegt Dnrch ein 
OberflSehenintegral wird man dann die Arbeit finden kSnnen, welche die 
vom Sande auf die beweglichen Teile der Grenze ausgeübten Kräfte bei 
irgend einer virtuellen Veränderung dieser Grenzen leisten. Dieselbe 
möge sein 

ü,5p,-4-ü,Öp,H hU„op„. 

Sind nun die Kräfte, welche ausser dem Krddruck auf die beweglichen 
Wände wirken, so beschaffen, dass die von ihnen geleistete Arbeit für alle 
virtuellen Veränderungen entgegengesetzt gleich dem vorstehenden Aus- 
druck ist, so henscht offenbar Gleichgewicht Diese Arbeit m5ge nun s^ 

M,op^-i-M,5p,H hM„op„, 

wo die Grössen M^, M,, . . ., Mn offenbar von den Variationen der Para- 
meter unabhängig sind. 

Denkt man sich nun die Beweglichkeit der Grenzen. so beschiAnkt, 
dass sie nur noch eme Freiheit ersten Grades behalten, und dass die 
GrSssen Sp« sich in der Form paSx darstellen, wo die Grössen p« be- 
stimmte Grössen sind, so wird es dne Dmckverteilang geben, bei welcher 
der Ausdrnck SUßP« ein Maximum wird, und eine, bei welcher dieser 
Ausdruck kleiner wird als bei jeder anderen Druckverteilung. Das Maxi- 
mum und das Miniinuru selbst werden dann Functionen der Grössen p', 
p^, . . ., pu sein und zwar homogene, im allgemeinen nicht lineare Functionen 
ersten Grades; wir wollen sie — M(p', , p!,, . . . , pl,)^ und — M(p', , p'j,, . . . , Pa), 
nennen. Die Bedingung, dass ein Kraftsystem die Wände bei der be- 
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schrlnkten Beweglichkeit im Gleiehgewicht hfilt, ist dann offenbar: 



Kehren wir nun zu der nrsprfinglichen Au^be zurück, so erkennen 
wir, dass, wenn Gleichgewicht bestehen soll, die eben angestellte Bezie- 
hnng für alle möglichen Wertsysteme p^, p',, . . pS, erfüllt sem muss. 
Das ist nun für die Äufrecbtorhaltnng des Gleichgewichts nicht nur not- 
wendig, sondern anch hinreichend. Um die Richtigkeit dieser Behauptung 
einzusehen, kann man genau so verfahren, wie bei der am Schiuss des 
vorhorirolionden ParatjraplicMi besprochenen Aufgabö, \V'enn ein System von 
Kriiftou die beweglichen Teile dor Grenzen nicht im Gleichgewicht hält, 
so wird irgend eine Bewegung eintreten. An dieser Bewegung wird nichts 
geändert, wenn wir die Beweglichkeit der Grenzen so beschränken, dass 
eben nur die eintretende Bewegung möglich ist. Die Variationen der 
p« nach dieser BeschiSnknng mögen p^Sx sein. Da nun das vorliegende 
Kraftsystem, welches durch die Grössen Ha charakterisirt ist, die beweg- 
lichen Grenzen nicht im Gleichgewicht halt, so glebt es keine Dmck- 
verteilung, för welche — 2UaPa = 2Mapa ist, d.h. es liegt SMapL 
ausserhalb der durch M (p pl,)„ und M(p',, p'^, p'„), darge- 
stellten Grenzen. Demnach giebt es, sobald kein Gleichgewicht stattfindet, 
mindestens ein Wertsystem p^, p'j, . . pj,, für welches die Bedingung 
(2) nicht erfüllt ist. 

Durch die Bedingunci: (2) wird für ein bestimmtes Wertsystem 
P'i' P»> •••> Pn <lcr Mannigfaltigkeit n*^' Ordnung der GrövSsen 

M,, . . ., Mo ein von zwei parallelen ebenen Mannigfaltigkeiten (n — 1)**' 
Ordnung begrenztes Gebiet ausgeschieden. Wenn nun ein System von 
Kriiften die Sandmasse im Gleichgewicht hält, so müssen die zugehörigen 
Werte M,, . . Mg dem Bezirk angehören, welcher allen eben be- 
zeichneten Gebieten gemdnschaftlich ist. Bei einem Grenzfalle muss es 
mindestens em, bis anf einen gememschafUichen Factor bestimmtes Wert- 
system (p'a) geben, für welches entweder 



(2) «(p',. p; 



3> •••> 



• Pn)i- 




ist, sodass man für die Grenz&Ue erli&lt: 



Da die Functionen und homogene Functionen erster Ordnung sind. 
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80 hängen die gewonnenen Ansdificke nnr von den VerhiltnisBen der 
ab; elindniren wir dieselben, so erhalten wir die Qleichnngen der 

(ii — l)- fachen Manuigfaltigkeiten, welche den GleicbgewichtsheziTk be- 

grcuzcu; sie mögen sein: 

Wenn das System der Snsseren Ki&fte ein Grenxsysteni wird, so 
wird der Eintritt einer Bewegong su ffirehten sein. Eine solche Bewe- 
gung ist charakterlsirt durch die VerhSltnisse der YerSndemngeny welche 
die Grossen hierbei erfahren , d. h. durch ein System von Grdssen 
p'^. Das zu einem Grenzfall gehörende System dieser Grössen ist bis 
auf einen gcmeinscliafilichua Factor bestimmt durch die Gleichungen (3), 
aus welchen folgt: 

oder 

vM„p;, = M(p',, p;, ...,p'n),. 

Indem wir nun zu einem benaclibartcn (irenzfall übergehen oder, anders 
gesprochen, indem wir differentüren, erhalten wir: 

2dll«pi = 0, 
woraus sich dann eigiebt, dass wir setzen können: 

resp. 

§ 21. Mach der in den vorhergehenden Paragraphen gescliildertea 
Theorie ist die Druckverteilnng in jedem Grenzfalle des Gleichgewichts 
eine bestimmte. Dagegen sind der Natnr der Theorie gans entsprechend 
die DrackkrSfte allemal dann unbestimmt, wenn es tich nicht um einen 
GrenzfiUl des Gleichgewichts handelt Es beruht ja diese Theorie, ebenso 
wie die iltere von Coulomb, auf einer Annahme, welche der gewdhn» 
liehen Theorie der Reibung bei starren KSrpern nachgebildet ist, und es 
ist bekannt, dass diese Theorie ebenfalls nur in den Grenzfällen des 
Gleichgewiclits zu l>estimmtcn Werten der Widerstände führt. 

Um diesen Uebelstand zu beseitigen, iiat Boussinesq*) von einem 

*) Boussinesq, Es**ai theoriquo sur l'equilibre des massifs |mlveiulenta 
cuiujjarü ä celui des inussifs solides et sur la poussee des terrus sans cohesiou. 
Bruielles. 1876. 4». 
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ganz anderen Geeiehtsputikte ans eine neae Theorie des Eiddrocks ent- 
wickelt, welche die Statik sandiSrmiger Substanzen in unmittelbaren' 

Zasaramenhang mit der Elasticitätstheorie und der Hydrostatik bringt. 
Natürlich kommt es auch bei dieser Theorie vor allem darauf au, Bezie- 
hungen für die Druckkräfte aufzustellen, welclie ausser den allgemein 
gültigen GlcichnngLii (1) des vorhergehenden Paragraphen für den Sand 
im besonderen gelten und die specielie physikalische Goustitutioii dieser 
Substanz zum Ausdruck bringen. 

BoQssinesq geht von der Vorsteliong ans, dass durch die Druck- 
krSfte Deformationen herroigemfen weiden, und dass man die Drnck- 
krifte als Functionen dieser Deibrmslionen ansehen kann. Nun ist be- 
kanntlich jede Deformation chaiakterisirt durch die drei Hauptdilatationen, 
welche in drei bestimmten senkrecht zu einander stehenden Bichtungen 
erfolgen. Tst die Substanz isotrop, so werden die Riehtungcn der Haupt- 
spannungen mit denen der Ilauptdilatationen übcrcinstiiumcn. Die Summe 
der Haaptspannungon wird inbezug auf die Ilauptdilatationen symmetrisch 
sein. Nehmen wir nun an, dass sich die llauptdrucke nach Potenzen 
der Dilatationen entwickeln lassen, und dass ferner die Dilatationen so klein 
sind, dass man Glieder der dritten und höheren Ordnung vernachlässigen 
kann, so erhalten wir, falls 6^, 0 , die Ilauptdilatationen sind, 6 die 
kubische Dilatation und endlich F,, f,, F, die Hauptspannungen bezeichnen, 
i(F,-hF,-HF,) A4-BÖ-t.Cd»-hD[ft-80»H-ft-8.)"H-(Ö,-ai,)l. 
Femer erhfilt man 

-F.) = [K'-h(B"-HC"(?)5,]a-oJ, 
= [K'+(B"+C"ö)5,](6.-8,), 

WO 

gesetzt ist. 

Bei Flfissigkeiten können nun die Grössen 0,, Ö.^ \ auch dann von 
einander verschiedene Werte haben, wenn die Unterschiede der Grössen 
Fp F,, F3 unbemerkbar sind. Deshalb werden dort die Ausdrucke 
K'-H(B"+C"6i)Sa gleich Null sein. Die Hauptspannungen haben dann 
einen gemeinschaftlichen Wert — p, wo p den Druck bedeutet Sieht 
man von Gliedern höherer Ordnung ab, so erhält man 

— P = iCFi-HFi-hF.) = A H-B Ö. 

Dagegen ist bei starren Körpern eine Verschiedenheit in den Grössen 
öj, und 63 nur dann möglich, wenn auch die Spannungen merk- 
bare Unterschiede aufweisen. £s werden sich also hier die Quotienten 
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^(F.j — ^3)^(0., — 63) auch dann nicht auf Null reducircn, wenn die 
Dihitationcn selbst sich der Grenze Null nähern. Dann riiilieru sich aber 
die Grössen K'-f-(B"-|-C"(^)öa einer endlichen Grenze A', und wir werden 
dann mit Vernachlässigung höherer Potenzen allgemein schreiben dürfen: 

KF-I',)-A'(8,-«i> 

Behalten wir in K ebenfalls nur die Glieder erster Ordnung bei, sodass 

KF.+F.+F,) = A + l!ö 
wird, so erireben sich für die Ilauptspannungen Ausdrucke von der Form: 

Die 8andf5rmigen Sabstansen stehen nun nach Bonsainesq anf der 
Qiense zwischen den flfissigen und den festen Körpern. Bei ihnen werden, 
falls der Drack, d. h. das negativ genommene arithmetische lüttol ans 
den drei Hanptspannnngen nicht zn bedentend ist, aneh bei verhiltnis^ 

miissig geringen Unterschieden in den Spannungen die Dilatatiuueu merk- 
liche Unterschiede aufweisen können. 

Nehmen wir jetzt als ursprimgliclien Zustand einen solchen, bei 
welchem der Druck, d. h. — ■^-(Fj-f-Fj-hFg) gleich Null ist, so wird 
man bei passender Bestimmung von 0 bewirken können, dass bei ganz 
willkürlichen Werten der Differenzen — 5,, — die Grössen K und 
K'+(6"+C"^}da gleich Noll werden oder, genauer gesprochen , sich 
auf Gliedef Ton höherer als der zweiten Ordnung redudren. Dazu ist 
erforderlich und hinreichend, dass 

K = A-HB^+CÖ'-i-D[(ö,-ö,)'+(8,-3J'4-(a -8,)''] 

und 

K' = A'+B'ö-^C'Ö'-i-L)'[(5.,-5,)'^-f-(83-8,y-h(S -8J'] 
diese Eigenschaft haben, und dass B"-^C"0 unendlich klein von höherer 
als der ersten Ordnung ist. Indem man auf den Fall ö, ss S,, ss =s 0 
zurückgeht, erkennt man, dass A = A' = B"s=:0 sein müssen. Wenn 
nun die drei Ausdrücke 

B^?-|-C(?'+D[(8,-8,)»-hC8s-8,y-H(8-«0n» 

B'^H-C'<>«-hD'[(5,-ÖJ^+(S,-5.)^+(o.-o,)^, 

unendlich klein von höherer als der zweiten resp. ersten Ordnung sein 
sollen, so muss — abgesehen von dem Fall R = B' = C" = 0 — 
offenbar 6 unendlicii klein von höherer als der ersten Ordnung sein, und 
es werden also die Glieder CO' und C'O^ unterdrückt werden können. 
Dann wird aber, damit gleichzeitig 
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BÖ+D[(S,-oJ'+(o3-3,)=+(o,-o,)T 
und B'Ö+D'[(8,-8J'+(8,-S,)''-(-(5 -5.,)'] 
unendlicli klein von höherer als der zweiten Ordnung seien, sich ein 
Factor m derart bestimmen lassen, dass: 

B' = — mB, D' = — mD 
ist. Nimmt man nun an, dass die Substanz als incompressibel anzusehen 
ist, dass also d stets veigleichweise klein gegen die Grössen 5,, 
ist, 80 wird man in K das Glied C^' nnd in K'+(B"+C"^)8« die 
Glieder C*d* und G"<98a g^g^ die übrigen nnterdrncken können, und 
man erhiUt dann: 

i(F.+F,+ F.) = -p = BÖ+Dl(o,-6./+(o,-o.)= + (o-5,)'] 
und 

== mp(8^— 6,). 

Mit Rücksicht darauf, dass 6 unendlich klein gegen die Hanptdilatationen 
ist, wird man also folgende Bedingungen erhalten: 

F,=— p(l — -imoj, F. =_p(l_-2mo.,), F3 = — p(l — 2moJ. 

Nach bekannten Regeln kann man nun aus diesen Ausdrucken für die 
Hauptspannungon leicht die Grössen Xx, Yy, Z,,, Xy^Y», Y,=sZy, 
= Xz als Functionen der Ableitungen der Verrückungen n, y, w nach 
den Coordinaten x, 7, z ableiten. Man erhält 




ist. Setzt man die yorstehenden Ausdrucke für die Dmckcomponenten* in 
die Gleichungen (1) des yorhergehenden Paragraphen ein, so erhSlt man 

zusammen mit den Gleichungen, welche die Incompressibilität ausspricht, 

vier Cleicliüiigcn für die drei Verrückungen u, v, w und für den mittleren 
Druck, also gerade soviel Gleichungen, als man unbekannte Functionen hat. 

Es würde sich jetzt noch darum handeln, die auszeichnende Eigen- 
schaft der Grenzfalle des Gleichgewichts zu ermitteln. Boussinesq 
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gelangt za ihi auf folgende Weise. Die sandfStmigen Sabstanzen besitzen 
keine Coliäsion, und deshalb mnss der kleinste Hanptdrack und damit 
anch das aiithmelische Mittel der drei Hauptdmcke, d. h. p jedenMs 
positiT sein. Ferner mnss ans demselben Grande die grösste Uauptdila- 

iation S, olfenbar kleiner als -J— sein. Aber schon ehe diese Grenze 

wirklich erreicht ist, wird das Gleichgewicht nicht mehr möglich sein. 

Und deshalb wird man als obere Grenze von einen Wert .^1. msa. 

* 2m 

sehen haben. Beschränkt man sich nnn auf ebene Deformationen, so ist 

eine der Dilatationen = 0, und 6^ ist gleich — 5^. Bezeichnet man nun 

die Hauptdrneke durch p,, p,, p, so ist, wie wir gesehen haben: 

P, =P(1 — 2möJ, P3,=p, p, =p(l— 2moJ =p(l-H2moJ. 



Demnach wird 



P.-1-Pi ' - ^ 



Die GrenzfSUe sind also bei der entwickelten Theorie durch dieselbe 

Bedingung charakterisirt wie bei der Beibungstheorie von Rankine und 
seinen Nachtolgern. Handelt es sich aber nicht um den Grenzzustand 
dos Gleichgewichts, so zeigt sich ein durchgreifender Unterschied beider, 
und die Theorie von Boassiiicsq beweist eine unbestreitbare Ueber- 
legenheit gegenüber den älteren Theorien. "Während nämlich die letzteren 
ilirer ganzen Natur gemäss nur in den Grenzfallen des Gleichgewichts die 
Verteilung des Druckes anzugeben Termogen, in allen anderen Fällen 
gezwungen sind, die Drackverteilnng unbestimmt zu lassen, liefert die 
Theorie von Bonssinesq Gleichungen, welche ähnlich deiyenigen der 
Hydrodynamik und Elasticit^tstheorie unabhängig davon gelten, ob der 
Gienzzustand erreicht ist oder nicht 

Wie genau die TJieorie von Boussinesq den thatsächlichen Ver- 
hältnissen entspricht, das lässt sich jetzt noch nicht übersehen. Denn 
die Versuche, welche man bisher mit dem Sande anstellt«, beziehen sich 
fast ausnahmslos auf die Grenzzustände des Gleichgewichts, während für 
eine Prüfung der in Frage stehenden Theorie gerade die Fälle in Betracht 
kommen, bei welchen der Grenzznstand noch nicht eireicht ist. Auf 
jeden Fall aber wird man in Anbetracht der pridsen Art, in welcher 
Boussinesq seuie Formeln entwickelt hat, erwarten dürfen, dass der 
Untersehfed von Theorie und Praxis sich nicht als allzugross heraus- 
stellen wird, not dem Wunsch, dass durch geeignete Versuche die geist- 
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▼olle Arbeit des französisohen Gelehrten eine nnzweidentige Best&tigang 
finden möge, schliessen wir unseren Bericht fiber die Entwicklang der 
Theorie des Erddracks, nm noch einen Blick auf die experimentelle Seite 
unserer Frage sn werfen. 



m. 

Ueber die Versuche zur Bestimmung der Gleichgewichtsverb&ltnisse des Sandes. 

§ 22. Wenn Versuche einen Einblick in die GleichgowichtsverhSlt- 

iiissc gewähren sollen, so müssen sie sich offenbar nach doppelter Rich- 
tung erstrecken. Einmal müssen die Druckkräfte gemessen werden, 
welche die Sandmasso gegen begrenzende Wände ausübt, zweitens muss 
das Verhalten der im Innern befindlichen Teile des Sandes untersucht 
werden. Da die erstere Frage für die Praxis von vorwiegender Bedeu- 
tung ist, so kann es nicht befremden, dass die vorliegenden Versuche 
fiber die Statik in gans fiberwiegender Anzahl Druckmeäsungen sind, 
wiihrend sich mit der zweiten Frage nur äusserst wenige Forscher abgeben. 

Es sind eigentlich nur zwei Untersuchungen über die Veih&ltnisse 
im Innern von Sandmassen zu nennen; beide aber verdienen besondere 
Beachtung sowohl wegen der Originalität der befolgten Methode als wegen 
der mit ihrer Hülfe gewonnenen Resultate. Forchheimer und Kurd- 
jümoff haben versucht, sich über die Gestalt der Gleittläche in ver- 
schiedenen Grenzföllen des Gleichgewiclit.s Aufschluss zu verschaffen. 
For chheimer's*) Verfahren besteht im wesentlichen darin, dass zunächst 
eine Sandschüttung aus verscliiedenen Schichten gebildet wird, w^elche 
abwechselnd mit Fuchsin gefärbt und ungefärbt sind. Nun wird eine der 
Grenzen bewegt, sodass auch ein Teil des Sandes nachstfirzt. Nachdem 
dann wieder Buhe eingetreten ist^ wird die Sandmasse durch darüber ge- 
gossenes, geschmolzenes Paraffin zum Erstarren gebracht. Zerschneidet man 
nun den gewonnenen K5rper, so kann man in Folge des Unterschiedes 
der Schichten die bewegten Teile der Sandmasse von den in Ruhe veiv 
bliebenen unterscheiden. We Grenze beider gfebt dann offenbar die Gleit- 
fläche. Die Versuche beweisen, dass beim activeii Krddruck die Gleit- 
fläche als Ebene angeselieii werden kann, während sie beim passiven Erd- 
druck bei weitem wi iiigcr einfach erscheint. Beim Absturz durcli eine 
kreisförmige i3odeuö&iimg sciieiut wunderbarer Weise gerade der über der 

*) Förch hoim er, Ccber den Sanddruck und liiwcgiuigserscheiuungen 
im Innern truckeueu Sandes. Tüb. Diss. Aachen 1883. 8*^. 
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Bodenoffnnng befindliche Gylinder alwnnnken, sodass die Oleitlllche eine 
Cylinderfläehe ist 

Nicht minder interessant ist das Verfahren von Kurdjünioff*), 

welcher sich <ler Phütot^rajihie bcdieutj um die Bewegungen zu .studiren, 
wckhe beim Eintreiben eines Klotzes in eine Sandmasse liervoriremfcn 
werden. Die in Ruhe bleibenden Teile der Sandmasse müssen ein klares 
Bild geben, während die bewegten Teile nur ein trübes Bild liefern 
können. Die Grenze beider giebt auch hier die Gieitflächo. Sie hat im 
wesentlichen die Gestalt, wie mt sie bei Besprechung der Jankowski- 
sehen Theorie der Tragfähigkeit von Bodenpfeilem beschrieben haben. 

§ 23. Was nnn die Dmckmessnngen betrifft, so steht wieder dner 
grossen Zshl von Untersachnngen über den Seitendmck der Erde eme 
kleine Omppe anderweitiger Unteranchungen gegenüber. Ueber den 
Zusammenhang zwischen EintanchnngshÖhe nnd Belastnngshöhe hat, wie 
schon angegeben, in älterer Zeit Lambert**) Versuche angestellt; in 
neuerer Zeit hat Kiirdjüiuulf diese Untersuchung wieder aufgeuoninien 
und ist dabei zu dem Resultat gclanirt , dass die zulässige Belastungshohe 
erlieblich grösser ist, als mau nach der iormel von iiankine und Pauker 
erwarten sollte. 

Ueber den Bodendruck von Sand in Röhren und über den Druck 
gegen den Verschluss von Oeffnungen im Boden von Geissen liegen 
Untersuchungen von Delanges***), Hagenf), Engesserff) nnd 
Forchheimerfft) vor. Die Untersuchungsmethode ist bei allen wesent> 
lieh dieselbe. Eine Schale einer Wage wird durch em auf die andere 
gelegtes Uebergewicht gegen die Boden5fihung gedruckt Alsdann wird 
das Uebergewicht der belasteten Schale so lange verringert, bis der 
Verschluss der Oefifnung nachgiebt. Der Druck, bei welchem die Bewe- 
gung eintritt, gicht dann offenbar den Druck im Grenzfalle des Gleich- 
gewichts. Auch in den Resultaten stimmen die Untersuchungen gut über- 
ein. Der Druck nähert sich mit wachseuder Höhe der Öaudscliicht einem 

*) V. J. Eurdjümoff, Zur Frage des Widerstandes der Gründungen 
auf naturlichem Boden. Girilingenieur XXXVIII, 292— SIL 1892. 

**) Lambert, Sur la fluidit^ du sable. Nouv. H4m. de TAcad. de Berlin. 
Ann^e 1772. Berlin 1774. 4«« 

***) Delangos, Statica e mcccanica de' semifluidi. Hern, di matema- 

tica e fisica della Societä italiana, t. IV. 1788. 

t) Ilagen, PoggondorfT Annalon, XXVill. 1833. 
tt) Engesscr, Ueber den Erddruck gegen ionere Stützwände. Deutsche 
Bau/iK-, XVI. 1882. 91—1)3. 

ttt) Forchheimer, Tüb. Diss. Aachen 1883. S». 
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Grenzwert; für geometrisch STmUclie Oeffnnngen Terbalten sieh die Grenz- 
werte des Druckes wie die dritten Potenzen der Längsdimensionen oder 
wie die Kubeu der Quadratwurzeln des Flächeninhaltes. Interessant ist 
die Beobachtung Forchheimcr's, dass Belastungen der Sandschicht durch 
Gewichte keiner» nennenswerten Eiiitluss auf den Bodendruck hatten. 

Der Druck der Erde gegen seitliche Wände ist am häufigsten Gegen- 
stand der experimentellen Untersuchung gewesen. T^eider zeigen die 
Resultate dieser Messnngen so beträchtUcbie Unterschiede, dass es bisher 
noch nicht gelangen ist, eine Theorie mit dem gesamten vorliegenden 
VersQchsmateiial zor Deckung zn bringen,- und dass sich fost für alle 
Theorien Versnche finden lassen, welche dieselbe scheinbar bestätigen. 

Gewisse Unterschiede erklären sich zwar leicht durch die Verschie- 
denheit der benutzten Substanzen. Einige Experimentatoren benutzten 
zum Beispiel cohärirende Erdarten; ihre Resultate weichen naturgemäss 
von den Untersuchungen ab, welche sich auf cohäsiunslose Substanzen, 
wie es z. ß. der Sand ist, beziehen. Aber selbst wenn man die in Frage 
stehenden Versuche von der Betraclitung anssehliesst, bleiben die Unter- 
schiede stark genug. Auf eine mögUche Quelle dieser Differenzen hat in 
neuerer Zeit Darwin*) hingewiesen, indem er zeigte, dass der Druck 
der £rde ganz wesentlich davon abhängt, wie die £rde aufgeschüttet wurde. 

Die aUgemeine Tersachsanordnung Darwin^s ist die von den meisten 
Autoren befolgte. £ine vertieale Wand ist am eine horizontale, der Wand 
parallele Äxe frei drehbar; sie wird gegen den Druck der Erde durch 
die Spannung einer Schnur, die an dnem Punkte der Wand befestigt ist, 
im Gleichgewicht gehalten. Diese Spannung \vird allmählich so weit vei^ 
mindert, dass noch gerade Gleichgewicht itiüglich ist, dass aber bei der 
kleinsten weiteren Verminderung der Spannung die "Wand anläujj,! sich 
zu bewegen. Das Moment der Fadenspannung giebt dann unmittelbar das 
Moment des Erddrucks im Grenzfalle des Gleichgewichts. 

Was nun die Versnche Darwin's von denen anderer Autoren unter- 
scheidet, das ist die besondere Aufmerksamkeit, welche Darwin auf die 
Art der Aufschüttung verwendet £8 wird ganz genau unterschieden, ob 
der Sand durch Bildung dünner horizontaler Schichten aui^eschfittet war, 
oder ob durch Bildung von Schichten, welche unter dem natürlichen 
Böschungswinkel von vom nach hinten ansteigen oder lallen. 

Für jede Art der Aufechüttung ergab sich nnn für die Abhängigkeit 

*) Darwin, On thrust of a mass of sand. Minutes of Proeeedings of the 
institution of civil engincers. LXXI. 18813, 350—377. iiin französischer Be- • 
rieht findet sich in Aunales des ponts et chaussees. 1ÖÖ3, II. 478— 4ü4. 
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des Momentes vou der Hübe der Schüttung der Ausdruck 

Der Factor ij, äiidritt' sicli beim Ucbercranpf von einer Art der SchQttiing 
zur anderen und zwar in nicht unbeträchtliclier Weise. So ergaben sich 
für vcrticale Wand und horizontales Gelände Factoren ji, die sich wie 
315 : 344 : 360 verhielten, je nachdem die Schichten nach hinten fielen, 
horizontal waren oder nach hinten anstiegen. Aus diesen Vefsnehen 
kann man also zonichst als unzweifelhaftes Besoltat ablesen, dass die 
Constitution des Sandes und damit auch der von Ihm ausgedhte Druck 
ganz wesentlich von der Anfschnttungsart abhängen, und dass, wenn über- 
haupt brauchbare Resultate gewonnen werden sollen, diesem Punkte tine 
ganz besondere Aufmerksamkeit zuzuwcndcu ist. 

Zweitens zeigt sich, was schon der alte Woltmann*) beobachtet 
hatte, dass sich die Momente in Bezug auf die untere Kante der Wand 
verhalten wie die Kuben der Sandhöhe. Dieses Resultat, mit welchem 
übrigens auch alle bisher bekannt gewordenen Theorien übercinstimnien, 
kann demnach wolil trotz der gegenüberstehenden Beobachtungsresultate 
von Delanges**), nach denen sich die Momente wie die Quadrate der 
Höhen veibalten sollen, als gesichert angesehen werden. 

Fragen wir uns nun, was aus gut gemessenen Werten der Momente 
in Bezug auf eine einzige Axe zur Beurteilung einer Theorie geschlossen 
werden kann. Zunächst ist klar, dass eine Theorie, die ffir die In Frage 
stehende Grösse stark abweichende Werte liefert, als unzutreffend zurück- 
gewiesen worden muss. Andererseits kann aber aus einer Uebereinstira- 
mung noch nicht direct auf die Unanfechtbarkeit einer Theorie geschlossen 
werden. Denn es können zwei gänzlich von einander abweichende Druck- 
verteilungen doch dasselbe Moment bczüglicli einer Axe liefern; ja es 
braucht nicht einmal die Resultante des Druckes nach Grösse, Richtung 
und Angriffspunkt übereinzustimmen, damit sich bezuj^ch einer Axe 
dasselbe Moment eri^bt. 

Was den AngrüEspunkt des Druckes betrilR, so haben einige Ex- 
perimentatoren z. B. Donath***) im Hinblick auf die allgemeine üeber- 
einstlmmung der Theorien in dieser Begehung eine versuchsniSssige Nach- 
weisung des Gesetzes, dass der Druck im Drittel der Höhe angreift, nicht 

*) Woltmann, Beytrftge zur hydraulischen Architektur, III, 184. 
**) Paolo Delanges, Esperienze ed ossenraiioni intomo alla pressione 

dellc terro ed alla resistenza de' muri. Verona 1779. 

*"^') A. D. Donath, Untersuchungen über den Erddruck auf Stützwände. 
Zeitschrift für Bauwesen XLI 1891 auch sep. Emst und Sohn, Berlin 1891. 4fi* 
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far nStig erachtet. Andere glaubten in der Thatsache, dass die HotDente 
bezüglicli der unteren Kaiiio sich wie die KuIumi dor Schichthöhen verhal- 
ten, eine genügende Restätigung des in Frage stehenden Gesetzes zu finden. 
Es bedarf aber nur eines Hinweises auf den Kinflnss, welciien die Wahl 
der Längeneinheit auf die Gleichungen der Krddrucktheorie hat, um zu 
erkennen, dass das kubische Verhältnis der Momente gänzlich unabhängig 
von der Druckverteilang ist, dass sich nicht nur unter Voraussetzung der 
hydrostatischen DruckverteiloDg sondern aoch unter Zugrundelegung einer 
beliebigen anderen DrockYerteiInng das in Frage stehende YexliSltnis er- 
geben würde. 

Ganthey*) hat dnrch einen Versneh direet nachweisen wollen, dass 
der Druck im Drittel der Höhe angreift, indem er die Wand erst um 
eine Axe drehbar machte, die in der fraglichen Höhe lag, und 5?p5t€r die 

Axe tieler und höher legte. Ks zeigte sich, dass bei der ersten Lage 
die Wand in Ruhe blieb, ohne dass irp:cnd welche Kräfte wirkten. Da- 
gegen fing die Wand an sich zu drehen, wenn die Axe eine andere 
Lage hatte. Leider giebt Gauthcy nicht genau genug an, um wie viel 
die Axe höher und tiefer gel^t wurde. Es erscheint daher gar nicht 
ausgeschlossen, dass bei engerer Waltl der Grenzen Sick nicht nur eine 
einzige Lage sondern ein Intervall von Lagen ergehen hStte, bei denen 
die Wand in Bnhe bleibt, ohne dass gegen dieselbe ErSfte ansgeübt werden. 

. Wenn Gaathey's Versneh unanfechtbar wSie, so wfirde er zwar dner- 
seits einen wesentEchen Bestandteil der gewöhnlichen Erddmcktheorien 
bestStigen, andererseits aber wurde er doch zu viel beweisen, indem er 
zeigte, dass es Druckverteilungen, bei denen der Angriffspunkt nicht im 
Drittel der Hohe liegt, nicht geben kann. Damit wäre dann aber auch 
nachgewiesen, dass die Reibungshypothese, welche allen diesen Theorien 
zu Grunde liegt, unzutreffend wäre. Deim man kann leicht Drnckver- 
teiiungeu finden, welche allen aus dieser Annahme fliessenden Bedingun- 
gen genügen und doch einen anderen Angriffspunkt geben. Den Glei- 
chnngen 

ax, ÖX, _ OY dYy _ 
dx dj ' ÄT"*" öy 
genfigt man nSmlich durch die Formeln 

Xx = g(y), Xy = Yx = o, Y, = -r.y. 

*) Gauthey, Sur Topaisscur que l'on doit donncr aux murs de soutt-ne- 
ment pour resister ä la poussee des terres. Nouv. Mein, de Dijou, II, 
28—66; 1785, I, 1—45. 
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Um nun die für die Reibungstheorie des Sandes charakteristische Bedin- 
gung zu befriedigen, muss man annehmen 

iH-sintp _ , . 1 — sincp 

Wenn mm die Function g(y) so gowälilt wird, dass sie im unteren 
Drittel der Simdscliicht den unteren Grenzwert, dagegen in dem oberen 
Teile einen grösseren Wert hat, so liegt der AngriflFspuiikt offenbar in 
dem oberen Teile der Wand und nicht gerade im Drittel der Höhe. 

Auch neuere Versuche stehen mit der von Gauthey beobachteten 
Erscheinung im Widerspruch. So hat Leygue*), welcher den Widerstand 
gegen den Erddruck durch Federn henrorbringt, die gegen die frei be- 
wegliche Wand drficken, gefunden, dass der Angriffspunkt des Druckes 
nicht mit dem Drittel der H5he susammenfiUlt, sondern in dem Intervall 
von I bis ^ der Höhe schwankt. So Scheint es denn, dass die Gantbey'- 
schen Versuclie nicht als einwandsfrei zu betrachten sind. Eine sorg- 
fältige und eingehende Wiederholung derselben würde deshalb um so mehr 
am Platze sein , als es an directen Versuchen über den Angriffspunkt 
des l->d drucks im übrigen vollständig mangelt. 

Auch in einer anderen Hinsicht würde es uns wünschenswert er- 
scheinen, dass das Moment des Erddrucks in Besug auf eine möglichst 
grosse Anzahl von yerschiedenen Lagen der Axe gemessen wurde. Um 
nSmlich fSr die drd Bestandteile der Resultante des Erddmcks mehr als 
eine Gleichung su haben, Ter&hien viele deijenigen, welche über den 
Erddruck Versuche angestellt haben, so, dass sie die Wand nicht nur um 
eine, sondern um mehrere, meistens zwei Axen beweglich machen. Wolt> 
mann**) misst z. B. zunächst das Moment für die untere Kante der Wand, 
und macht letztere alsdann um die obere Kante drehbar. A u d e ***) setzt, 
nachdem er das Moment bezüglich der unteren Axe bestimmt hat, die 
Wand auf Rollen, sodass er sie nur in horizontaler Richtung verschieben 
kann, und misst dann direct die horizontale Componente des Druckes. 
Woltmann schliesst aus der Thatsache, dass das Moment bezuglich der 
oberen Kante ungefiUu doppelt so gross ist wie dasjenige für die untere 
Axe, dass der Angiifispunkt des Druckes in ^ der Höhe liegt; Aud^ 

*) Ii. Loyguc, Nouvello rccherche sur la poussee des terres et le prolil 
do rcvotement Ic plus ecouomique. Annales des ponts et cbaussees (6) X, 
1885, II, p. 788-1003. 

**) Woltmann, Beyträge III, ITöff. 

*••) Au de, Nüuvelles expericuccs .sur la pousseo des ienos. Memorial 
de lofticier du genie, XV, Paris 1848, p. 2G9— 316. 
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bestimmt den AnirrifFspunkt. indem er das gemessene Momeat durch die 
gemessene üoiizontalcomponente dividirt. 

So plaasibel auf doD ersteo Blick dieses Vei&hien sdieinen möchte» 
beruht es doch auf einer Annahme, die bisher weder experimentell noch 
theoretisch bewiesen ist, nSmlieh auf der Voranssetzang, dass in den 
▼erschiedenen FSUen die Drackverteilung und damit die Resultante die- 
selbe ist. Das versteht sich nun aber keineswegs von selbst; denn die 
Bewegungen, welche in der Saudmassc eintreten, sobald die Wand die 
eine oder die andere Bewegung macht, sind offenbar gänzlich von ein- 
ander verschieden, nnd es werden sich also an der Grenze des Gleich- 
gewichts in den vcrschicdcncu Fällen auch verschiedene Gleitflächcn bilden. 
Auf jeden Fall bedarf also die in Frage stehende Voraussetzung eines 
Beweises. Diesen wird man unseres Erachtens nar so führen können, 
dass man zunächst das Moment des Erddrncks in Bezug auf mehr als 
drei Axen, welche nicht siraflich in ehier Ebene liegen, bestimmt und 
dann nntersnoht, ob sich diese Momente s&mtlich durch dieselben beiden 
Gomponenten und denselben Angriffspunkt darstellen lassen. 

Dass zunächst einmal die Abhängigkeit des Momentes von der Lage 
der Axe genau untersucht werde, scheint uns um so wesentlicher, als 
die wenigen Schritte, welche man bisher nach dieser Richtung gemacht 
hat, ganz entschieden darauf hinweisen, dass der Druck von der Wahl 
der Axen abhängt. Aude liat, um die £eibung an der Wand zu be- 
stimmen, das Moment des fiiddrueks ausser fSr die untere Kante auch 
für Tier mit ihr auf gl^cher H5he liegende Axen gemessen. Er findet 
für die Abstinde 

0, 0,05, 0,10, 0,13, 0,15 

die Momente 

0,910, 0,650, 0,300, 0,080, — 0,0«0. 
Wenn nun die Annahme, dass der Erddruck unabhängig von der Bewe- 
gung ist, welche die Wand einsclilagen kann, richtig wäre, so müsste 
das Moment eine lineare Function des Abstandes der Axe von der Wand 
sein. Das ist nun aber nicht der Fall; denn sonst mnsste, wenn man 
die Differenz irgend zweier Momente durch die Differenz der zugehörigen Ab- 
stSnde dividirt, sich stets derselbe Quotient ergeben. Bflden wir aber die 
Differenzen der auf einander folgenden Momente und dividiren durch die 
zugciiürigen Differeuzen der Abstände, so erhalten wir die Zahlen: 

. —5,2, —7,0, —7,3, —8,0. 
Bemerkenswert, namentlich tu Bezug auf den hier in Fragö stehenden 

Jabr«0b«r. d. Devtichaii lfathtiii.-VerebiigaDg. II. 10 
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Punkt, sind auch die Versuche von Siegler*), welcher die Momente in 
Bezug auf aclit verschiedene Axen hcstiramte, von denen vier in der 
Nähe der oberen Kaute, die andern vier in der Nähe der unteren Kante 
der Wand lagen. Bestimmte man nun den Angriffspunkt nus den Momen- 
ten für die oheren Kanten, so ergab sich, dass der Angriffspunkt zwischen 
^ bis ^ der Höhe lag; dagegen ergab sich eine tiefere Lage desselben, 
wenn die unteren Axen benatzt wnrden. Also auch ans diesen Yer- ' 
suchen mnss geschlossen werden, dass der Dmck der Erde gegen die 
Wand wesentlich abhSngt yon der Bewegung, welche die Wand annimmt 

Wir haben schon angegeben, wie Woltmann den Angrififspnnkt 
des Erddrucks bestimmt. Eine genauere Prüfung seiner Versuche zeigt 
nun aber, dass sich höchstens niiliei tmgswoise ein Drittel der Höhe er- 
giebt. Woltmann missl sowohl für die untere als für die obere Kante 
der Wand das Moment, und zwar bei halb und bei ganz gefülltem Kasten. 

Er fand für den flngsand: 

Axe unten Axe oben 

Kasten halb voll ganz yoll^ mal der /Kasten halb yoll ganz voll 

15,5 131,5 l H5he 2h J 76,5 228,5 

16,5 127,5 jdes Kastens! 2^5,5. 

Wenn nun der Dun k uuabliaiigig von der Lage der Axe wäre und im 
Drittel der Wandhöiie angriffe, so müsston sich die Zahlen wie 1:8: 0:10 
verhalten. JDividiren wir die einzelnen Verticalreihen durch dieselben, 
so erhalten wir 

15,5 16,5 12,5 14 , . x 

16,5 16 12,5 U (l>- i genau). 

Die zweite Reihe zeigt dne hinreichend genaue Uebereinstimmung mit 
der ersten Reihe; dagegen scheint uns die Abweichung der dritten und 

der vierten Reilic von den beiden ersten zu gross, um sie auf zufiillige 
i'eliler zu scliieben. Aehnlich liegt die Sache bei den Versuchen mit 
Ackererde. Woltmann findet unter denselben Verhältnissen 

8,5 79,5 41,5 130,5 
9 77,5 36,5 127,5. 

Wenn wir nun durch die Verhiltniszahlen dividhren, so erhalten wir: 

8,5 10 7 8 , 
9 9,5 6 8. 

*) Si^gler, Sxp^ences nouTelles sur la ponssee des terres. Assodatioii 
fran^abe pour l^avanccment des sciences. G. R. de la 13« Session Bleis 1884 
II 73. Paris 1885. 8«. 
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Dass Mer die sw^ite Reihe nicht mit der ersten Reihe fibereinstinimt, 
wie es naeh den Vetaaehen Ton Darwin sein mfisste, erkl&rt sieh hin- 
reichend durch den Umstand, dass die Ackererde CohSsion besitzt and 

dass, wenn die Momente sich wie die Kuben der Höhen verhalten sollten, 
auch die Cohäsion mit der Hohe proportional sein müsste. Da nnn aber 
die Cohäsion constant bleibt, so müssen die Momente stärker als die 
dritten Potenzen der Höhen wachsen. 

Es ist schade, dass Weltmann nicht auch das Moment bei halb- 
gefülltem Kasten für die Mitte der Wand gemessen hat. Im Hinblick 
darauf, dass bei nnten liegender Axe das Gesetz Ton der Aehnlichkeit der 
Verhältnisse sich sehr gat hestStigt hat, glauben wir annehmen zu dürfen, 
dass dasselbe sehr gut mit dem achten Teil der dnrch die vierte Reihe 
gelieferten Werte nbereiDstimmen wurde. Ausserdem hStte man alsdann 
die Momente fSr drei in der Ebene der Wand liegende Axeis, und man 
könnte versuchen, ob sich eine Druckverteilung finden lässt, welche diese 
drei Momente ergiebt. Nehmen wir in Ermangelung des fehlenden Momen- 
tes einstweilen den achten Teil der durcli die vieite Reihe gelieferten 
Zahlen, so haben wir für den halbgefüllten Kasten die Zahlen: 

a) Wenn ilic Axe in b) Wenn die Axe in c) Wenn die Axo in 
der unteren Kante der Hübe der doppelter Ilühe der 
der Wand liegt: Sandschieht lie^: Sandschicht Hegt: 

31,0 57,1 153,01 mal der Höhe h 

33,0 • 56,4 149,ol der Sandschicht. 

Nennen wir nun Y die Normalcomponente des Druckes und xh die Höhe 
des Angriffspunktes, so mnssten sich diese Zahlen durch 

Tx, Y— Yx und 2Y— Yx 

darstellen lassen. Nach der Methode der kleinsten Quadrate ergiebt sich 

Yx = 33, Y = 91,ö, x = 0,36, 
und wir erhalten die Zahlenreihe: 

Yx = 33, Y— Yx = 58,5, 2Y—Yx= 150,0, 
welche allerdings mit den Versuchen ziemlich gut übereinstimmt. Dagegen 
zeigt sich, dass der Angriffispnnkt eines Druckes, durch welchen alle 
Momente dargestellt werden sollen, b5her liegt als im Drittel der H5he 
der difickenden Sandschieht 

Nach alledem erscheint es mehr als zweifslhalt, dass for jede belie- 
bige Axe im GrenzfaUe des Gleichgewichts dieselbe Dmckverteilnng statt- 
findet. Wenn das aber der Fall ist, so kann man den Sanddruck und 
seinen Angriffspunkt nicht in der Weise bestimmen, dass man da.s iloment 
des Erddrucks für drei nicht in einer Ebene liegende Axen misst und dann 



Digitized by Google 



148 F. Kotier, die Entwickelnng der Lehre Ton Brddnusk. 

diejenige Kraft sucht, welche diese diei Momente ergiebt. Man mfisste 
vielmehr vor allem, indem man das Moment des Eiddmcks tat mSglichst 
viele Azen bestimmt, das Gesetz zn ermitteln suchen, nach welchem das 
Moment des Erddracks von der Lage der Äze abhftogt. Nur in dem 
einzigen Falle, dass sieh das Moment als lineare Function derCoordina- 
ten desjenigen Punktes ergeben sollte, in welchen ein zu den Axeu senk- 
rocht fjcführtcr Schnitt die Axe trifft, wäre man zu der Annahme be- 
rechtigt, dass die Drnckvertcilung von der Lage der Axe unabhängig ist, 
in jedem andern Falle aber nicht. Hat man nun das in Frage stehende 
Gesetz ermittelt, so kann man nach der 'am Schluss des § 1 9 entwickel- 
ten Methode die Componenten und den Angriffispunkt des Erddracks finden. 

Da nun aber derartige Untersuchungen bisher nicht angestellt sind, 
so mössen wir unseren Berieht mit dem Bekenntnis schliessen, dass wir 
das vorliegende Versachsmaterial nicht für aasreichend halten, einen Ein- 
blick in die Druckverhältnisse des Sandes gegen seitliche WSnde zu ge^ 
wihren. 
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1) Die älteren Theorien des Erddnicks findet man mit grosser Ansföhiliehkeit 

in MaynieTs mehrfach citirtem ,Trait6 de la poussöo des ti-rres". Paris 
1808, 4'^. E. Winkler giebt in seinem Werke »Neue Theorie des Erd- 
drucks" eine Geschichte der Erddruckthcoric. Dieselbe ist jedoch nicht 
ganz zuverlässig, da der Verfasser vielfach nicht auf die Quellen zurückgeht. 
Zuverlässiger ist der kurze Bericht, welchen Gaetano Crugnola in seinem 
Werke „Sulla spiuta delle terre e delle masse liquide", Toriao, A. F. Negro, 
1880, giebt. 

2) Zu § 1. Wir haben eine der eigentümlichsten Theorien des Erddrucks un- 
erwähnt gelassen, weil sie mit den späteren Theorien in gar keinem Zu- 
sammenhang steht. Stahlswerd sagt, das Mass der Standfestigkeit sei 
eine lineare Fonction s+nh der Hohe h, und das Abfliessnngsvermögen 
sei gleich h'. Daraus leitet er ab, dass die Horizontalprojeetion einer 
Böschung Ton der Höhe h gleich h*/(s+nh) ist. Die beiden Gonstanten 
8 und n bestimmt er aus awei gegebenen Böschungen. Auf dieser aben- 
teuerlichen Grundlage wird nun mit Hülfe von noch abenteuerlicheren Vor- 
stellungen über Mechanik eine Bestimmung des Erddrucks aufgebaut. Vergl. 

Stahls werd, Föreläsningar uti reguliere fortitication. Stockholm 1755. 
Deutsch von Peter Petersen unter dem Titel (mmdsätze zu • 
Vorlesungen über reguläre Fortification. Copeuhagen und Gotha 
178S. S'\ 

Samuel Heurliu, Weitere Ausführung der S tählswer d'schen Theo- 
rie der Abdachung der aufgeschütteten Erde und der nötigen 
Starke der Futtermauem, wodurch sie senkrecht stehend erhalten 
werden sollen. Bdhm*s Mag. für Ing. und Art IV. 145—163. 
Glessen 1778. 8«. 

3) § 1, S. 79. Von Bullet*8 Trait^ d*architectnre pratique giebt es eine von 
Seguin besorgte Ausgabe aus dem Jahre 1788, welche sich in der Eonigl. 

Bibliothek zu Berlin befindet. 

4) § 4, S. 82. Von Trine ano's „El^mens de fortificatiou" giebt es, wie ich mich 
nachträglich überzeugte, eine ältere einbändige Ausgabe vom Jahre 1768. 
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Diese citirt May nie 1. la Berlin findet man die ältere einbändige Ausgabe 
in der Bibliothek der König). Oeneralinspeetion des Ingenieur- und Piooier- 
Corps, während die neuere zweibändige Ausgabe im Besits der KönigL 
Ärtillefie- und Ingenieursebvle ist 
5) § 8, S. 92. Man findet Prony's Theorie auch in seiner Uecaniqoe Ana- 
lytique, Paris, 1815 Band I p. 293—297. 
. 8) § 8^ S. 93. üebcr die Gestalt der freien Erdflächen haben geschrieben: 

Allent, Memoire sur les surfiices d eiiuilibro des fluides imparfaits tels 
que les sables, les terres etc. Annales des mines 1816, auch 
separat, Paris 1817. 8». 
De Sazilly, Observations sur les conditions d'öqiiilibre des terres et 
sur les revetements de talus. Annales des ponts et chausäües 
1857, 1, 1—157. 

Airy, On the slope of cuttings. Minutes of Proceedings of the In- 
stitution of civil engineers, LV, 1879, 241—351. 

von Ott, Vorträge über Banmechanik, Teil I, Statik des Erdbaues, 
Theorie der Futtermauem, Gewölbe. Prag 1870* 9^, ' 

7) § 12, 8. 101. Noch weiter wie Planat geht Neville, welcher selbst für 
geneigtes Gelände den Brock horizontal annimmt. 

John Neville, On the maximum amount of resistance required to 
sustain banks of earth and other materials. Proc. of the royal 
Irish Academy, III, 1847, p. 84—89; IV, 1850, p. 275—281. 

8) § Ifi, S. llfi. Eine graphische Construction des Erddrucks, welche auf den- 
selben Principien wie Weyrauch's Theorie beruht, iriebt Jacquier in 
Note sur la determiuation graphique de la poussee des terres. Anuales 
des ponts et chausseos 1882 I, 463 — 472. 

i)) § 16, S. 116. Es sei hier auf Fr. Engcsser's interessante »Geometrische 
Erddrucktheorie « Zeitschrift für Bauwesen, XXX, 1880, S. 189—210 ver- 
wiesen, welehe mir wihrend der Ab&ssung des Berichtes noch nicht be- 
kannt war. 

10) § 28. Ausser den schon enriUmten stellten zun&chst M ayniel, Hartony 
de Eossegh und Hagen Versuche in ausgedehnterem Hasse fiber den 
Seitendruck der Erde an. In neuerer Zeit haben noch Winkler, Baker 

(The lateral pressure of earthwork. Min. of Proc. of the inst, of civ. engineers 
LXY, 1881 p. 140—184) und Gobin (Determination precise de la stabilite 
des murs de soutenement et de la poussee des terres. Ann. des ponts 
et chauss^es 1883 II 98) Beobachtungen über den £rddruck ausgeführt. 
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§ 15. Die allgemeinen Differentialgleichungen für ilie Druckcompo- 

neuteu, und die für den Saud charakteristische Beziehung zwischen 

denselben 109 

§ If». Die Bestimmung des Drucks im unbegrenzten Erdreich nach 

Rankine, Mohr und Weyrauch 112 

§ 17. Ueber die Anwendbarkeit dieser Theorie zur Hestimmung des 

Drucks gegen Hauern; Theorie von Boussinesq 116 

§ 18. Die Anwendung der neuen Theorie auf verscMedene andere 

Aufgaben 119 

§ 19. Aufgaben der Brddmcktheorie betrachtet als Probleme der 

Variationsrechnung. 125 

§ 20. Die Uebertragung der Erddrucktbeorie auf ein Gebiet von dr^ 

Dimensionen ISO 

§ 21. Die Statik sandformiger Massen im Zusammenhang mit der 

Elasticitätstheorie nach lioussinesq 134 

III. Ueber die Versuche zur Bestimmung der Gleicbgewichtsverhältnisse 

des Sandes 139 
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L Jahresbericht der Deutschen Mathematiker -Tereinigan^. Heraus* 
gegeben im Auftrage des Vorstandes von G. Cantorj W. D y o k, E. Lampe 
Berlin, Verlag von Georg Reimer. 

1. Band, 1890-91. IV u. 392 S. (1892). ».7.60"). 

2. Band, 1891-92. IV u. 156 S. (1893). H. 4.50«). I 

Inhalt des ersten Bandes; 

Chronik der Vereinigung. Nekrologe auf Ii. Klein und P. Günther. 

Bericht über die Versammlung zu Halle (22. — 26 Sept 1891) enthaltend 
die Referate von Eronecker, G. Neumann, Dedddnd, F. Klein, Papperitz, 
Simon, Finsterwalder, Röhn, H. Wiener, Schubert, Eberhard, Boltzmann, Honsel, 
F. Hnller, Dyck, Hilbert, Schonflies, Minkowski, F. Kotter, Piltz, St&ckel, 
Wangerin, Wittheiss, G. Gantor. — 

Bericht über den gegenwärtigen Stand der biYariantentheorie von F. Meyer 
in GlausthaL 

Inhalt des sweiten Bandes: 
Ghronik der Vereinigung. Nekrologe auf L. Kronecker (von H. Weber), 

H. Schröter (von Sturm), U. Gretschel (von Papperits), J. Gierster (von Fricke). 

Bericht über die für Nürnberg in Aussicht genommenen Vorträge von 
Bjerknes, Fricke, F. Klein, F. Meyer, Schapira, Schlegel, Schumacher, Study. 

Referat: Die Entwickelung der Lehre vom £rddruck, von F. Kötter in 
Berlin. 



Zur Zeit noch nicht im Buchhandel erschienen, aber direct durch Ver- 
mittelung des Schriftführers der Vereinigung, Professor Dr. W. Dyck, München, 
Polytechnikum, zu beziehen sind: 

•) Für die Mitcrlieiler der Douischen Mathematiker-Vereinigung crinässigt 
sich l»ei directem Bezug durch die Verlagsbuchhaudluug von Georg iieimer 
(Berlin S.W. Anhaltstnsse 12) der Preis auf M. 6 für Bd. 1, auf M. 8^5 für 
Bd. 2 (incl. Porto). 
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156 Veroffanilithimgeii der Deatsebea Hatiiemalikw^Veremigung. 

n. Katalcg nafhenatiBdier Modelle^ Ippiiito und iDstniBMiite* Unter 
Mitwirkung sahlreicher Fachgenossen herausgegeben im Anftrage des Toi^ 
Standes der Vereinigung von W. Dyck. München, 1892» XVI u. 4308. 

« 

Inhalt: 

. 1. Teil. Einltitwde wissenschaftliche Aufsitze von F. Klein, A. Voss, 
A. Brill, G. Haack, A. t. Braunmuhl, L. Boltsmann, A. Amsler, 0. Henrid. 

S. Teil.' Beschreibungen zu den Modellen etc. L Arithmetik, Algebra, 
Functionentheorie, Integralrechnung. II. Geometrie. III. Angewandte Mathe- 
matik. 

nL Vemiehnlg der seit 1860 m den devtaelien üilTeratfiten eneUeBeBin 
Doetor-Ubsertationeii und Habflltetfbnsgehrlftiii ans der rdnen ind 
angewandten Mathematik. Herausgegeben auf Grund des für die Univer- 
silätS'Ausstellung in Chicago erschienenen Verzeichnisses. München 1892. 

M. 1.50*^. 

Das vorliegende Verzeichnif? wurde ursprünglich für den Specialkatalog 
der Mathematischen Ausstellung, welche als Glied der Deutschen üniversitäts- 
Ausstellung in Chicago von Seiten des Königl. Preussischen Unterrichts- 
Ministeriums ins Leben gerufen wurde, zusammengestellt. Da das Verzeichnis 
indes auch für weitere Kreise von Interesse sein dürfte, hat der Vorstand der 
Deutschen Mathematiker- Vereinigung mit Genehmigung der K. Pr. Staats- 
regierung die Torliegende Separatausgabe besorgt; dabei hat es das dankens- 
werte Entgegenkommen der einzelnen UniTersit&tsbibliotheken ermöglicht, die 
im ursprunglidien Verzeichnis voihandenen zahlreichen Lücken zu ergänzen. 

*) Hierzu kommen noch 50 Pf. für Portoauslageu im Inland, 80 Pf. im 
Ausland. Für Mitglieder der Vereinigung ermässigt sich der Bezugspreis 
ezcl. Porto von M. 9 auf M. 5. 

Hierzu kommen noch 10 Pf. für Portoauslageu im Inland, SO Fi im 
Ausland. Für Mitglieder der Vereinigung ermässigt sich der Bezngspreis ezcl. 
Porto von M. 1.50 auf M. 1. 
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